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Lineare Algebra |

Aufgabe 1.1

Gegeben sei die Teilmenge

A a
G={ b || A€GLy(Q), b Q)
0 01

der Gruppe GL3(Q) aller invertierbaren Matrizen in Q**® sowie die Abbildung

A a
f:G = GLy(Q), b | — A.
0 01

Zeigen Sie:
(a) Die Menge G ist eine Untergruppe von GL3(Q).
(b) Die Abbildung f : G — GL(Q) ist ein Gruppenhomomorphismus.

(c) Der Kern ker(f) ist isomorph zu Q? mit der komponentenweisen Addition.

Aufgabe 1.2

Es seien V ein Vektorraum {iber einem Kérper K, n > 2 eine natiirliche Zahl und
v1,02,...,0y linear abhingige Vektoren in V, von denen je n — 1 linear unabhéngig
sind.

(a) Weisen Sie nach, dass es Skalare aj,a3,...,4n, € K mit a; # 0 fiir alle
ie{1,2,...,n} gibt, sodass

i)

E kv = 0.

i=1

(b) Es seien ay,43,...,4, € K\ {0} wie in Teil (a) und B1, B2, ..., Bn € K mit

E ﬁfvj = 0.

i=1

Zeigen Sie, dass A € K existiert mit §; = A -a; flirallei € e R O
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Aufgabe 1.3

Gegeben seien die folgenden Untervektorraume von R*:
2 1
1 0
“121%11 })
3 1

Bestimmen Sie fiir die Vektorrdume Uj, Uy, Uy N Uz und U; + U je eine Basis und
die Dimension.
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Aufgabe 1.4

Es seien V ein Vektorraum iiber dem Koérper K und U C V ein Untervektorraum. Im
Dualraum V* von V sei die Teilmenge

U= {p e V*|¢p(u) =0 fiiralle u € U}
gegeben. Zeigen Sie:
(a) UV ist ein Untervektorraum von V*.
(b) Fiir jedes ¢ € UC ist die Abbildung
¢:V/U—=K, v+Ur ¢(v)
wohldefiniert, und es gilt ¢ € (V/U)*.
(c) Die lineare Abbildung f : U — (V/U)*, ¢ — ¢ ist ein Vektorraum-
isomorphismus.
Aufgabe 1.5

Fiir s € R sei die Matrix

- 0 0 s—2
2 s5+1 ~1 0
2s s(s+1) —s 3
0 0 0 s

Ag — E IR4X4
gegeben.
(a) Berechnen Sie fiir alle Parameter s € R die Eigenwerte von As.
(b) Fiir welche Parameter s € R ist A; diagonalisierbar?

(c) Bestimmen Sie fiir s = 2 eine Basis von R* aus Eigenvektoren von Aj.

Aufgabe 1.6

Es seien K ein Kérper, n € N und A € K"* (n+1) eine Matrix mit Rang(A) = n. Fiir
j € {1,2,...,n+ 1} bezeichne A; die (n x n)-Matrix, die aus A durch Streichen der
j-ten Spalte hervorgeht. Es sei weiter w € K" der Vektor mit den Komponenten
w; = (—1) det(4;) firje{1,2,...,n+1}

Zeigen Sie, dass die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems Ax = 0 gleich
dem von w erzeugten Untervektorraum (w) von K" ist.
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Lineare Algebra |

Aufgabe IL.1
Gegeben sei die Matrix

A = E IR4X4.

O = NN
M= N

oMNO O

(a) Bestimmen Sie die Jordansche Normalform A von A.
(b) Geben Sie eine invertierbare Matrix S € R**%4 an, sodass
s1.A.8§=A4A

(c) Entscheiden Sie, ob es eine Matrix B € R*** gibt, die dasselbe Minimalpolynom
wie A besitzt und deren Jordansche Normalform von A verschieden ist.

Aufgabe I1.2

Es sei V = {p € R[X] | Grad(p) < 2} der Vektorraum aller Polynome mit reellen
Koeffizienten vom Grad kleiner gleich 2.
Firp=ap+mX+ a:X?, g = bo+ b1 X + bhX? € Vseis(p,q) € R definiert durch

s(p,q) = 3agbg + 2apbs + 2a1by + 2a2b + 2asbs.

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung s : VxV — R, (p,q) — s(p,q) ein Skalar-
produkt ist und geben Sie dessen Fundamentalmatrix beztiglich der Basis
(1,X,X?) von V an.

(b) Bestimmen Sie die Orthogonalprojektion von p = X* auf den Untervektorraum
U= {{1,X}) C V sowie den Abstand von p zu U (jeweils beziiglich s).

(c) Geben Sie eine Orthonormalbasis von V' beziiglich s an.

Aufgabe I1.3
Gegeben sei die Matrix

A== =2 23 2
—V3-2 =2 3-2

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung f : R?® — R3, x — Ax eine Isometrie des
euklidischen Standardraums (R, (-, )) ist.

1(x/§—2 V2 —\/5—2)
E]RBXB.

(b) Bestimmen Sie die euklidische Normalform A von A.

(¢) Geben Sie eine orthogonale Matrix S € R>*® an, sodass

ST.A-S=A.



Aufgabe I1.4

Es sei (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum der Dimensionn > 1, und f : V = V
ein Endomorphismus mit der Eigenschaft

(f(x),x) =0  furalle xe€V.
Zeigen Sie:
(a) Fur alle x,y € V gilt (f(x),y) = —(x, f(¥))-
(b) Ist U C V ein f-invarianter Untervektorraum, so ist auch U+ f-invariant.
(c) Besitzt f einen Eigenwert A € R, so ist f nicht invertierbar.
(d) Der Endomorphismus f2: V — V, x — f(f(x)) ist selbstadjungiert.

(e) Es gibt eine Orthonormalbasis B von V und reelle Zahlen py, 2, ..., pin < 0,
sodass die Abbildungsmatrix von f? beziiglich B gegeben ist durch

w0 e 0
0 ' :
Dpp(f?) = : _V.z .
0O --. 0 Un

Aufgabe II.5

Es seien V ein endlich dimensionaler euklidischer oder unitdrer Vektorraum,
f,g € End(V) normale Endomorphismen von V sowie f* € End(V) die zu f ad-
jungierte Abbildung. Zeigen Sie:

(a) ker(f) = ker(f")

(b) Bild(f) = (ker(f))

(c) Bild(f*) = Bild(f).

(d) fog =0 ist dquivalent zu go f = 0.

Aufgabe I1.6
Fiir 2 € R® sei die Affinitit ¢, : A3(R) — A3(R) gegeben durch

=
pux)=|4 3 4 |x+a
4 2 5

(a) Geben Sie alle 2 € R? an, fiir welche ¢, mindestens einen Fixpunkt hat. Zeigen
Sie, dass in diesen Féllen die Fixpunktmenge eine Ebene E; C A3(R) ist.

-(3)

und P,Q € A3(R) Punkte, die nicht von ¢, fixiert werden. Zeigen Sie, dass die
Gerade durch P und ¢,(P) zur Geraden durch Q und ¢,(Q) parallel ist.

(b) Es seien nun
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Lésungen Lineare Algebra |

Aufgabe L1
Losungsvorschlag

(a) Wegen I3 € G ist G nicht leer. Weiter gilt fiir

a c €
o= 415}, n=f €|a cie] A€ 5V,
0 0|1 0 01 00 |1

wobei
&y - (8 a 2
(f)_A (&) (5) €@
Da A-C € GLy(Q), giltalso g-h € G.

Wir miissen noch zeigen, dass fiir jedes ¢ € G auch g~ in G liegt. Dazu machen
wir den Ansatz ¢ - h = I3 mit g, h wie oben, was dquivalent ist zu

cemnm 4 ()()-0)

C=A"1eGLy(Q) und (;) = (g) e Q>

Dies bedeutet

Somit liegt auch ¢~1 = h in G.

(b) Wir miissen zeigen, dass fiir alle g,k € G die Gleichung f(g-h) = f(g) - f(h)
gilt. Fur g, h € G wie oben erhalten wir

flg-h)=A-C=f(g) f(h).

(c) Es gilt

a,bEQ}.

a
ker(f) = {g€ G | f(g) = o} = { ( 0120 : )

. L |© a
: ker(f) = Q% 2 | b
i f)— (OUl)H(b)

ist ein Gruppenhomomorphismus, denn fiir

Die Abbildung



Weiter ist i injektiv, denn

0
ker(i) = {g € ker(f) | i(g) = (8)} = { (D_IE[TM }

i ist auch surjektiv, denn fiir v = (;) e Q? beliebig erfiillt

[ LY.
g= y | €ker(f)
0 0|1

die Bedingung i(g) = v. Insgesamt ist i also ein bijektiver Gruppenhomo-
morphismus, das heifit ker(f) ist isomorph zu Q? mit der komponentenweisen
Addition.

Aufgabe 1.2

Lésungsvorschlag

(a)

(b)

Da die Vektoren v, 7y, ...,0, linear abhingig sind, gibtes j € {1,2,...,n} und
Skalare A; € Kmiti € {1,2...,n}\ {j} sodass

v; = E Asv;.
Setzt man fiiri € {1,2...,n} \ {j} 4 = A; und &; = —1, so folgt daraus

n
0= Z ;0.

i=1
Es bleibt zu zeigen, dass a; # 0 gilt fiir alle i € {1,2,...,n}. Nehmen wir
also an, dass &y = 0 fiir ein I € {1,2,...,n}. Dann folgt wegen der linearen
Unabhingigkeit der n — 1 Vektoren {v1,v2,...,04} \ {v;} auch a; = 0 fiir alle
i € {1,2,...,n}\ {I}. Dies steht jedoch im Widerspruch zu a; = —1. Folglich
gilt a; € K\ {0} fiirallei € {1,2,...,n}.

Nach Teil (a) gilt v; = Zn: (;Tf)vi, also
1=2
0= Z Bivi = B1( Z (—aﬂff) v;) + Eﬁivi = ): (Bi— mf%)w.
i=1 i=2 *1 i=2 i=2 1

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der n — 1 Vektoren vy, ..., v, folgt

Py == %fx,- firalle i€ {2,...,n}.
1

Wegen B = gla] folgt die Behauptung mit A = %.
1 1



Aufgabe 1.3

Lasungsvorschlag

Im Erzeugendensystem von U; ergibt das Doppelte des zweiten Vektors minus dem
dritten Vektor genau den ersten Vektor. Indem man weiter vom zweiten Vektor zwei-
mal den dritten Vektor abzieht erhilt man

2 1 0 1 0 1 0
m={ 3] 3[i ] D= ]z]- |1 =] 1| }>
6 4 2 4 2 0 2z

Die zwei zuletzt erhaltenen Vektoren sind linear unabhéngig und bilden somit eine
Basis von Uj; insbesondere ist dim(U;) = 2.

Ebenso erhilt man im Erzeugendensystem von U, den ersten Vektor als zweifache
Differenz des zweiten und dritten Vektors. Zieht man weiter das Doppelte des letzten
Vektors vom zweiten ab, so ergibt sich

H=H h=( )

Die beiden zuletzt erhaltenen Vektoren sind linear unabhéngig und bilden somit eine
Basis von Up. Insbesondere ist dim(Uz) = 2.

2

U2=<{

= NN
(I o
(S0 N6 B S |
R e
[ o B ]
P =

1
r 2 ’
3

Fiir die Summe der beiden Untervektorraume haben wir also

1\ [0\ [0\ /1
o| 1] [1] [o
n+t=({ o| 1] ]o] 1]}
o/ \2/ \1/ \u

Zieht man den ersten Vektor vom letzten ab und den dritten Vektor vom zweiten, so
ergibt sich

b

Diese drei Vektoren sind linear unabhéngig, bilden also eine Basis von U; + U,. Somit
gilt dim(U; + W) = 3.

Nach dem Dimensionssatz fiir Untervektorrdume gilt dim(Uj NlUp) =2+2-3=1;
es geniigt also, einen Vektor zu finden, der zugleich in U; und U, liegt. Ein solcher
Vektor ist zum Beispiel die Summe der jeweiligen Basisvektoren

U1+U2='<{

(== I e B o I )
OO
— 0 O
il o > N |
—
—
"
N,
pa N o S o R
=0 = O
= OO

R e
oo D
-}
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Es gilt demnach

e e

U]ﬁu;g=({

b

insbesondere ist durch den obigen Vektor eine Basis des Durchschnitts gefunden.
Aufgabe 1.4

ra

Losungsvorschlag

(a) Natiirlich liegt die Nullabbildung in U°, das heifit U” ist nicht leer. Nun seien
¢, € U% und u € U beliebig.

Dann ist

(¢ +9)(u) = p(u) +p(u) =0+0=0, also ¢+ € U,

Weiter sei a € K, ¢ € U°, u € U beliebig. Dann gilt
(x-¢)(u) =a-(p(u)) =a-0=0, also a-¢ € U".

Laut Definition ist also U ein Untervektorraum von V*.

(b) Zunéchst ist ¢ wohldefiniert, dennaus v +U = ¢/ + U folgt u :=v' —v € U,
und damit

¢(v") = p(v+u) = ¢p(v) + p(u) = ¢p(v), da ¢ U".

Die Linearitdt von EE ist dann klar, denn fiir v1,7; € V, a € K gilt wegen der
Linearitdt von ¢

¢((v1+U) + (02 + U)) = ¢((v1 +v2) + U) = p(vy +02)
= ¢(01) + ¢(v2) = ¢p(01 + U) + §(v2 + U)

und

d(a(v; +U)) = ¢((av1) + U) = ¢p(avy) = ag(v1) = ag(or + U).

(c) f ist injektiv, denn fiir ¢ € ker(f) gilt:
fl@)=¢=0, also ¢(v)=¢(v+U)=0 YoeV,
und damit ist ¢ = 0.
f ist surjektiv, denn fiir £ € (V/U)* betrachte die Abbildung
p: V=K v—={L{(v+U).

Diese Abbildung ist linear, was man entweder direkt nachrechnet oder auf
¢ = Lo zuriickfithrt, wobei r : V — V/U die kanonische Projektion ist.
Und nattirlich ist fir u € U

¢(u) =Lu+U)=£U) =0,

also ¢ € U°.



Aufgabe 1.5

Losungsvorschlag

(a)

(b)

(©

Wir berechnen das charakteristische Polynom von Ag indem wir zundchst nach
der letzten und dann nach der ersten Zeile entwickeln:

s—X 0 0 s—2
| & -s¢l—=X 0
PA= | 24 s(s+1) —-s—X 3

0 0 0 s—X
s—X 0 0
=lg—=X)| 2 s¥1-% =1
2s  s(s+1) -s5—X

=(S—X)25+1_X —1 ‘

s(s+1) —s—X
= (X —s5)*- ((X+s)(X (s+1))+s(s+1))
= (X-5)? (X*-X) =X(X-1)(X -5)"

Eigenwerte von A; sind also 0, 1 und s.

Aj; ist genau dann diagonalisierbar, wenn die geometrischen und algebraischen
Vielfachheiten der Eigenwerte iibereinstimmen.

Wir berechnen also die Dimension des Eigenraums Es = ker(A; — sly):

1 1
0 0 0 s5-—-2 1 72 = 0
2 1 -1 0 - 0 5¢ =s 3
2s s(s-l—l) —2s 3 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 s-—2

Dabei haben wir das (—s)-fache der zweiten Zeile zur dritten addiert, die zweite
Zeile durch 2 geteilt und schliefllich die erste Zeile nach unten verschoben. Fiir
s € {0,2} ist also dim(E;) = 2, ansonsten dim(E;) = 1.

Im Fall s ¢ {0,2} ist die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes s grofler
gleich 2, die geometrische Vielfachheit gleich 1. Somit ist A nicht diagonalisier-
bar fiir s ¢ {0,2}.

Im Fall s = 0 ist die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes s = 0 gleich 3, A;
also ebenfalls nicht diagonalisierbar.

Im Fall s = 2 ist die algebraische Vielfachheit gleich der geometrischen Viel-
fachheit des Eigenwertes s = 2. Fiir die weiteren Eigenwerte 0 und 1 ist jeweils
algebraische und geometrische Vielfachheit gleich 1. Somit ist A genau fiir s = 2
diagonalisierbar.

Wir bestimmen jeweils eine Basis der Eigenrdume Ep, E; und Ejp:

Aus Teil (b) wissen wir, dass

1 1
0 i 33
E; = ker(A; — 2I4) = ker 00 0 0
00 0 0



Subtraktion von %—ma] der zweiten Zeile von der ersten und Divison der zweiten
Zeile durch 4 ergibt

10 —% -3 1 3
B=kKrtln g 0 0 _<{ 47| o }>‘
00 0 0 0 8
Weiter berechnen wir
10 0 O 10 0 O
B 2 2 <3 B _ 02 -1 0
E; = ker(Az — Iy) = ker 46 -3 3 = ker 06 -3 3
00 0 1 00 0 1
10 0 0 0
N 01 -3 0] _ 1
=ker{y 0 0 0 _<{ 2 })'
00 0 1 0

Dabei haben wir geeignete Vielfache von der ersten Zeile von jeweils der zweiten
und dritten abgezogen, dann das jeweils dreifache der zweiten und letzten Zeile
von der dritten abgezogen und schlieflich die zweite Zeile durch zwei geteilt.

Fiir den Eigenraum zum Eigenwert 0 erhalten wir

20 0 0 10 0 0
_ 28 =1 0] _ 03 =10
Eg—ker(A2—014)—ker 4 6 =2 3 —ker 06 =2 3
00 0 2 00 0 2
10 0 O 0
_ 01 -1 0]|_ 1
=ker oo 0 ® —<{ 3 }>
00 0 1 0

Dabei haben wir im ersten Schritt die erste Zeile durch zwei geteilt und wieder
geeignete Vielfache davon von der zweiten und dritten Zeile abgezogen. Im
zweiten Schritt wurde das zweifache der zweiten und das 3-fache der letzten
Zeile von der dritten abgezogen und schlieSlich die zweite Zeile durch drei und
die letzte Zeile durch zwei geteilt.

Da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stets linear unabhéngig sind,
bilden die Vektoren

1 3 0 0
2 —6 1 1
41710 |"12]7|3
0 8 0 0

eine Basis von R* aus Eigenvektoren von Aj.
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Aufgabe 1.6
Losungsvorschlag

Wir zeigen zunéchst, dass der Vektor w € K" eine Losung des homogenen linearen
Gleichungssystems Ax = 0 ist. Betrachte dazu fiir i € {1,2,...n} die Matrix

(ﬂn f1p  -c+ Gina \
an ap - Aip+1 1) (i
. - (R n-+1ix{n+
B=B(i)=| ag ap -+ aw | €K ),
Air11 Gir12 v 8itip+d
\ anl an2 - App+l )

deren Determinante gleich Null ist, da zwei Zeilen {ibereinstimmen. Entwicklung
nach der i-ten Zeile liefert

n+1 n+1 n+l
0=det(B) = Z( 1) "au det(B;;) (1) ): a;i(— }det Z ajjW;j.
j=1
Dies ist genau die i-te Gleichung der Matrixgleichung A - w = 0.
Wegen Rang(A) = n gilt fiir die Dimension der Losungsmenge £ = ker(A) des
homogenen linearen Gleichungssystems Ax = 0
dim(£) = dim(ker(A)) = dim(K"™!) —Rang(A) =n+1—n=1.

Da w # 0 eine Losung ist, folgt
= (w).

Ist also x € £, so muss ein Skalar A € K existieren sodass x = Aw.

L&sungen Lineare Algebra Il

Aufgabe II.1
Losungsvorschlag

(a) Wir berechnen zunéichst das charakteristische Polynom von A:

9-X =7 0 2
|l® s5-X 0 2
PA=| 4 -4 2—-X 1
0 0 0 2—X
§—%X =7 0
=2-X)-| 7 .-5-X 0 =(2—X)2-9‘7X _S'EX‘
4 & 3-%K

=(2-X)2(9-X) (-5-X)+49) = (2-X)~

Hierbei wurde zunidchst nach der letzten Zeile, dann nach der letzten Spalte
entwickelt.

Damit wissen wir, dass 2 der einzige Eigenwert von A ist (mit algebraischer
Vielfachheit 4). Es gilt nun, die geometrische Vielfachheit zu ermitteln. Diese ist
die Dimensionen des Eigenraums

11



(b)

-7 0
=7 0
—4 0
0 O

E; = ker(A — 2I,) = ker( ) = ker(

O W= NN

=t B

oo

o i T s

(=T = T =0 B e

= O Ol
o

1\ /0
={|a]-]1| B

Es gibt also dim(E;) = 2 Jordankédstchen zum Eigenwert 2, das heifst entweder
ein (3 x 3)- und ein (1 x 1)-K&stchen, oder zwei (2 x 2)-Kastchen.

Um die Jordansche Normalform zu finden, geniigt es den Index g des
Hauptraums zum Eigenwert 2 zu bestimmen; dieser gibt die Lénge des grofi-
ten Jordanké&stchens an.

Wir berechnen also

ker(A — 2I4)* = ker( )=R*

oo oo
oo oo
oo oo
oo oo

das heifit § = 2 und damit ist die Jordansche Normalform A von A gegeben
durch

A=

o oo N

0
0
1
2

o Mo O

[aniian] J S B

Zur Bestimmung einer Jordanbasis wéhlen wir eine Basis des Komplements von
E; in ker(A — 2I;)* = R*, also zum Beispiel (ey, e4). Wegen
7 2
(A-2L)er = ||, (A-2W)es= |2
0 0
7 2
st G = ( Z , €1, % ,24) eine Jordanbasis. Die gesuchte Matrix S mit der
0 0
Eigenschaft S~ - A - § = A ist also gegeben durch
Z 1 2 0
= 7 0.2 0
14010
0 001

12



(c) Das Minimalpolynom von A ist gegeben durch (X —2)?. Eine Matrix mit dem-
selben Minimalpolynom ist zum Beispiel die Matrix

B =

OO oM
o P
oM OO
N O oo

die bereits in Jordanscher Normalform vorliegt. Ganz offensichtlich ist diese von
A verschieden.

Aufgabe I1.2
Losungsvorschlag

(a) Seien p = ag+ ;X +ap X2, g=by+bX+ X%, r=cg+ 01X+ X% € V und
A € R beliebig. Es gilt
s(p+r,q) =3(ag + co)bo + 2(ag + co)ba + 2(ay -+ c1)by + 2(a2 + c2)bo
+ 2(ap + ¢2)ba = 3agbg + 2apbs + 2a1b1 + 2asbg + 2azby
+ 3cgbg + 2cpba + 2c1b1 + 2026 + 2628 = S(p,q) -+ S(?’,Q)

und

S(Ap, q) = 3(/lag)bg + 2(7\&0)!?2 = 2(/\.&1 )b] + 2(Aﬂzjbn + 2(/\&'3)}32
— A(Sagbg + 2agby + 2a1by + 2asby + 2axby) = As (P; q),

das heifit s ist linear im ersten Argument. Weiter gilt
s(p,q) = 3aobg + 2apby + 2a1by + 2a2by + 2427
= 3bgag + 2byag + 2byay + 2bgas + 2bzar = 5(q, p),

das heifit s ist auch symmetrisch. Insgesamt ist s also eine symmetrische Bi-
linearform auf V.

Fiir die Fundamentalmatrix Fc(s) von s beziiglich der Basis C = (1, X, X?) be-
rechnen wir
s(1,1)  s(1,X) s(1,X%) 302
Fe(s) = | s(X,1) s(X,X) s(X,X*) | =102 0].
$(X2,1) (X% X) (X% %% 2 02

Bekanntermafen ist s genau dann positiv definit, wenn die symmetrische Matrix
Fc(s) positiv definit ist. Dies folgt aus dem Hurwitz-Kriterium wegen

3 2

det (Fc(S)) =2 ‘2 2

’:2-(6—4)=4>0,

0 2

(b) Wie man an der linken oberen (2 x 2)-Matrix von Fc(s) erkennen kann, ist die
Basis (1, X) von U eine Orthogonalbasis beziiglich s. Die Vektoren

det((3 U>)=6>0 und det((3)) =3>0.

01 = '1; Uy = X

Sl
Si-

13



bilden éine Orthonormalbasis von U. Fiir die Orthogonalprojektion ITj;(p) eines
Vektors p € V auf U gilt dann ITy(p) = s(p,v1)v1 + s(p, v2)v2, das heifit flir
p=X?

g
V3 V3
Den Abstand d(p, U) von p zu U ist gegeben durch

d(p, U)? = ||p — Tu(p)|* = s(p — u(p), p — Mu(p))
2 2

- 1.

W

Iy (X?) = s(X2,v1)01 + 5(X%, v2) 02 +

1
Ok
V2

= 2 C LR,
s(X : X = 1)
2 n 2 2
= (% X%) — 25(1, X%) — So(X%,1) + (5)7s(11)
4 4 2
2
also d(p,U): 5.

(c) Wir miissen die Orthonormalbasis (v, v2) lediglich um einen normierten Vektor
v3 im orthogonalen Komplement U~ von U ergénzen. Ein solcher Vektor ist nach
Gram-Schmidt-Orthogonalisierung und der Rechnung in Teil (b)

_ p—Iu(lp) _ /3 2 .5 I8 )
[’B—Mﬁ—\/;'(xz"—g'l)H\/;Xz—\/;-l.

Aufgabe I1.3
Losungsvorschlag

(a) f ist genau dann eine Isometrie, wenn die Matrix A orthogonal ist, das heifit
wenn A' - A = I, gilt. Dies priift man durch Rechnung nach.

(b) Zur Bestimmung der euklidischen Normalform berechnen wir zunéchst das
charakteristische Polynom von A:

[ [(V3-2-4X V2 —/3-2
pa = det(A—XI) = det (; ( -2 24/3 —4X V2 ) )
—/3-2 V2  /3-2-4X
5 V3—-2—-4X V2 —v/3-2 1
-_-(Z)Bdet 2  2/B-4X V2 1
—V3-2 —v2 V/3-2-4X
+ -1

5 |
" 3 —3 34X V2 —af3 3
- (Z)3det 2 24X 2
—4 —4X 0 —4—4X
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+ =1
|

i 2\/§+—4X V2 ~+/3~2

= (5 det| —2v2 2/3-4x V2
0 0 —4 —4X

. 3 B—4X 2
= (2)3(—4—42‘0 det( —_2/3 2v’_§—4X)

__ (%)2(X+ 1)- ((2v/3 —4X)? + 4)

. —%(;H 1) - (16X2 — 16v/3X + 16) = —(X + 1)(X? — v3X +1).

A hat also den Eigenwert —1 und, aufgefasst als unitéire Matrix in C**3, ein Paar

V3

konjugiert komplexer Eigenwerte A, A € C mit A = oY i% = cosw +isinw.

Die euklidische Normalform A von A ist damit gegeben durch

1.0 0
A=|o0 £ -}

(c) Zur Bestimmung der orthogonalen Matrix S benotigen wir zunéchst einen nor-
mierten Eigenvektor b; zum Eigenwert —1. Dieser berechnet sich mit Hilfe des
homogenen linearen Gleichungssystems

V3+2 V2 —/3-2\ —
Vi 2Eed B ‘|_;1,3

(A-!I-I3_)~ —V3-2 —2 V3+2 | s

[V/3+2 V2 —v/3-2 +
1 —V2(v3+2) -1 jﬂ/i-z :]

0 0 0

\
(1 —\/i(\/@+2) -1 1 0 —1

~|0 4/2(V3+2) 0| ~ (0 1 0)

\0 0 00 0

o

Zu

Zur Berechnung der fehlenden beiden Vektoren b, b3 in der gesuchten Ortho-
normalbasis kénnen wir b, als beliebigen Einheitsvektor im orthogonalen Kom-
plement (1) von (b;) wiahlen. Da dieses orthogonale Komplement f-invariant
ist, gilt auch Ab; € (b1)~. Dain (b1)~ keine Eigenvektoren von f liegen, sind by
und Ab; linear unabhéngig.
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Konkret wihle man zum Beispiel

0 3 V2
b= |1]|; dannfolgt Ab, = 1 V3.
0 2

Wir berechnen mit dem Gram-Schmidt-Verfahren nun eine Orthonormalbasis
von (by)* = ({b, Aby}). Der Vektor

1
- 1
by = Aby — (Aby, by)by = —= [ 0
3 » — (Aby, ba) by 2\/5(—1)

1
ist orthogonal zu by; normieren liefert b3 = % ( 0 ) i
-1

Um zu sehen, ob wir gegebenenfalls die Reihenfolge der Basisvektoren (b, b3)
von (b;)+ vertauschen miissen, iiberpriifen wir ob

\/§ 1
Ay =y T
2 252+23

gilt. Dies ist tatséchlich der Fall. Somit gilt fiir die orthogonale Matrix

1 90 1
V2 V2
S=| @ 1 0
1 0 =1
V2 V2

mit by, by, by als Spaltenvektoren die Gleichung 5T-A-5=A.

Aufgabe I1.4
Losungsvorschlag

(a) Seien x,y € V beliebig. Dann gilt nach Voraussetzung

0={flx+y)x+y) = {f(x)+fy).x+y)
= (f(x), %) + {f(y), x) + {f(x).y) + (W), y)
= (f(y), ) + {f(x), y).

Dabei haben wir nacheinander die Linearitdt von f, die Bilinearitit des Skalar-
produktes sowie die Voraussetzung an f verwendet.

(b) Sei nun y € U~ beliebig. Dann gilt fiir alle u € U wegen f(u) € U
0= (f(u),y) =—(ufy))

das heifit f(y) € U~

(c) Sei x # 0 ein Eigenvektor von f zum Eigenwert A € R. Dann gilt

0= (f(x),x) = (Ax,x) = A(x, %),

also wegen (x,x) > 0 notwendigerweise A = 0. Wegen ker(f) = Eq # {0} ist f
nicht injektiv, also insbesondere nicht invertierbar.
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(d) Seien wieder x,y € V beliebig. Dann gilt

(fA(x),y) = (F(f(x),9) = —(f(x), f(y))
= (-1 f(fW)) = (x. 2 (¥))-

Somit ist f? selbstadjungiert.

(e) Da f? selbstadjungiert ist, gibt es eine Orthonormalbasis B = (by, by, ..., b,) aus
Eigenvektoren von f2. Fiir die zugehorigen Eigenwerte yy, }a, . . ., #n gilt dann

ui = (b, by) = (FA(by), bi) = —(f(B;), f(B;)) <0 fiiralle i € {1,2,...,n}

wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts.

Aufgabe IL.5
Lésungsvorschlag

(a) Fiir alle x € V gilt

(f(x), f(x)) = (x, f7(f(x)))
= (x, f(f*(x))) = (x. (f)*(F*(x)) = {F (=), (%)

Wegen der positiven Definitheit des Skalarproduktes ist also f(x) = 0 dquivalent
zu f*(x) = 0, das heifit ker(f) = ker(f~).

(b) Wir zeigen die Gleichheit Bild(f) = (ker(f*)) *, die fiir beliebige Endomorphis-
men von endlich dimensionalen euklidischen oder unitdren Vektorrdumen gilt.
Daraus folgt dank Teil (a) die Behauptung.

Sei also zunéchst v € Bild(f) und x € ker(f~) beliebig. Dann gilt fiir y € V mit

fly)=o
0={y. f*(x)) = {f(¥). %) = (o, x),
das heifit Bild(f) C (ker(f*))".
Umgekehrt gilt fiir x € (Bild(f)) " beliebig
0= (f(f"(x).x) = {(f(x). f(x))
also wegen der positiven Definitheit des Skalarproduktes f*(x) = 0. Somit folgt
(Bild(f))‘I C ker(f*) und daher (ker(f*))™ C (Bild(f)*) " = Bild(f).

(c) Da mit f auch f* normal ist gilt wegen Teil (b)
Bild(f*) = ker(f*)* = ker(f)" = Bild(f).
(d) fog = 0istéquivalent zu Bild(g) C ker(f). Fiir die orthogonalen Komplemente
gilt dann (ker(f))” C (Bild(g))L, also insgesamt
Bild(f) = (ker(f))" C (Bild(g))™ = ((ker(g))")™ = ker(g).
Folglich gilt auch go f = 0.
Das gleiche Argument mit vertauschten Rollen von f und g liefert die Umkeh-

rung.
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Aufgabe IL.6

Losungsvorschlag

(a) @, hat einen Fixpunkt genau dann, wenn es ein x € R? gibt mit ¢,(x) = x, das
¢ Xp g &l P

heifit
-8 —4 -8
0=04x)—x= 4 2 4 |x+a

4 2 4
-2
= (4x1 +2x2 -?—41’3) -1 1 | &
1

Dies ist dquivalent zu

2
a= (4x; +2x2 +4x3) - (—1) i
=1

2
das heifdt ¢, hat einen Fixpunkt genau dann, wenn a € ( (1) ).
~

2
Fira= A (—1) mit A € R ist die Fixpunktmenge gegeben durch
—1

X1
= {X = (Iz) | 4x1 + 2x72 +4x3 = /\}
X3

Dies ist eine Ebene in A3(R).

P1
(b) Sei P = (pz) ein Punkt auflerhalb der Fixpunktmenge von ¢,. Die Gerade

p3
durch P und ¢,(P) hat die Richtung

—9 2
@a(P) — P = (4p1 +2p2 +4p3) - ( 1 ) 4+ (-1)
1 —1

-2
=(4p1+2p2+4p3—1)- ( 1),
1

wobei 4p1 + 2ps +4p3 — 1 # 0, da P kein Fixpunkt ist. Jede solche Gerade ist
e

somit parallel zum Vektor | 1 |. Die behauptete Aussage folgt nun, da P ein
1

beliebiger Punkt war, der nicht von ¢, fixiert wird.
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