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Lineare Algebra I

Aufgabe I.1

Gegeben sei die Teilmenge

der Gruppe GL3(Q) aller invertierbaren Matrizen in q3xs sowie die Abbitdung

Zeigen Sie:

(a) Die Menge G ist eine Untergruppe von GL3(Q).

(b) Die Abbildung f , G -+ GLz(Q) ist ein GruppenhomomorPhismus.

(c) Der Kern ker(/) ist isomorph zu Q2 mit der komponentenweisen Addition.

Aufgabe I.2

Es seien V ein Vektorraum über einem Körper K, n ) 2 eine natrirliche Zahl und
T.J.,T)2,. . . ,7)n linear abhängige Vektoren in V, von denen je n - 1 linear unabhängig
sind.

(a) Weisen Sie nach, dass es Skalare &1,N2,...,0(n e K mit a; + 0 für alle
i e {1,2,...,n} g;bt, sodass

n

lo;'i: g'

i:7

(b) Esseien d7,&2,...,0(n €I(\{0} wieinTeil(a)und §t,Fz,...,Fn e K mit

n

L Fiai : o'
i:t

ZeigenSie, dass L e K existiert dt Pr: ),' &i fiir alle i e {1,2,...,n}.

,ll[ltu[I[llilil][Uilll



Aufgabe I.3

Gegeben seien die folgenden Untervektorräume von lR4:

,r,:,t (i) (| 
ü) 
,, Lrz:,t 

ü) (| (1) ,,

Bestimmen Sie für die Vektorräume Ut, Uz, U1OU2 und Ur * Uz je eine Basis und
die Dimension.

Aufgabe I.4

Es seien V ein Vektorraum über dem Körper K und U C V ein Untervektorraum. Im
Dualraum V* von V sei die Teilmenge

l.Io:{QeV. lQ@):O füralle ue U}

gegeben. Zeigen Sie:

(u) U0 ist ein Untervektorralun von V*.

(b) Für jedes Q e LI} ist die Abbildung

O:V/ll)K, o-flIr+Q@)

wohldefiniert, und es gilt q e (V /U)..

(c) Die lineare Abbildung / : U0 -+ (V/U)., A + 6 ist ein Vektorraum-
isomorphismus.

Aufgabe I.5

Ftir s € lR sei die Matrix

gegeben.

(a) Berechnen Sie für alle Parameter s e IR die Eigenwerte von Ar.

(b) Für welche Parameter s € lR ist Är diagonalisierbar?

(c) Bestimmen Sie fur s : 2 eine Basis von lR4 aus Eigenvektoren von Ar.

Aufgabe I.6

Es seien K ein Körper, r e N und Ä € Knx(n+1) 
"ir." 

Matrix mit Rang( A) : n. Füt

i e {1,2,.. . ,n + 1} bezeichne Ai die (n x n)-Matrix, die aus A durch Streichen der

i-ten Spalte hervorgeht. Es sei weiter * 6 yn-t1' der Vektor mit den Komponenten
wi : (1)i aet(Ai) tur je {1,2,...,n*1.}.
Zeigen Sie, dass die Lösungsmenge des linearen Gleifhungssystems Ax : 0 gleich
dem von w erzeugten Untervektorraurn (ar) von K'+1 ist.
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Aufgabe II.1

Gegeben sei die Matrix

(a) Bestimmen Sie die Jord.ansche Normalform A von A.

(b) Geben Sie eine invertierbare Matrix S e trt4t4 an, sodass

s-r .A.s : A.

(c) Entscheiden Sie, ob es eine Matrix 5 6 paxa gibt, die dasselbe Minimalpolynom

wie A besitzt und deren Jordansche NormaUorm von A verschieden ist.

Aufgabe II.2

Es sei V : {p € R[X] | Grad(p) < 2] der Vektorraum aller Polynome mit reellen

Koeffizienten vom Grad kleiner gleich 2.

Fnr p: ao* a1X * azX2,4 : bo*btX*bzX2 € V sei s(p,q) € lR definiert durch

s(p, q) : 3aobo I 2asb2 * 2afi1 * 2a2bs * 2a2b2.

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung s : V x V -+ lR, (p,q) ,+ s(p,q) ein Skalar-

produkt ist und geben Sie dessen Fundamentalmatrix bezüglich der Basis

(1,X,X2) von V an.

(b) Bestimmen Sie die Orthogonalprojektion vor- p -- y2 auf den Untervektorraum
U : ({1, X}) c V sowie den Abstand von p zuU (jeweils bezüglich s).

(c) Geben Sie eine Orthonormalbasis von V bezüglich s an.

Aufgabe II.3

Gegeben sei die Matrix

/q-zo2\

^: [r + zi) 'p4x4

./J|-z tn -tß-ztA:!41-7:,;i 
ril'p3x3

Lineare Algebra I

ST.A.S:4.

(a) Zeigen Sie, dass die Abbild*g- ,f t IR3 --+ lR3, x r+ Ax eine Isometrie des

euklidischen Standardraums (R3, (',')) ist.

(b) Bestimmen Sie die euklid,ische NormaUorm A von A.

(c) Geben Sie eine orthogonale Matrix 5 6 p3x3 an, sodass
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Aufgabe II.4

Es sei (V,\.,')) "i. euklidischer Vektorraum der Dimensionn ) 1, und f , V -+ V
ein Endomorphismus mit der Eigenschaft

(f(*),r) :0 füraIle xeV'
Zeigen Sie:

(a) Frir alle x,y e V gllt (f (*),y) : -\x,f (y)).

(b) Ist t-l c V ein /-invarianter Untervektorraum, so ist auch UL f -tnvariant.

(c) Besitzt / einen Eigenwert Ä € JR, so ist / nicht invertierbar.

(d) Der End.omorphismus f' ,V ) V, x r+ f (f (x)) ist selbstadjungiert.

(e) Es gibt eine Orthonormalbasis B von V und reelle Zahlen Ft,Fz,...,ltn I 0,

sodäss die Abbildungsmatrix von fz bezügtich B gegeben ist durch

l: 0l
\o o tt,/

Aufgabe II.5

Es seien V ein endlich dimensionaler euklidischer oder unitärer Vektorraum,

f,g e End(V) normaleEndomorphismenvonVsowie f* e End(V) diezu f ud-
jungierte Abbildung. Zeigen Sie:

(a) ker(/) : ker(/*)

(b) Bild(/) : (ker(/))r

(c) Bild(/-) : Bild(/).

(d) f og : 0 ist äquivalent zu I o f : 0.

Aufgabe II.6

Fitr a € lR3 sei die Affinität ea: a3(f<) -+ a3(n) gegeben durch

(a) Geben Sie alle 4 € lR3 an, frir welche pa mindestens einen Fixpunkt hat. Zeigen
Sie, dass in diesen Fällen die Fixpunktmenge eine Ebene Eo c 4.3(R) ist.

(b) Es seien nun

,: ( lr\
\-,/

und P, Q € A3(R) Punkte, die nicht von ea fixiert werden. Zeigen Sie, dass die
Gerade durch P und Ere) zur Geraden durch Q und Er(Q) parallel ist.

/ -z -4 -8\q,@):14 3 4l*+o.r,\--t 
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Lösungen Lineare Algebra I

Aufgabe I.1
Lösungsvorschlag

(a) Wegen 13 € G ist G nicht leer. Weiter gilt ftir

':(u^uli)'':(*li) sh:

wobei

G):^ (;).(;)e e2

Da A. C e GL2(Q), gilt also g .h e G.

Wir müssen noch zeigen, dass für jedes I e G auch g-1 in G liegt. Dazumachen
wir den Ansatz g .h : 13 mit g,h wie oben, was äquivalent ist zu

A C: tz und 
^ (;) . (;): (B)

Dies bedeutet

)

C : A-t € GL2(Q) und

Somit liegt auch 8-1 : h n G.

@) Wir müssen zeigen, dass fur alle g, h e G die Gleichung fG' h) : f@' f(lr)
gilt. Für g,h € G wie oben erhalten wir

(;) : -A-1 (t e e2

f(s. L,) - A. c : f(g) . f(h).

(c) Es gilt

ker(/) :ts€cl fG):tzj:{ (#)
Die Abbildung

i:ker(f)-+e2, (:I\*(
\-0-TIi-/

ist ein Gruppenhomomorphismus, denn für

I a,b e Q\.

e ker(/)

Z)

: ;(g) +i(h).

gilt



Weiter ist I injektiv denn

ker(l) : {s e ker(/) I l(s) :

i ist auch surjektiv, denn fur o : e Q2 beliebig erfüIlt

die Bedingung i(g) : o. Insgesamt ist I also -ein bijektiver Gruppenhomo-
morphismls, äur heißt ker(/) ist isomorph zu Q2 mit der komponentenweisen
Addition.

Aufgabe I.2

Lösungsvorschlag

(a) Da die VektoretrTrl,o2,...,onLinear abhängig sind, gibt es i e {1,2,...,n } und
Skalare A.ie Kmiti € {1,2...,n}\{i}sodass

n

oi : I Lioi.

'i+l

Setzt man fur i e {L,2. . . ,r} \ {l} ei: Li und ui - -1-, so folgt daraus

s : f o,r,.
i=1

Es bleibt zuzeigen, dass a; + 0 ült fur alle I e {1,2,...,n}. Nehmen wir
also an, dass a7 : 0 für ein I € {1,2,...,n}. Dann folgt wegen der linearen
Unabhäingigkeit der n - l Vektoren {o1,oz,...,zrr} \ {o;} auch &i:0 für alle
i e {1.,2,.. . ,n } \ {/}. Dies steht jedoch im Widerspruch zu a.i - -1. Folglich
g:JLt a.i € I( \ {0} ftir alle i e {1,2,. . .,n}.

(b) Nach Teil (a) g;rt a1: i-ffo,, ut o

o : i siTti : u,(Lff",1 . Lppi 
: 

f;0, - 
n,FÄ)o,.

Wegen der linearen Unabhängigkeit der n - 1 Vektoren u2,. . . ,rtn folgl

fr,: fuo, ftir alle i e {2,. . .,n}.t' 
&1

Wegen Pr: *o., folgt die Behauptung mit l': fu.
d.1 0t1

(s),: { (

(,)



Aufgabe I.3

Lösungsvorschlag

Im Erzeugendensystem von U1 ergibt das Doppelte des zweiten Vektors minus dem

dritten Vektor genau den ersten Vektor. Indem man weiter vom zweiten Vektor zwei-
mal den dritten Vektor abzieht erhält man

Lh:,* (i) ä (|),-(' ü) (|),:,* (i) (|,,
Die zwei zrietzt erhaltenen Vektoren sind linear unabhängg r'rnd bilden somit eine
Basis von U1; insbesondere ist dim(U1) : 2.

Ebenso erhält man im Erzeugendensystem von U2 den ersten Vektor als zweifache
Differenz des zweiten und dritten Vektors. Zieht man weiter das Doppelte des letzten
Vektors vom zweiten ab, so ergibt sich

Llz:(t (1) (]) (f) h: , (1) (il ] :,* (l) (t) ,,

Die beiden zrietzt erhaltenen Vektoren sind linear unabhängg *d bilden somit eine

Basis von U2. Insbesondere ist dim(U2) : 2.

Für die Summe der beiden Untervektorräume haben wir also

,f,,,2--,, (ü) (il (l) (1) ,,

Ziehtman den ersten Vektor vom letzten ab und den dritten Vektor vom zweiten, so

ergibt sich

11 ,r2:,* (i) (il (| 
ü) 

),:,, (i) (| (l) ,,

Diese drei Vektoren sind linear unabhängig, bilden also eine Basis von U1 -fUz. Somit
gilt dim(Ut * U2) : 3.

Nach dem Dimensionssatz fur Untervektorräume gilt dim(Ur n Uz) :2*2-3:1;
es genügt also, einen Vektor zu finden, der zugleich in Ur und U2liegt. Ein solcher
Vektor ist zum Beispiel die Summe der jeweiligen Basisvektoren

ü) 
:(i) .ü) :ü) .(1)



Es gilt demnach 
/f\

Lr1)u2: ({ [i l ],,
\2/

insbesondere ist durch den obigen Vektor eine Basis des Durchschnitts gefunden.

Aufgabe I.4

Lösungsvorschlag

(a) Naturlich liegt die Nullabbildung ir:r U0, das heißt U0 ist nicht leer. Nun seien

Q,lp €.Uo und u e LI beliebig.

Dann ist

@ + 4t)@) : Q@) + rp@) :0*0 : 0, also p + E e Lr0-

Weiterseia e K,Q e U0, u e Ubeliebig. Danngilt

(o. il@) : a. (Q@D : ü. -0 : O, also a . q e LIo.

Laut Definition ist also U0 ein Untervektorraum von V*.

(b) Zunächst ist fr' wohldefiniert, denn a:us 7) f U : rst + l.I folgt u :: u' - o e Ll,

und damit

Q@'):Qkt*u):Q@)+Q@):Qk), du Q e uo.

Die Linearität von f ist dann klar, denn fürr a1,o2 e V, a e K gilt wegen der
Linearität von p

Q(rr+ u) * (r,z+ u)) :6(@taoz) + u) : Q(tt+az)
: Q(at) + Q(o) :6@t+ u) + Q(or+ u)

und

Q@@r+ u)) : S(@rt) + u) : Q@ui : aQ(a) -- o6@t + u)'

(c) f ist injektis denn t':ur Q e ker(/) gilt:

f@):fi--0, also Q@):Q(r+U):0 VoeV,

und damit ist @ 
: Q.

/ ist surjektiv denn f'ur l. e (V /U). betrachte die Abbildung

Q,VlK, or+(.(a+U).

Diese Abbildung ist linear, was man entweder direkt nachrechnet oder auf

Q : (. o n zwickftihrt, wobei n : V -+ V /U die kanonische Projektion ist.
Und natrirlich ist trjr u € U

Q@): ('(u+ u) : ('(u):s,

also p € Uo.
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Aufgabe I.5

Lösungsvorschlag

(a) Wir berechnen das charakteristische Polynom von A, indem wir zunächst nach
der letzten und dann nach der ersten ZelLe entwickeln:

PA,:

s-X 0 0 s-2
2 s*1-X -1 0

2s s(s+1) -s-X 3

0 0 0 s-X

Eigenwerte von A, sind also 0, L und s.

(b) A, ist genau dann diagonalisierbar, wenn die geometrischen und algebraischen
Vielfachheiten der Eigenwerte übereinstimmen.

Wir berechnen also die Dimension des Eigenraums E5 : ker(Ä,

Dabei haben wir das (-s)-fache der zweitenZetle zur dritten addiert, die zweite
Zeile durch 2 geteilt und schließlich die erste Zeile nach unten verschoben. Für
s € {0,2} ist also dim(E r) :2, ansonsten dim(Er) : 1.

Im Fall s e {0,2} ist die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes s größer
gleich 2, die geomekische Vielfachheit gleich 1. Somit ist Ä' nicht diagonalisier-
barfürs#{0,2}.

Im FaIl s : 0 ist die algebraische VieUachheit des Eigenwertes s : 0 gleich 3, Äs

also ebenfalls nicht diagonalisierbar.

Im Fall s : 2 ist die algebraische Vielfachheit gleich der geometrischen Viel-
fachheit des Eigenwertes s : 2. Firr die weiteren Eigenwerte 0 und 1 ist jeweils
algebraische und geometrische Vielfachheit gleich 1. Somit ist Är genau für s : 2

diagonalisierbar.

(c) Wir bestimmen jeweils eine Basis d.er Eigenräume Ez, Er und Es:

Aus Teil (b) wissen wir, dass

Ez: ker(Az - 2l+) : ker

ls-X 0 0 I:(r-x) .l z s*1-X -1 I

Izt s(s+1) -r-xl
_t^ rzr2 ls+1-X -1 I:(s-x)''ls(s+1) -r-xl
: (x - ilz. ((x + s)(x - (s + 1)) * s(s + 1))

: (x - s)2 .(x' - X) : x(x - 1)(x - s)2.

_ sta):

)

/o o o s-2\ lt + -l o

l+,,,1,, -;, ; ,)- [ä i Bt ,':,\o o o

lt+-+o\
t[äii]

I



Subtraktion von [-mal der zweitenZerte von der ersten und Divison der zweiten
Zerle durch 4 ergibt

Weiter berechnen wir

h

Dabei haben wir geeignete Vielfache von der ersten Zetle von jeweils der zweiten
und dritten abgezogen, dann das jeweils dreifache der zweiten und letztenZerle
von der dritten abgezogen und schließIich die zweite Zeile durch zwei geteilt.

Für den Eigenraum zum Eigenwert 0 erhalten wir

Dabei haben wir im ersten Schritt die erste Zerle durch zwei geteilt und wieder
geeignete Vielfache davon von der zweiten und dritten Zeile abgezogen. Im

zweiten Schritt wurde das zweifache der zweiten und das !-fache der letzten
Zeilevon der dritten abgezogen und schließlich die zweite ZerLe durch drei und
die letzte Zeile durch zwei geteilt.

Da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stets linear unabhängig sind,
bilden die Vektoren

(il(?) (il(il
eine Basis von lR4 aus Eigenvektoren von A2.

":*'(ä ä ifl:'r (ä) (?) ,'

Er:ker(A z-,E):-.(ä i+ l) 
:-(i 

Z+ l)

:*(i 
, t l) 

:,, 
(:)
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Aufgabe I.6
Lösungsvorschlag

Wir zeigen zunächst, dass der Vektor * a yn-tl eine Lösung des homogenen linearen
Gleichungssystems Ax :0 ist. Betrachte dazu far i e {1,2,. ..n} die Matrix

AfJ. AtZ ALn+L

An AiZ Ain+1.

B: B(i) = an aiz ain+1 I e f('+t)x(n+7) ,
ai+tt ai+tZ ai+U+t

An1. An2 An,n*l

deren Determinante gleich Null ist, da zwei ZeTLen übereinstimmen. Enfwicklung
nach der i-tenZeile liefert

n*t n*l n*7
0:det(B) : t(-r)'*iaiidet(Bii) : (-1)'Lo,itt)i aet(A): (-1), Loii*i.

j:7 i:1,j:'1.

Dies ist genau die l-te Gleichung der Matrixgleichung A'w : 0.

Wegen Rang(A) : n g,ilt fur die Dimension der Lösungsmenge L : ker(Ä) des

homogenen linearen Gleichungssystems Ax :0

dim(f) : dim(ke.(Ä)): dim(K'*') -Rang(A) :n*1--n:1-.

Da w I 0 eine Lösung ist, folgt

Ist also x e L,so muss ein skatar o r'*;i|l';"" sodass x: Lw.

Lösungen Lineare Algebra ll
Aufgabe II.1

Lösungsvorschlag

(a) Wir berechnen zunächst das charakteristische Polynom von Ä:

Pa:

e-x -7 0 2 
I7 -5-x o 2 
I4 -4 2-x 1 
|0 o 0 z-xl

lg-x -7 o I:(2-x) .l 7 -5-x ö l:Q-x)2 1';'_::-.1| 4 -4 z- xl \- '-/ | 7 -s-xl
: (2 -x)'((e - x) . (-5 - x) + 4s) : (2 - x)4.

Hierbei wurde zunächst nach der letzten Zerle, dann nach der letzten Spalte
entwickelt.

Damit wissen wir, dass 2 der einzige Eigenwert von A ist (mit algebraischer
Vielfachheit 4). Es gilt nun, die geometrische Vielfachheit zu ermitteln. Diese ist
die Dimensionen des Eigenraums

11
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-70
-4000

/r\ /o\
:({[,ä][,,,),,

Es gibt also dim( Ez) : 2 Jordankästchen zum Eigenwert 2, das heißt entweder
ein (3 x 3)- und ein (1 x 1)-Kastchen, oder zwei (2 x 2)-Kastchen.

Um die ]ordansche NormaUorm zu finden, genügt es den Index q des

Hauptraums zum Eigenwert 2 zu bestimmen; dieser gibt die Länge des größ-

ten Jordankästchens an.

Wir berechnen also

das heißt q

durch
: 2 und damit ist die Jordansche Normalform A vott Ä gegeben

(b) Zw Bestimmung einer ]ordanbasis wäihlen wir eine Basis des Komplements von
Ez tnker(Ä - Zla)2 - R4, also zum Beispiel (eue+). Wegen

(A-zt)e,: (il , (A-2t)ea: (:)

ist c : ,(il ,,,,(:) ,ea) einelordanbasis. Die gesuchte Marrix s mit der

Eigenschaft S-1 . A. S : A istalso gegeben durch

Ez:ker(A -ZlE) :.rrr(1
:) 
,:"',(i TIil,

/oooo\
ker(A -zrn)2:0".r l3 3 3 3ll:*n,

\o o o o)

/zr2o\
': [ä [ il]

12



(c) Das Minimalpolynom von Ä ist gegeben durch (X - 4z.Eine Matrix mit dem-

selben Minimalpolynom ist zum Beispiel die Matrix

/z1oo\
B: 19 ? 9 9l- lo o 2 ol'

\oooz)
die bereits in Jordanscher NormaUorm vorliegt. Gxrzoffensichtlich ist diese von

A vetschieden.

Aufgabe II.2

Lösungsvorschlag

(a) Seien P: ao* a1X1- a2X2,4 : bo*btX*b2X2,r : c0* c1X* c2X2 € 17 und
A e lR beliebig. Es gilt

s(p + r, q) : 3(oo + co)bo * Z(as -r cs)bt2 * 2(a1 * c)h * 2(a2 + c2)bs

* 2(a2 + cz)b2 : Saobo -f2asb2 * 2.a1b1* 2a2bs l2a2b2

l3csbs -l2csb2 * 2c1\ * 2c2bs * 2c2b2 : s(P,fi + s(r, q)

und

s(Lp, d : 3(A.ao)bo + 2(Las)b2 + 2Q'a1)b1 + 2(La2)bo + 2(A.az)bz

: L(3aobo * 2asb2 * 2aft1 * 2a2bs * 2a2b2) : Ls(p, q),

das heißt s ist linear im ersten Argument. Weiter gilt

s(p, q) : Saobo * 2asb2 * 2a1b1 * 2a2bs * 2a2b2

: Sboao * 2b2as * 2b1q * 2bsa2 * 2b2a2 : s(q, p),

das heißt s ist auch syrnmetrisch. Insgesamt ist s also eine symmetrische Bi-

linearform auf V.

Frir die Fundamentalmatrix fc(s) von s bezüglich der Basis C : (1, X,X2) be-
rechnen wir

/ s(1.,1) s(1,X) s(1,X2) \ /l 0 2\
Fc(s): I s(X,1) s(X,X) s(x,Xz) I : lo 2 01.

\s(x2,r) s(x2,x) s(xz,x\l \2 o 2/

Bekanntermaßen ist s genau dann positiv definit, wenn die symmetrische Matrix
Fc(s) positiv definit ist. Dies folgt aus dem Hurwitz-Kriterium wegen

det (Fc(s) ) :, 11 1l: r. (6 - 4) : 4 > o,

d* ( (3 !) I :6 > o und det ((3)) :3 > o.

(b) Wie man Ern der linken oberen (2 x z)-Matrix von fc(t) erkennen kann, ist die
Basis (1, X) von U eine Orthogonalbasis bezüglich s. Die Vektoren

or: ft.r, ,r: i.*
13



bilden eine Orthonormalbasis von U. Für die Orthogonalprojektion nu(p) eines

Vektors p € V a:uf LI gilt dann nu(p) : s(P,rtt)q + s(p,l)z)pz, das heißt frir

P:X2

nu(x2) :s(x2,rst)atts(x2,rsz)az:+ + 1+0'l'x, 2 
1t ru2)"2- ß a 

a-T-\/' 
,n-,'

Den Abstan d d(p,U) von p ,u U'istgegeben durch

d(p,U)' : llp -nu@)ll' : , (p -ttu@),p -nu@))
: r(xz -? ,,*'- 'e ,l

: s(x|,x\ -'rrrr,x') -?rr*',r) + (l)2s1r, r;

-)-!.r.! "-?:z- g'.- g'":5,

also d(p,U) : ß
(c) Wir müssen die Orthonormalbasis (o1, o2) lediglich um einen normierten Vektor

a3 im orthogonalen Komplement Ur von t I ergänzen. Ein solcher Vektor ist nach

Gram-Schmidt-Orthogonalisierung und der Rechnung in Teil (b)

ar: J -Ig@- : 
^15=' 

(x2 -3 rt 15 -" E
llp-nu@)ll Vilt^- 5'L) 

:l;*'-Va t

Aufgabe II.3

Lösungsvorschlag

(a) f ist genau dann eine Isometrie, wenn die Matrix Ä orthogonal ist, das heißt
wenn AT ' A: ls gllt. Dies prüft man durch Rechnung nach.

(b) Zur Bestimmung der euklidischen Normalform berechnen wir zunächst das

charakteristische Pollmom von A:

./\/5-2-4x rt -'/5-z \
pA: det(A - xrs): aet (j [ -r[z 2r/3 - 4x ,n I I=\ -tß-z -t/' tß-2-4x/

: (1), o*(n--:i-" ,{1_n* 
-t'h'.-', 

) I'
\ -tß-z -tn ,ß-2-4xl +l*

. /{s-z-4x rt -rß-z\: (i)'a", | -rt z,ß - qx rt 
I

\ -4-4x o -4-4x/
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-1.
I

rt -f -z\zJ|-ax A 
I0 -4-4x/

: {})'r- 4-4x)*'('fr;" ,,f-^*)
: -(1)'(x + r) - (2,ß - +x12 + +)

:t
1 ,u ,_t1 .6eX2 - tOt/ZX+ 16) : -(X+ r)(X2 - tßX+t1.- -16\zrr

Ä hat also den Eigenwert -1 und, aufgefasst als unitäre Matrix ir:I C3'3, ein Paar

konjugiert komplexer Eigenwe rte Ä.,h€ C mit O: f *r;:cos@ f isinrr..r.

Die euklidische Normalform Avon A ist damit gegeben durch

+

/zJz - 4x
: (])'a"' [ -2,fi

\0

^:(r +a
(c) Zur Bestimmung der orthogonalen Matrix S benötigen wir zunächst einen nor-

mierten Eigenvektor bl ntn Eigenwert -1. Dieser berechnet sich mit Hilfe des

homogenen linearen Gleichungssystems

(Ä+13) -
l1
).'-a

!-.o-, I

zu

o,:i(i)
Zttr Berect**g der fehlenden beiden Vektoren b2,bs in der gesuchten Ortho-
normalbasis können wi b2 als beliebigen Einheitsvektor im orthogonalen Kom-
plement (br)t von (b1) wäihlen. Da dieses orthogonale Komplement /-invariant
ist, gilt auch Ab2 e (br)r. Da in (br)r keine Eigenvektoren von / liegen, sind b2

und Ab2 linear unabhängig.

( '/5+z '/1 -..fs_- z1

| -O z,ß++ O 
I

[-rza-, 
-,n ,n+z)

/'ß-z rt -tß-,_I r -'/1('ß +z) -1looo
\

(ä ;#ff;:t 
t') -(ä il)

0

1

0
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Konkret wähle man zum Beispiel

/o\ " / rt\ur: I tl ; dann forgt Ab2: ; I z,fz_l
\o/ - + \-a/

Wir berechnen mit dem Gram-Schmidt-Verfahren nun eine Orthonormalbasis
von (fu)r : ({bz,Abz}). Der Vektor

is: Abz- \Abz,bzlbz: #( i)z\ \_ r,/

/1\
ist orthogonal zu b2; normieren liefert U, : h I , I

\-1/
lJm zu sehery ob wir gegebenenfalls die Refüenfolge der Basisvektoren (b2,bs)

von (fu)r vertauschen müssery überpnifen wir ob

Ab2: $or*io,
gilt. Dies ist tatsächlich der Fall. Somit gilt frir d.ie orthogonale Matrix

ft 0 #\s:10 1 0 
I

\+ o -h)
mit b1,b2,b3 als Spaltenvektoren die Gleichung ST ' A ' S : A.

Aufgabe II.4

Lösungsvorschlag

(a) Seien x,A e V beliebig. Dann gilt nach Vorausset zung

o : (f(x *y),x +y\ : (f(x) + f(y),x +y)
: (f (x),*l + (f (v),x) + (f (*),y) + (f (y),yl
: (f (y),x) + (f (x),y).

Dabei haben wir nacheinander die Linearität von f , die Bilinearität des Ska1ar-

produktes sowie die Voraussetzung an / verwendet.

(b) Seinuny e Ur behebig. Danngiltflüt alleu € Uwegenf (u) eU

O : (f (u),A) : - (u, f (y)) ,

dasheißt f(y) eU'.
(c) Sei x * O ein Eigenvektor von f zran Eigenwert Ä e IR. Dann gilt

O: (f (x),x) : ().x,x) : h(x,x|,

also wegen (x,x) > 0 notwendigerweise L :0. Wegen ker(/) : Eo * {0i ist /
nicht injektiv, also insbesondere nicht invertierbar.
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(d) Seien wieder x,A e V beliebig. Dann gilt

(f'(*),il : (f (f (*)),y) : - \f (*), f (y))

: 1-r)2(x,f (f @)) : (*,f'(y)).

Somit ist f2 selbstadjungiert.

(e) Da /2 selbstadjungiert ist, gibt es eine Orthonormalbasis B : (bt,bz,.. . ,br) aus

Eigenvektoren von f2.Fur die zugehörigen Eigenwert€ p7,pz,. . . ,F, gilt dann

yi: (l.tibi,bi): (f'(u,),bi): -(f (b),f(bi)) S 0 füralIe i e {1,2,...,n}

wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts.

Aufgabe II.5

Lösungsvorschlag

(a) Ftirallex e V gilt

(f (n), f (*)) : \x, f* (f (*)))

-- \*,f (f.(r))) : (*,(f*).(/-(r))) : (f*(*),f.(*)).

Wegen der positiven Definitheit des Skalarproduktes ist also f (*) :0 äquivalent
zu f* (r) : 0, das heißt ker(/) : ker(,f*)

(b) Wir zeigendie Gleichheit Bild(/) : (ker(/.;)r, aie tur beliebige Endomorphis-
men von endlich dimensionalen euklidischen oder unitären Vektorräumen gilt.
Daraus folgt dank Teil (a) die Behauptung.

Sei also zunächst a e Bild(f) *d x e ker(f* ) beliebig. Dann grlt füt y e V mit
f(v):o 0: (y,f* (*)) : (f (y),x| : (o,x),

das heißt Bild(/) c (ker(/-))r.

Umgekehrt gilt tur r € (Bild(/))t b"li"big

o: (f(f.(r)),r) : (f*(*),f.(*)),

also wegen der positiven Definitheit des Skalarproduktes f. (*) : 0. Somit folgt

(Bild(/))r c ker(/*) *d daher (ker(/-))r c (nlay)')' : Bild(/).

(c) Da mit f auch /* normal ist gilt wegen Teil (b)

Bild(/.) : ker(/*)-t- : ker(,f)r : Bild(/).

(d) fog : 0 ist äquivalent zu Bild(g) c ker(/). Ftir die orthogonalen Komplemente

gilt dann (ter(/))' . (nild(g))4, also insgesamt

Bild( f): (r<er(/))t . (ela(s))' : ((ker(s))')t : ker(g).

Folglich gilt auch I o f : 0.

Das gleiche Argument mit vertauschten Rollen von / und I liefert die Umkeh-
rung.
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Aufgabe II.5

Lösungsvorschlag

(a) qo hat einen Fixpunkt genau dann, wenn es ein r € lR3 gibt mit qo(x) : x, das

heißt

s: Eo(x)-x: ( 
-z -; -? ) x-.a

\ 4 , 4)
/ -z\: (4*r+2xz+ +*z). I i I *r.J/ 
\r/

Dies ist äquivalent zu

s : (4x1 * 2x2 * 4xs) (-i)

das heißt gahateinen Fixpunkt genau dann, wenn, . , (ji) ,

/ z\
Frira : L[ -i ) *i,^ € ]RistdieFixpunktmengegegebendurch

\-,/

/,,\
E,: {X: | *rl l+*r*2x2*4xs- L}.

\,,/

Dies ist eine Ebene in 4.3(R).

/pr\
(b) Sei P : I pr l ein Punkt außerhalb der Fixpunktmenge von ea.Die Gerade

\Y'l
durch P und gr@) hat die Richtung

e,@) - P - @pt +ZPz+ 4ps) (l') . (_i)

: (4pt * 2pz * 4ps_ 1) . ( f)

wobei  pt+Zpz+4ps-L * Oda P kein Fixpunkt ist. Jede solche Gerade ist
/ -Z\

somit parallel zum Vektor I i ). ," behauptete Aussage folgt nun, da P ein

\,/
beliebiger Punkt war, der nicht vort Qa fixiert wird.
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