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Aufgabe L1
Fir n € N bezeichne GL,(Q) die Gruppe aller invertierbaren Matrizen in Q"*™

Gegeben sei die Teilmenge

_A )
G:{( b){AeGLz(Q);a,bGQ}
0 01

von GL3(Q) sowie die Abbildung
| ale |
@ : G — GL(Q), b ] — A.
: 0 01 '
Zeigen Sie: _ _
(a) Die Menge G ist eine Untergruppe von GLs(Q).
(b) Die Abbildung @ : G — GL,(Q) ist ein Gruppenhomomorphismus.
(c) Der Kern von @ ist isomorph zu Q? mit der komponentenweisen Addition

Aufgabe 1.2

Essei A € C2%2 ynd
TCP? 5022, Xy A-X,

La
die Abbildung, die durch Linksmultiplikation mit A gegeben ist.
(a) Zeigen Sie, dass L4 (fiir festes A) ein Endomorphlsmus des Vektorraumes C2*2
der komplexen 2 x 2-Matrizen ist. :

(b) Es sei nun :
a=(7 2

s

Bestimumen Sie die Abbﬂduhgsmatrix von L4 beziiglich der geordneten Basis
1 0y /0o 1y /0 0\ /0 0 |
B"‘{(o 0)'(0 0)’(1 0)'(0 1)}
(c) Bestimmen Sie fiir die Matrix A wie in Teil (b) eine BaS1s von Kern(L 4 ) und eine
Basis von Bild(L,).
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Aufgabe 1.3

Gegeben sei das folgende Gleichungssystem mit g, b € R:

b-x1 + xp + x3 = 1
2-x1 + x 4+ a-x3 =1
X1 + 3:x3 = 1
{a) Bestimmen Sie die Losungsmenge fiira =3 und b = 1.

(b) Bestimmen Sie jeweils alle (2,b) € R?, so dass das Gleichungssystem
¢ keine Losung,

¢ genau eine Losung bzw.

e unendlich viele Lésungeén
hat.

Aufgabe 1.4

Es seien K ein Korper, V, W endlich dimensionale K-Vektorriume und ® : V. — W

eine lineare Abbildung. Zeigen Sie, dass die folgenden beiden Aussagen Adquivalent
sind:

(i) @ ist surjektiv.
(i) Fur jede Linearform §: W — K gilt:
Ist Bo®: V — K die Nullabbildung, so ist 8 die Nullabbildung.

Aufgabe L5

Es seien V ein Vektorraum iber einem Korper K und ¢ ein Endomorphismus von V.
(a}) Geben Sie eine Definition der Begriffe ,Eigenwert” und »EBigenvektor” an. -
(b) Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:
1. Gilt ®? = ®, so hat ® keine Eigenwerte aufier 0 und 1.
2. Hat @ den Eigenwert A%, so hat ® den Eigenwert A,

- 3. Ist @ bijektiv und A Eigenwert von ®, so ist A~! Eigenwert von ®1.

Aufgabe 1.6

Es seien n € N eine natiirliche Zahl und &1, 2, ...#, € R. Berechnen Sie die Deter-
minante der beiden Matrizen '

14y T Y 4 B &1

&n 1+a, @ --- Xn
Ay = : : g R™"

L A L |

&n - &y &y - l4ay
und By, = (b;) € R™" mit
' A falls i = j,
Y71 1, sonst.
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Musterlosung

Aufgabe 1.1
(a) Wegen I3 € G ist G nicht leer. Weiter gilt fiir

a C | e
o= ALL) wa{ Cla) eao( AClEY
\o o1 0 01 00 |1

wobei . c .
. _ o 2
- (5) =4 (3)+(5) e
Da A-CeGLy(Q), giltalsog-h € G.

- Wir miissen noch zeigen, dass fiir jédes g € G auch g1 in G liegt. Dazu machen
wir den Ansatz ¢ - h = I3 mit g, h wie oben, was dquivalent ist zu

_ c a 0
wc=k wa 4 (5 ()= ().
Dies bedeutet |

C=A"1cGL(Q) und (2) =-A"1. (‘;) € Q2
Somit liegt auch ¢7! = hin G. ' ‘

(b) Wir miissen zeigen, dass fiir alle g,k € G die Gleichung ®(g- k) = ®(g) - (k)
gilt. Fiir g, h € G wie oben erhalten wir .

Plg-h)=A-C=®d(g) - P(h).

{c) Es giit

a,bEQ}.

| | a
ker(@):{geGl(P(g):Iz}:{(0120 llj)

Die Abbildung

a
i:ker(®) — Q3 L, H(é)
0 011

ist ein Gruppenhomomorphismus, denn fiir

gilt
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Musterl('isung

Aufgabe 1.2 ,
(a) Fiir beliebige Matrizen X,Y € C?*2 gilt wegen des Distributivgesetzes im
Matrizenring
La(X+Y)=AX+Y) = AX+ AY = Lo(X) + La(Y).

Wenn weiter A € C ein Skalar ist, so gilt AL = AA und damit fiir beliebiges X
wie oben |

La{AX) = A- (AX) = (AN X = AMAX) = AL, (X).
Das zeigt die Linearitdt von L 4.
(b) Benennen wir die vier Matrizen in der Reihenfolge des Auftretens mit by, by, bs

und by, so miissen wir nun fiir alle j die Matrix Ab; schreiben als Ab; = 2?31 ¢iibi,
und erhalten dabei die Abbildungsmatrix (c;). '

Es gilt zum Beispiel |
Aby = (_; g) = (—1)‘.b1+0-b2+2-53+ﬂ-b4
und analog fiir die anderen Basisvekioren. Die Abbildungsmatrix ist
-1 0 2 O
0 -1 0 2
C=12 0 -4 0
0 2 0 -4

(¢} Der Rang von C ist 2, also haben Kern und Bild von L 4 jeweils Dimension 2.

Die Menge {2b; + bs, 2b, -+ b, } ist eine zweielementige linear unabhéngige Teil-
menge des Kerns, also eine Basis davon.

Die Menge {b) — 2b3, by — 2b,} ist eine zweielementige linear unabhéngige Teil-
menge des Bildes, also eine Basis davon.

Aufgabe 1.3
Der Gaufiaigorithmus liefert fiir beliebige 4,b € R

/b1 11 - 10 3 1
21 a1 « w01 a-6 -1 | —=
1031 —bj—z 01 1-36 1—-b 3+
10 3 1\
~101 a-6 -1
0.0 7—a—3b 2—b

(a) Im Spezialfall 2 = 3 und b = 1 erhalten wir das LGS

10 3 1 + 100 -2\
01 -3 -1 + 1010 2 p
00 1 1 -3 js 001 1

das heifit die Losungsmenge besteht aus dem Vektor (-2 2 1)7.
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Musterldsung

(b) ‘e Das LGS ist nicht losbar falls 7 —a ~ 36 = 0 und 2 — b # 0, da dann die
letzte Zeile des LGS nicht erfiillt sein kann. Die Bedingung ist dquivalent
zZud+3b=7undb # 2.

¢ Das LGS hat genau eine Losung, wenn der Rang der Koeffizientenmatrix
gleich dem Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix und gleich 3 ist. Dies
ist genau dann der Fall wenn a + 3b # 7.

 Unendlich viele Losungen erhalten wir, wenn der Rang der Koeffizienten-
matrix gleich dem Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix und kleirier
gleich 2 ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn b = 2 und a + 3b = 7 gilt,
d.h. fir (a,b) = (1,2). :

Aufgabe 1.4

() = (i)
Ist fo® : V — K die Nullabbildung, so gilt (Bo®){v) =0 firallev € V.
Angenommen B : W — K ist nicht die Nullabbildung. Dann gibt es w € W mit
B(w) # 0. Da @ surjektiv ist, gibt es v € V mit ®(v) = w; firr dieses v gilt dann

(Bo®)(v) = p(w) #0,
im Widérspruch zur Voraussetzung Bo @ = 0.

(if) == (i) _ ,
Es sei B = (by,by,...by) eine Basis von V, C = (cy,cp,...cm) eine Basis von
Bild(®) C W (nach dem Dimensionssatz gilt m < #n). Angenommen, ® ist nicht
surjektiv. Dann ldsst sich C zu einer Basis (c;,¢3,...,¢m, ..., c¢) von W ergénzen,
wobeti k > m + 1. Betrachte die Linearform B : W — K, die definiert ist durch

Ble;) =0 fur i<m,
Blej) =1 fur jZ2m+1.
Dann gilt fiir jedes v € V (8o ®)(v) = B(0) = 0, das heifit fo @ : V — K ist

die Nullabbildung. Da 8 : W — K aber nicht dle Nullabbildung ist, erhalten wir
- einen Widerspruch zur Voraussetzung

Aufgabe L5
{a) A € K heiit Eigenwert von &, wenn es einen Vektor v € V \ {0} gibt mit der
Elgenschaft
®(v) = Ao,
Ein Vektor v € V heifit Eigenvekfor von ®, wenn v # 0 und es ein A € K glbt mit
P(v)=A-v.
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Musterl6sung

(b) 1. Sei A € K ein Eigenwert von @, v € V \ {0} ein zugehoriger Eigenvekior.
Dann gilt ®(v) = Av und ®>(v) = ®(Av) = A%v, also nach Voraussetzung
A = A% oder aquivalent

. AMA—1)=0.
Es folgt also A = 0 oder A = 1 und damit ist die Aussage bewiesen.

2. Diese Aussage ist im Allgemeinen falsch: Betrachtet man ® = —idy, ‘so. hat

® als einzigen Eigenwert A = —1. ®* = idy hat als einzigen Eigenwert
1 = 12, Fiir einen Kérper K mit Charakteristik ungleich 2 ist aber 1 kein
Eigenwert von @ = ~idy. '

3. Da @ injektiv ist, gilt {0} = ker{®) = ker(® — 0-idy), das heiBt 0 ist kein
Eigenwert von &.

Sei also A € K\ {0} ein Eigenwert von ®, v € V \ {0} ein zugehoriger
Eigenvektor. Dann gilt fiir die Umkehrabbildung ®~! nach Definition

v = (&7 HD(v)) = & Av) = A&~ }(p),
wobel wir im letztén Schritt die Linearitit von 1 ausgenutzt haben. Dar-

aus ergibt sich wegen A # 0 ®~1(v) = Ao, das heifit v ist Eigenvektor
von @' zum Eigenwert A~ . Insbesondere ist also A~! Eigenwert von &~

'Aufgabe L6

Wir ziehen zunichst die erste Spalte von A, von allen anderen ab und ethalten
C[14e -1 -1 -1 . -1
) & 1 0 0 cen 0
[14:4 0 1 0 ces 0
det(A,) = det( , L D
Gy 0 ... 0 1 0
Oy 0o ... 0 0 1

Diese Matrix hat die alte erste Spalte von A, und ab Spalte 2 die folgenden Eintréige:l
1 auf der Diagonalen, —1 in der ersten Zeile und 0 sonst.

Zieht man hier fir i € {2,...,n} das g;-fache der i-ten Spalte von der ersten ab, so
ergibt sich am Ende det(A,) als Determinante einer oberen Dreiecksmatrix:

1+ +ap4+as+og+---+a, -1 -1 ... =1 —1
0 1 0 0. ... 0
| ' 0 0 1 0 ... 0
det(A,) = det{ _ L )
0 0 0 1 0
0 0 60 0 1

Setzt man hier alle a; = —1, so ist Ay = —B,,. Das liefert

det(B,) = det(—A,) = (—1)"det(A,) = (~1)"(1 —n).
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