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“Notationen

Fir #n € IN und einen Korper K bezeichnet
M, (K) den Vektorraum der (1 x n)-Matrizen mit Emtragen in K, und
GL,(K) C Mp(K) die Teilmenge der invertierbaren (n x n)-Matrizen.

Aufgabe 1 ' | (2+6 Punkte)
Es seien K ein Korper, V, W K-Vekiorrdume und f: V — W eine lineare Abbildung.
(a) Wie ist die zu f duale Abbildung f* definiert?

Sei nun V endlich-dimensional und W = V. Welche der folgenden Aussagen sind
immer wahr? Begriinden Sie Ihre Antwort mit Beweis oder Gegenbeispiel.

(b) Ist ker(f) = {0}, so folgt ker(f*) = {0}.
(c) Ist f2:=fof=0,s0gilt f=0.

(d) ker(f) C ker(f2). '

(€) ker(f) NBild(f) = {0}.

(f) Bs gilt V/ ker(f) = Bild(f).

(g) Es gilt V/ Bild(f) = ker(f).

Aufgabe 2 (3+5 Punkte)
Es sei V ein Vektorraum tiber einem Korper K.

(a) Seien v1,7v9,v3 € V und Al,Ag,Ag € K \ {0}, sodass MDAy 2+ A3-v3 =10

gilt. Zeigen Sie:
{1024} = ({o1,03}).

(b) Seien vy,...,vn € V \ {0} paarweise verschiedene Vektoren. Zeigen Sie:
Die Menge {v1, s Un} ist genau dann linear unabhingig, wenn
{10} 0 {vs1, - o }) = {0}
gilt firalle1 <s < n.

Aufgabe 3 _ _ (24343 Punkte)

Sei A = (g 03) € Mp(R) und sei f = L(A): R* = R?, x++ A x die zugehorige

lineare Abbildung.
(a) Welche geometrische Inferpretation besitzt die Abbildung f?

(b) Bestimmen Sie die darstellende Matrix von f beziiglich der geordneten Basis
B = (ey, e — ep) von R?.

- (¢c) Zeigen Sie, dass fiir alle n € IN gilt:
Spur(A%) =2-(~1)"-9" und det(A") = 9".
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Aufgabe 4 ' (34342 Punkte)
Gegeben seien der Koérper Fs = Z/5Z und die Untervektorriume

ow=

}) C Fi.

u:({.

e R |
rF«| .!\;I Wl
ral l-:l gl
L3t vJ;f S Ies]|
| = O &
W | ] N

{a) Bestimmen Sie je eine Basis von U, W und U + W.

(b) Welche Dimension haben die Untervektorrdume U, W, U + W und U N W?
Geben Sie eine Basis von U N W an.

(¢} Bestimmen Sie eine Basis des Quotientenvektorraums IPf»;/ L.

Aufgabe 5 | * (3+3+2 Punkte)
In Abhangigkeit von ¢ € R sei die folgende Matrix gegeben: '

6 —10-3t 10+t -2

-1 3 -2 1 -
A = _3 6 _s5 5 = M4(IR)
0 0 0 2

(a) Zeigen Sie, dass fur die Menge der Eigenwerte specg (A4;) = {1,2} gilt.
(b) Zeigen Sie, dass A; genau dann diagonalisierbar ist, wenn t = 0 gilt.

(c) Geben Sie im Fall { = 0 eine Matrix S € GL4(R) und eine Diagonalmatrix
D e My(R) an, sodass S™% - Ap- S = D gilt.

Aufgabe 6 o (5+3 Punkte)'
Seien A, B € M,(RR) quadratische Matrizen. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Fiir das Matrixprodukt A - B gilt det(A - B) = det(A) - det(B).
Hinweis: Sie diirfen den Eindeutigkeitssatz fiir die Determinante verwenden. -

(b) Besitzt A nur ganzzahlige Eintrdge, und ist detA € {+1, —i}, dann hat auch
A~ nur ganzzahlige Eintréage. ‘
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‘Musterlﬁsung

Aufgabe 1 (246 Punkte)
L&sungsvorschlag

(a) Die zu f duale Abbildung f* : W* — V" ist definiert durch

fflo)=9of

fir alle ¢ € W* = homk(W,K). f*(g) ist offensichtlich ein Element aus V* =
homg(V, K). :

(b) Die Behauptung ist wahr: Nach einem Satz der Vorlesung gilt rk(f) = rk{f").
Aus dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen folgt

dim V = dim (ker(f)) +rk(f), dimV* = dim(ker(f*)) +rk(f"),
also wegen dim V = dim V* und rk(f) = rk(f™) .
dim (ker(f)) = dim(ker(f™)).

- Aus ker(f) = {0} folgt dim (ker(f*)) = dim(ker(f)) = 0, also ker(f*) = {0}.

(c) Die Aussage ist falsch, wie man am Beispiel der Abbildung
K2 2 (x Ul_xl;xi
raei (0)eo0)-(2)= ()
erkennt.
(d) Die Behauptung ist wahr: Sei x € ker(f) beliebig. Dann gilt

| F2x) = f(f(x)) = F(0) = 0,
denn x € ker(f), und jede lineare Abbildung bildet den Nullvektor auf den
Nullvektor ab. -

(e) Die Behauptung ist falsch, wie man am Beispiel der Abbildung
. R2 2 X1 1Ty [x
w005 6)

(_11> € ker(f) NBild(f).

erkennt: Hier ist

(f) Dies gilt nach dem Isoinorphiesatz fiir lineare Abbildungen. Der Isomorphis-
mus ist hier kanonisch. '

(g) Nach dem Dimensionssatz fiir Quotientenvektorraume beziehungsweise linea-
re Abbildungen gilt '

dim V = dim(V/ Bild(f)) + tk(f), dimV = dim(ker(f)) + rk(f),

das heifit dim(V/ Bild(f)) = dim(ker(f)). Da zwei endlich-dimensionale Vek-
torraume gleicher Dimension stets isomorph sind, folgt die Behauptung.
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Musterlésung
Aufgabe 2 ' (3+5 Punkte)

L&sungsvorschlag
(a) Seien vy, 09, v3 € V und Ag, Ag, A3 € K \ {0}, sodass
AM-P1+FA3-0p+As-v3 =0
gilt. Offensichtlich ist v; € ({v1,v3}). Weiterhin ist
vp = Ay (Ao —Aseg) = —A7l A = AT Mg s

eine Linearkombination von Vektoren aus {v1,v3}. Damit ist {{v1,73}) ein Un-
tervektorraum von V, der sowohl v; als auch v, enthilt. Da aber ({vq,v2}) der
kleinste solche Untervektorraum von V ist, muss schon {{v1,v2}) C ({v1,v3})
gelten.

Die andere Inklusion ,, O zeigt man analog.

(b) Seienvy,...,v, € V \ {0} paarweise verschieden.
»=>": Die Menge {v1,...,v,} sei linear unabhéngig. Sei 1 < 5 < n beliebig. Da
{({v1, .- Us}) N {{Vesy, -, Un } ) €in Untervektorraum von V ist, enthilt er bereits -
0. Wir miissen also zeigen, dass alle Elemente des obigen Untervektorraums 0
sind. Sei x € {{vy,...,vs}) N ({Vs41, -, Vn}). Dann liegt x in beiden Erzeugnis-

. s "
sen, also existieren Aq,..., A, € Ksodass }_ A, =x= Y. Ajv;. Subtraktion
i=1 j=s+1
liefert s " :
OZX—X:Z)‘LI'T)I'“ Z-A{(Ji.
i=1 j=s+1

Dies ist eine Linearkombination des Nullvektors. Damit folgt aufgrund der Li-
nearen Unabhéngigkeit von {vy,...,v,}, dass A = -+ - = A, = 0 gilt. Also ist
auch x = 0.

»~<=" (via Kontraposition): Angenommen, die Menge {vy,...,0,} ist linear ab-

. n
héngig. Dann existieren A4,..., A, € K sodass )} A;v; = 0 und mindestens
i=1
eines der A; ist nicht 0. Sei 1 < s < n der er%te Index, sodass A; # 0. Dann ist

¢ 75 /\.5’03 = - E )\.ff)i.
i=s+1
Weiter muss s < n gelten, da sonst die rechte Summe gleich 0 wire, im Wider-
spruch zu Agvs # 0.

Es folgt Asvs € ({01, .I..,’Us}> und A;ve € {({0e11,...,0n}), also ist der Schnitt
der beiden Untervektorraume nicht trivial. ‘

Aufgébe 3 (24343 Punkte)
Losungsvorschlag

(a) Die gegebene lineare Abbildung beschreibt die Komposition einer Drehung
um 90° im Gegenuhrzeigersinn (mit Zentrum im Ursprung) gefolgt von einer
Streckung um den Faktor 3.

(b) Wir berechnen nacheinander die Bilder der Vektoren aus B und schreiben diese
“als Linearkombination der Vektoren von B:

fley = (5 = =301 = der 4 (=3)(e1 —e2),
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| | MUSterlfisung
RN R R

Die darstellende Matrix von f beziiglich der Basis B. = (e3,e; — ¢,) ist also
gegeben durch :

Mpp(f) = (:g g) -

A2 = (39 _09) also A% — ((_"09)?1 (_%)n),

also Spur(A%) = (—=9)" + (=9)" = 2. ((=9)") =2 (=1)". 9",

Weiter gilt nach dem Determinanten-Multiplikationssatz wegen
detA=0~(-9)=9

(¢) Esist

det(A™) = (det A)" = 9".

Aufgabe 4 _ - (34342 Punkte)
Ldsungsvorschlag ' '

(a) Wir wenden den Gaufi-Algorithmus auf die Matrix an, die als Zeilen die U
erzeugenden Vektoren enthilt:

12371\ ~app (1331
1521_1 |04 13
71172 ﬁ@ﬁﬁyzg
33 43 | \0 000/
1237 <_T 103 T\ <« 1500
_|0T00 wﬁiﬁﬁ‘j L0100
04213 3 0023 5.2 |00T13Z
6000 0000 0000
Eine Basis von U ist demnach _
N /O\ /0
ol [T [0
Hal tol 7))
5/ \o/ \z

Scﬁreibt man die beiden Vektoren, die W erzeugen, als Zeilen einer Matrix, so
ist diese bereits in Zeilenstufenform. Insbesondere sind die beiden Vektoren
linear unabhéngig, das heifst

0\ /2
{ 0 1] }
11714
0 3
eine Basis von W.
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Musterlosung

‘Eine Basis von U + W erhélt man durch Anwenden des Gauf-Algorithmus auf
die Matrix, die als Zeilen die Basen von U und W enthilt:

4
57
] Z

Damit bﬂde{ die Standardbasis {ej, ey, e3,€4} eine Basis von U + W,

(b) Nach (a) ist dimU = 3, dimW = 2, dim(U + W) = 4. Nach dem Dimensions-
satz fiir Untervektorraume erhalten wir

3

bl Ol O of
S Ol ol
e e ] B el B e T}
Wi O N Ol o
Ol O O Dl 4
o O Ol | Of
O e O OF O
O] Ol NI | o}

dim(UNW) = dimU +dimW — dim{(U+ W) =3+2-4=1.

Eine Basis von U N W besteht also aus einem Vektor. Wegen

m .
-

c W,

W =] = NI
LI o] =3 R
I}

(R ]]

O of S|
+
| O | O
-

1
N = O] O

ist eine Basis von U N W gegeben durch

—N
(I W S ] |
e

(c) Um eine Basis des Quotientenvektorraums ]F4/ U zu bestimmen, wihlen wir
zunichst eine Basis eines Komplements von LI also zum Beispiel {e4}. Somiit
ist {ey + U} eine Basis von F2/U.

Hinweis zur Korrekiur: Wenn die Basisvektoren in Teil (a) gefunden wurden, aber
nicht explitizit eine Basis hingeschrieben wurde (sondérn z.B. das Erzeugnis der
entsprechenden Vektoren) gibt es maximal 2 von den 3 mdglichen Punkten.

Aufgabe 6 ' (5+3 Punkte)
Lésungsvorschiag

(a) Wir fixieren eine Matrix B M (R) und betrachten die Abbildung
fB ( ) —R, A~ det(A B)

~ Wir zeigen, dass diese Abbildung 7-linear und alternierend ist, und die Bedin-
gung fp(l,) = detB erfillt. Dann folgt die Behauptung aus der Emdeu’ngkerc
der Determinantenfunktion.

Die letzte Bedingung fp(I,) = detB ist wegen [, - B = B offensichtlich.

Wir zeigen nun, dass fp n-linear ist. Da sich Linearkombinationen von Zei-
len von A {ibersetzen in Linearkombinationen von Zeilen in A - B, folgt die
n-Linearitdt von fp aus der n-Linearitdt von det.
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Musteridsung

(b)

Weiter ist fp alternierend: Hat namlich A zwei gleiche Zeilen, so gilt dies nach
Definition des Matrixproduktes auch fiir die Matrix A - B. Da die Determinante
det: M,(R) — R alternierend ist, erhalten wir fg(A) = det(A - B) = 0.

Laut Vorlesung gilt fiir die Eintrage djj der adjunkten Matrix A = (&) die
Formel - . : ,

ﬁfj = (—1)1+] det Alj, 1],
wobei Afj,i] € M,_;(R) diejenige Matrix bezeichnet, die aus A durch Streichen
der j-ten Zeile und der i-ten Spalie entsteht. .

Hat A nur ganzzahlige Eintrige, so gilt dies offensichtlich auch fiir A. Weiter,
wissen wir nach einem Satz der Vorlesung, dass

A-A=(detA)-I,
gilt. Somit ist die Inverse von A gegeben durch
A7l = (detA)T1A

Mit der Voraussetzung det A € {+1, —1} folg’r insgesamt, dass A~ nur ganz-
zahlige Eintrdge hat. :
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