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Aufgabe 1.1
(i) = (i) \
Vor.: M C GR(™™)(= GL(n,R) = Gruppe der invertierbaren reellen (n,n)-Matrizen)

(r) VAER™ : A~ A daA=E - Aund € € M.

(s) VA, B € R(™):
A~B=3X¥eM:B=X A= 33X 'eM: A=X"1'"B=8B~A

(t) VA, B,C € R(™M:
A~BAB~NC=3X,YeM:B=X-AAC=Y-B=3IX,YeEM:C=Y - X - A=
IZ=Y-XeM:C=2- A= A~C

(i) = (i)

- Zunichst gilt wegen (r), daB £ € M. Denn wenn es zu jedem A € R(™™ ein X € M existiert
so dafl A = X' A gilt, so folgt speziell fiir die invertierbaren Matrizen A daraus ¥ = €.
Damit gilt M # 0.

- Sei X € M beliebig. Dann gilt:
X=X E=E~X
Wegen (s) folgt daraus ¥ ~£,d.h. 3YeM: =Y. - X
Also ist X invertierbar und X~! =Y € M.

Damit gilt M ¢ GR(™™ und fr alle X € M gilt ¥~! € M.

Y

- Seien A',Y € M beliebig. Dann gilt:
X=X - EANY=YVE=E~X NE~ND).
Mit (s) folgt daraus Y ~ & A & ~ X', woraus sich mit (t) Y ~ & ergibt. Dies bedeutet:
IZeM: X=2-Y=3Z=X-Y e M.
Das heifit, mit X,) € M gilt stets X - Y~! ¢ M.

Mit diesen drei Uberlegungen folgt, da M Untergruppe von GR(™™ ist.

Aufgabe 1.2
(a) Die Summe U; + Uz + Us ist genau dann direkt, wenn Uy N (U2 + U3) = {0}, U, N (U2 + U3) = {0}
und U3 N (Uy + Uz) = {o} gelten.

(b)

’a

ki

dim(Uy + U + Us) dim(U; + (Uz + Us))

dim Uy 4+ dim(Uz + U3) = dim(U; N (U7 + Us))
dim Uy 4 dim U; + dim U3 + dim (U3 N U3)
dim U; + dim U; + dim U3, .

ol

dal,NnUzCUn (Ul +U3) = {O} ist.

7<=:'
z.2.: Ui N (U; + Ux) = {0} fiir paarweise verschiedene 7,j.k € {1,2,3}.
Aus dem Dimensionssatz folgt

dim(U; N (U; + Uk)) = dimU; + dim(U; + Ux) — dim(U; + U; + Uy) ,
= dimU,'-I-dimUj-i-dimUk—dim(U,'-{-Uj-f-Uk)—dim(UjﬂUk)
= —dim(U; N Ug)
Daraus folgt unmittelbar dim(U; N (U; + Ux)) < 0. Andererseits gilt dim(U; N'(U; + Ux)) > 0 (nach

Def. der Dimension), so daB insgesamt dim(U; N (U; + Ux)) = 0 gelten muB. Dies ist gleichbedeutend
mit U; N (U; + Ux) = {o}.




Aufgabe 1.3

(2)

Fiir eine Projektion II gilt bekanntlich V' = Kern(II) & Bild(II). .

Wenn @ ein Automorphismus von II(V) ist, hat man Bild(¥) = ¥(V) = ®(H(V)) = II(V) = Bild(IT)
und Kern(¥) = Kern(® o IT) = Kern(II). Also gilt auch V' = Kern(¥) 9 Bild(¥).

(b)
/ <.:I
Fir & =id ist ¥ = I, daher ist ¥ eine Projektion.

I:I

Ist ® # id, so gibt esein y = II(z) € II(V) mit d(y) # y, etwa ¥(y) = y+ z mit 0 # z € II(V).
Dann hat man

U(z) = O(l(z))=dly)=y+z
W(z) = U(y+z)=U(y)+¥(z) = 3(Il(y)) + B(II(2)) = (y) + (=) =y + z = &(z).

Weil ® ein Automorphismus und z # o ist. gilt ®(z) # o. Fiir den Vektor @ ist also ¥(z) # ¥ ().
Damit ist ¥ # ¥2 und ¥ keine Projektion.

CANIN, NOU'RE NOT ‘| SPACEMAN SPIFF CONGUEROR )| [ Witk Liciinme SPED, SPFe
PANING ATTENTION AGAIN! | | OF THE COSMOS, 16 TRARED BOLTS R TWE. AR LOXCK,
4 | BY A WORS ZoNDARG! 7} MAKING A DARING ESCAPE !

Aufgabe 1.4
(a)
i) Bestimme Wj durch Losen des angegebenen Gleichungssystems:
2 3 -3 3 -3 —_
-2 2 -3 -1 3-3 — |
2 -1 2 1 2-3 (+1) (~1)
0 341 -2-3 3-1 =2 —
0 1 -1 0 -1 (+1) (-3-1)
2 -1 2 1 2-3 <
0 0 -1 38-1 3-1 (+1) (3.)
0 1 -1 -1 l (2)
2 0 1 1 1-3 « (1.)
2 0 0 3 0
0 1 -1 0 -1
0 0 -1 -1 3-1
Also gilt
I3 = (3 - 1) 1‘4+ (,3 - 1) Is5
Ty =T34+ Is= (,@ - l) Ta+ ﬁ T3
Ty = —%3 Ty
und wir erhalten
-1 0 -1 0 B 0
B-1 3 -1 B 2 B
W3 = g-11,] 3-1 = 0 | -1 = 0 |,] B-1
1 0 1 0 -2 0




ii) Bestimme dim(Us + Wp)mit den angegebenen Spalten- und Zeilenoperationen:

( 11 -1 1 1
1 0 -3 1 0
) : _ A P (1.Spalte — 4.Spalte
dim(Us + Wp) = Rang ﬁ; 1 ; —02 ”_'_*-21 ;J \2.Spa.lte—5.Spa.lte
\ 0 3 /-1 0 1
[ 0 0 -1 1 1 -8 (-2)
0 0 -3 1 0| « |
= Rang 0 0 -2 5+41 1 — (3.Spalte - 2.Spalte )
B+2 0 0 -2 2
\ 0 4-13-1 0 1
[ O 0o -1 1 1 (-1) (3.
0 0 0 1-38 -3} (+1) &)
= Rang 0 0 0 3-1 -1 —~ (3.)
3+2 0 0 -2 2 (1.)
\ 0 3-1 0 0 1 2)
342 0 0 =2 2 \ { GESUNDHE\TN
0 3-10 0 1 i
= Rang 0 0 1 -1 -1 T
0 0 0 1-3 =3 MW Ce. .,
0 0 0 0 -=-3-1 ?m““y!cg
=i ﬂ{"\mﬁ}“‘i -~
1. Fall g =-2
0 = =% = =
0 -3 * = =
dim(U_+W_3)=Rang| 0 0 1 = * | =4
0 0 0 3 =«
0 0 001
2. Fall = -1
/1 = % % %\
0 -2 * x =
dim(U_1+W_;)=Rang| 0 0 1 *» * | =4
0 0 0 2 =«
0 0 0 0 O
3. Fallg=1
3 00 -2 2
000 O 1
dim(U, +Wy)=Rang| 0 0 1 -1 -1 } =3
000 0 -1
000 0 -2

4. Fall g € R\ {-2,-1,1}

Fir 8 € R\ {-2,-1,1}ist det(Ag) = (B8 +2)(8 - 1)(8 - 1)(8 + 1) # 0 und folglich

dim(Us + Wp) = Rang(Ag) = 3.

?;’

3@ ;

=

B OVAY! HOW MANY MONSTERS
ARE UNDER MY BED TONIGHT?

.




THAT'S GOOD, HOBBES!

WEE HEE!
WE QUITNUMBER WiM!

WANNA
GET WM?

1 1 2 1 0 0 1 0
1 0 1 0 1 1 0 1
U, = -1 9, -1 {,] -2 = -1 0 0 = -11,]10
1 1 2 1 0 0 1 0
1 0 1 0 1 1 0 1

Dabei wurden im ersten Schritt der zweite Vektor vom ersten sowie das doppelte vom zweiten Vektor
vom dritten subtrahiert.

-1 0 1 0
(Y (O I e ()]
Wy = 0 f{.1 0 = 0 (,]0
1 0 -2 0
0 1 0 1
(i)
1 0 1 0 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0
U+ W, = -1 0{,] O 0 = -1 0 1
1 0 -2 0 1 0 -3
0 1 0 1 0 1 0
0
1
(ii) Esist | 0 | € Uy N Wy, AuBerdem ist
0
\1)/
dim(U), N W) = dim Uy + dim Wy — dim(U; + W) =2+2-3 =1,
0
1
also Ul N I’Vl = 0
0
1

(iii) Nach (i) und (ii) ist




Aufgabe 1.5 :

Wegen ®(U;) = U; fiir alle j = 1,...,n ist die Abbildungsmatrix A; von (I)'(/" bzgl. der Basis
1]

{b1,...,b;} eine obere Dreiecksmatrix, und das charakteristische Polynom ist

det(®];; —Aid|;; ) = (-1) TT(A = ;).

j=1

Daraus folgt:

o P U ist diagonalisierbar und hat die ¢ verschiedenen Eigenwerte a;,,...,a;; und
1

° P U ist diagonalisierbar und hat die ¢ — 1 verschiedenen Eigenwerte ayy,...,0i-1-1 -
i-1

Daher gibt es einen Eigenvektor z; € U; (zum Eigenwert ¢;;), der notwendigerweise nicht in U;_, liegt,

weil sonst | U ebenfalls den Eigenwert ay; hitte. |
=1

MOMMM/;

Aufgabe 1.6
a) Ag (Ay) ist eine unter (obere) Dreiecksmatrix, die Determinante ist also das Produkt der Diago-
nalelemente:

detAg = (a=B8)" , detd, =(a—7)"

b) Durch Subtraktion der ersten Zeile von allen anderen Zeilen ergibt sich

a-z B-z -+ 0 o B-xz a-z 8-z -+ -0+ - -1z |
- : y—a a-3 0 0
SN : y~3 :
det A, = _ _ = )
: 8-z : 0
I o R y—-a ¥=-8 -+ v =8 a-3

Durch Entwicklung nach der ersten Zeile bzw. mit der Leibnizformel folgt die Behauptung.

¢) Nach b) gilt det Az = az + b mit Konstanten a,b € R.
Nach a) folgt dann ,

detAg=af+b=(a-0)" und detA,=ay+b=(a-9)"
Dann ergibt sich
vdet Ag — Gdet A, _ v(a - B)* - Ba - ,./)n')

det 4g = b =

Y-8 v-8 '




Wie besteht man eine LA - Klausur ?

Mathematiker und Mathematikerinnen:
Teil I und Teil II bestehen aus je 6 Aufgaben. Bestanden hat, wer in beiden Teilen zusammen

mindestens 20 Punkte erzielt. Dabei wird in jedem Teil die Aufgabe, in der man die meisten Punkte
erzielt hat, doppelt gewertet.

Informatiker und Informatikerinnen:
Teil I besteht aus 6 Aufgaben, Teil II jedoch nur aus den Aufgaben 1-4. Bestanden hat, wer in beiden

Teilen zusammen mindestens 17 Punkte erzielt. Dabei wird in jeden Teil die Aufgabe, in der man die
meisten Punkte erzielt hat, doppelt gewertet.

Aufgabe I.1 (4 Punkte)

Es sei M eine Teilmenge der Menge R(™™ aller reellen n x n-Matrizen (n € IN). Auf R™™ sei eine
Relation ~ erklirt durch:

A~B <= 3IXeM:B=X A

Zeigen Sie, daf die beiden folgenden Aussagen (i) und (ii) zueinander quivalent sind:
(i) M ist eine Untergruppe der Gruppe der invertierbaren Matrizen aus R(™™.

(ii) ~ ist eine Aquivalenzrelation auf R(™™.

Aufgabe 1.2 (4 Punkte)
Gegeben seien drei Untervektorraume Uy, Ua, Us eines Vektorraums V.
(a) Geben Sie eine Definition dafiir, da die Summe U; + U, + U; direkt ist.
(b) Zeigen Sie:
Sind Uy, Us, Us endlichdimensional, so ist die Summe U; + Uy + Us genau dann direkt, wenn
dim(U) + Uy + Us) = dim Uy + dim U3 + dim Us

gilt.

Aufgabe 1.3 (4 Punkte)

Es seien V ein Vektorraum, IT : V' — V eine Projektion (d.h. ein Endomorphismus mit I12 = IT) und
® : II(V) — II(V) ein Isomorphismus.
Zeigen Sie, daB fiir den durch ¥(z) = &(TI(x)), = € V, definierten Endomorphismus ¥ von V gilt:

(a) V=Kemn¥ ®Bild¥,

(b) ¥ ist Projektion <= & = id.




AURAVUT L.t |+ runm.e,)

Im reellen Vektorraum RS seien fiir beliebiges # € R der Untervektorraum Ug durch

1 1 B+1

1 0 1
Us=[f =1 |,] -8 .| -2 |

1 1 B+1

1 0 1

und der Untervektorraum Wy durch das homogene LGS

2z, + B8z, - 325 + 8zy -~ Bzs = 0
-2z, + 2z, - 3z3 -~ T4 + (/3 - 3)25 = @
220 - T + 223 + z4 + (2-8)z5 = 0
gegeben.
(a) Bestimmen Sie dim(Us + Wj) in Abhingigkeit von 3 .
b) Geben Sie eine Basis des Faktorraum U, + W, an. |
(b) Geben Sie eine Basis de rraums (U + 1)/(U10W1) |
Aufgabe 1.5 (4 Punkte)
Es seien V ein n-dimensionaler Vektorraum, B = {b,,.. .,br } eine Basis von V und U; = by,.. b,
1=1,...,n, sowie Uy = {o0}. Weiter sei & ein Endomorphismus von V mit ®(U;)=U;firi=1,...,n.
Fiir die Abbildungsmatrix A = (ai;) von @ beziiglich B gelte a;; # gy fir # k.
Zeigen Sie:
Fir:=1,...,n gibt es Eigenvektoren z; von ® mit &; € {; \ U;_;.

Aufgabe 1.6 (4 Punkte)
Es seien n € IV und @, 3,7 € R mit 8 # v gegeben. Fiir jedes z € R wird die Matrix A, € R(™")

durch
a—z 3_2 ) . . . . » ﬂ—x
y -z
Ar =
: 8-z
\7_'z e e e Y- a-1ZT
definiert.

(a) Bestimmen Sie det A3 und det A.,.

(b) Zeigen Sie, da8 det A, ein Polynom vom Grad < 1 in z ist.

(Hinweis: Sie miissen dafiir die Koeffizienten des Polynoms nicht explizit berechnen.)

(c) Berechnen Sie det Ay unter Verwendung von (a) und (b).




Aufgabe II.1 (4 Punkte)
Es seien V ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum und & ein Endomorphismus von V. Die
Nullabbildung von V' wird mit Q bezeichnet.
Zeigen Sie:
Es existieren
e cin diagonalisierbarer Endomorphismus ®, von V und
¢ ein Endomorphismus &, von V, zu dem es ein k € IN gibt, so dafl &% = O gilt,
mit den folgenden beiden Eigenschaften:
(i) @=21+ 9,
(ll) Ql o @2 = Qz o Q]_.

(Hinweis: Verwenden Sie die Jordansche Normalform.)

Aufgabe II.2 (4 Punkte)

Es sei IT die Orthogonalprojektion des euklidischen Standardvektorraums R* auf den Untervektorraum

2 4 2
. 0 4 3
U={ -1 1’1 341 2 ]
2 2 2
Berechnen Sie fiir den Vektor
1
2 = 1
- 3
-1
den Cosinus des Winkels zwischen  und II(z).
Aufgabe I1.3 (4 Punkte)
Es sei d eine Isometrie des  euklidischen Standardvektorraumes R3 mit

det® = -1.
(a) Zeigen Sie:

(i) ® besitzt den Eigenwert —1.
(ii) Ist v ein Eigenvektor zum Eigenwert —1, so gilt (&(2) +2) Lo firallez € R3.

(b) Fiir ¢ gelte zusitzlich

1 V2+2 -1 L V2t+12
o(| 2 h=[ v2-2 und &(| 3 |)=7 6v2 ~2
3 V2 2 V2

Berechnen Sie die (euklidische) Normalform der Isometrie ®.



Aufgabe I1.4 (4 Punkte)

Gegeben sei ‘eine affine Abbildung ¢ : R® — R™ mit den folgenden drei Eigenschaften:
(i) ¢ #1id,
(i) ¢* =id,

(iii) fir alle Geraden g C R™ gilt o)l g.

Zeigen Sie, da ¢ eine Punktspiegelung ist.

Die beiden letzten Aufgaben waren nur in der Klausur fiir Mathematikstudierende.

Aufgabe II.5 (4 Punkte)

Es seien V, W unitire Vektorriume und & : V — W eine lineare Abbildung, zu der die Adjungierte
®* : W — V existiert.
Zeigen Sie:

(2) Ist ® surjektiv, so ist " injektiv.

(b) Ist & injektiv und W endlichdimensional, so ist V endlichdimensional und $* surjektiv.

Aufgabe II.6 (4 Punkte)

Im affinen Raum RS2 sei ein hyperbolisches Paraboloid Q durch die Gleichung

zf —z% = 23

gegeben.
Zeigen Sie:
(a) Durch jeden Punkt 4 € Q laufen genau zwei Geraden g4 und 7, die auf Q liegen

i

(b) Die Geraden aus (a) lassen sich so in zwei Klassen X = {9414€Q}und X = (g, |Ac Q}
einteilen, dafB gilt:
— zwei Geraden aus verschiedenen Klassen schneiden sich in genau einem Punkt,
und '

~ zwei verschiedene Geraden einer Klasse sind windschief.



w “c":‘ko L, & v\‘é.:“‘.&g

Aufgabe II.1
Zum Endomorphismus ® des n-dimensionalen Vektorraums V' existiert eine (Jordan-)Basis
B = {by,...,bs}, so daBl die Abbildungsmatrix A von ® bzgl. B die Jordan-Normalferm

(M0 ° \ FROA TWE SVOLDERING
@ A : WRECKAGE !, HE 15 MAOONED
ON A HOSTILE WORLD!
0 ¢ '
A= 7
. €n-2 ’\'n.—l 0
\ 0 ... 0 €na1 An /}
annimmt. Dabei sind );, i = 1....,n die Eigenwerte von ® und es gilt ¢; € {0,1} firi=1,..., n—1.

Speziell gilt ¢; = 0, wenn A; # A;yq ist.
Definiert man €, := 0 und b, := 0, so lassen sich die Bilder der Basisvektoren einheitlich wie folgt
angeben

b)) =Abi+ebiy , 1=1,...,m
Wir definieren die Abbildungen ®; und @, fiir die Basisvektoren von B durch
®1(b;) ;= \b; und  By(d;) = by t=1,...,n.

Durch lineare Fortsetzung sind damit ¢, und ®; auf V erklért.
Offensichtlich ist ®; diagonalisierbar, denn bzgl. B hat die Abbildungsmatrix von ®; Diagonalgestalt.
Wegen €, = 0 bzw. bpyy = o gilt fiir o und b;, 2= 1,...,n

SCORCHED BY TWIN SINS, THE
BIU

. METMANE ! THERES
2371 (bi) = ([] ¢)bns1 = 0, o e oo weR,
j=t

so dafl &7 = Q gilt.
Oﬁ’ensmhthch gilt fiir ®; und ®, und fiir b; € B nach Konstruktlon

@(b,’) = Ab; + €gb,'+1 = @1(51') + @2(51‘).

Damit stimmen ® und &, + @, fiir alle Vektoren aus V iberein: es gilt also die Eigenschaft (i). Die
Eigenschaft (ii) rechnen wir ebenfalls auf der Basis B nach. Firb; € B,i=1,...,ngilt:

®1(®2(b:)) = Pr(eibit1) = €Aivibi
®2(21(b:)) ®2(Aibi) = Aieibiyy

------

€ = 0 also smd auch diesem Fall d1e beiden Bilder glexch Da,mlt stimmen die belden Abbildungen
P, 0P, und P, 0 <I>1 auf der Basxs_B uberem 50 da,ﬁ 51e letztendhch glexch sind.

FF CALIPSES! OMNO, A -
\-\\DEU)S ALEN SPG‘S WM \“ .
HS VENTED STE, STFE 1

WS MIE THE EIW"




Aufgabe 11.2
Wir bestimmen zunichst eine ONB {y,,¥;,¥3} von U. Dazu wenden wir das Gram-Schmidtsche
Orthogonalisierungsverfahren auf

2 4 2
zy = 0 zg = 4 z3 = 0
1= -1 y &2 = 3 y &3 .= -1
2 2 2
an.
2
- 1 ¥ 110
R TR
2
2 1
92 = 22— (22, 01)Y1 = 22 Sy = | o y = 2|2
=2y — (T2, =23 - = ) = = =71 -
: v i IFS MGl PR A
0 A 0 4
-2 ,
. 1 1 1 . .
P3:=a3— (23, 9)¥ — (T3, Y1) Y1 = T3 — 4y, — 2y, = 3 0 v Y3 = =TY3 = Vs
3 l1@all
2
3
. pe 3 1 5
Da {y1.y2. 93} ONB von U ist. gilt II(2) = L (=, Vi = -h 3 -v =5 | -
-4
Nun gilt
lell = VIFI+9+1=2V3
M)l = ;VIFBFHFB=VII
; .
(z,Ti(=)) = g(a +5+214+16)=11
Wir erhalten fiir den Winkel w zwischen z und II(2):
‘ U . () NS 11
=l @I ~ 2v3-11
Aufgabe I1.3
(a) (i) Die Isometne d hat beziiglich einer ONB des R? die (euklidische) Normalform
g 0 0
A =] 0 cosw -—sinw
0 sinw cosw
Hlitje{ly } E[?K]’
Nach Vor. ist - det ® = det Ap = B(cos’w +sin?w) = f = [ = -1 ist Eigenwert von ®.

(ii) Seien = € R3 beliebig und v € R3, v # o mit $(v) = ~v. Dann gilt

(@(e)+z{ v) = (8 (=), v) +{z, 0P 2™ (8(2){ o)+ (@(2)| 2(v)) = (&(2), v) =r(¥(2), v) = 0

also (¢(=z)+2) L v




(b) Wir bestimmen zunéchst einen Eigenvektor v von & zum Eigenwert —1 (der nach (a) (i) existiert).
Wegen (a) (ii) gilt

[ 1 V2 +2 1 v2+3
\ 3 V2 3 Vv2+3

1
2
3
[ -1 [ -1\ 1/\_/§~1-12\ { -1\ 1/\/5-1-8\
v Ly, = 9 3))+k3)=Z 6vi-2 |+ 3 | 6v2+10
2 v2+38

N

)
[ %]
>

Also ist v € [y, y,]*-
Elementare Umformungen von

V2+3 V2 V2+3\(-1) (2.
VZ2+8 6V2+10 v2+8 (-3)
( 1 V242 1 )_(ﬁ+3)

V2+3 V2+2 V2+3 = (-4v2-38)
1 V2+2 1 — (101
0 1 0/-(vV2+2) 010
/4 0\
1
ergeben: v := %( 0 ) ist normierter Eigenvektor zum Eigenwert —1.
-1

Nun bestimmen wir den Drehwinkel w, indem wir ®(w) fiir einen geeigneten Vektor w aus {v]*

(Drehebene) berechnen:

(i)

Dann ist (v, w) = 0, also w € [v]* und
1 1 v2+2 V241
d(w)=1¢9 (2)+\/—v 2))+\/§‘I>(v)= V2-2 | -V2v=| v2-2 |.
3 3 et V2

Wegen ||®(w)|| = |jwl|| = V12 gilt

o (w.2(w)) W _T
O = Tl TT@Cw)] FoVE=3Vt (==

und sinw = /1 — cos?w = %;\/5 Die Normalform von ® hat damit die Gestalt

At M UNDER m»&m\:\g&
) @

pfs o> ,
L— B




Aufgabe I1.4 -

Wir identifizieren im folgenden Punkte mit ihren Ortsvektoren.

@ hat die Form 2 — ¢(z) = ®(2) + @, z € R", mit einer linearen Abbildung & : R® — R" und
a € R". Aus ¢? = id folgt 2 = id und &(a) + & = o, insbesondere ist & also bijektiv.

Sei nun 2 € R", z # o, beliebig. Fiir die Gerade g : Az, ) € R gilt nach (ili) ¢(g) || g, also sind ®(=)
und 2 linear abhingig. Weil ¢(g) eine Gerade mit Richtungsvektor (=) und @ bijektiv ist, ergibt
sich:

®(z) = c(z)2 mit ce R\ {0}.
Fir n = 1ist {z} eine Basis des R'. Fiir einen Vektor y = pz € R! gilt dann &(y) = ®(pz) =
pc(z)z = c(®)y, so daB & = c(2)id gilt.
Eine entsprechende Aussage 1i8t sich auch im Fall » > 1 finden. Seien dazu 2,y € R" linear
unabhingig. Dann folgt

®(z) = c(z)=
®(y) = c(yy
(z+y) = cz+y)(z+y),
und somit ¢(2) = ¢(y) = ¢(z + y). Also gilt fiir alle z ¢ R™: &(z)=c¢ - =.
Aus #2 = id folgt ¢ = 1. Wire ¢ = 1, so wire & = id und 2a = 0, also a = o, Damit wire » = id,

im Widerspruch zur Voraussetzung (i).
Somit ist ¢ = -1, und fiir ¢ gilt

gc(z):—az-i-a,zER",

d.h. ¢ ist Punktspiegelung an ia.

TY »

Aufgabe II.5
Vorbemerkung: Fiir einen unitiren Vektorraum W ist die lineare Abbildung

W — W* = Hom¢(W,C), w — (w' —~ (w', w)),

stets injektiv (nach Definition des Skalarprodukts) und , falls dim W < o0, auch surjektiv (wegen
dim W = dim W* nach Vorlesung).

(a) Sei w € W mit &*(w) = o.
z.2. w = 0.

Es geniigt dazu die folgende Aussage zu zeigen: Yw’' € W : (w',w) = 0 (nach Vorbem.)
Da & nach Voraussetzung surjektiv existiert v’ € V mit ®(v’) = w. Damit folgt

(w', w) = (§(v'), w) = (v/,8*(w)) = (v',0) = 0
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(b) Da @ injektiv ist dimV < dim W < o0, also V' endlichdimensional.

z.z.: Jedes v € V hat ein Urbild unter 7, d.h. Vv € V3w € W mit &*(w) = v.

SeiveV. :

Wihle Basis {vy,...vn} von V. Da & injektiv sind dann &(v,),..., ®(v,) linear unabhingig in W
und kénnen nach dem Basisergdnzungssatz zu einer Basis {®(v1),...,®(vm), Wm+1,...,wy} von W
ergianzt werden.

Sei die Linearform g : W — C definiert durch

9(®(v;))
9(w;)

(vi,) i=1,...,m
0 t=m+1,....n

Damit gilt fiir alle v’ € V : g(®(v")) = (v, v).
Auerdem existiert nach Vorbemerkung ein w € W so daﬁ fir alle w' € W gilt g(w') = (w', w).

Behauptung: ®*(w) = v

Beweis: Nach Vorbemerkung geniigt es zu zeigen: Vv’ € V' : (v/, & (w)) = (v, v)

(v, 8 (w)) = (8(v'). w) PLY ¢(8(v')) "L7 (v/, v)
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Aufgabe 11.6 ’\&J
(a) Es sei A(ay,az,a3) ein Punkt auf Q. Eine Gerade g durch A mit der Parameterdarstellung

g:z=a+Av . A€ER

ai (51 '
und a-= ( as ) , 0= ( U9 \) # o liegt genau dann auf Q, wenn fiir alle A ¢ R

a v
\ @3/ \ Y3/

22 - 22 = 223 = A} (v? - v2) + 2\ (a1 + agvy — v3) + a¥ —ad - 2a3 =0
gilt. Wegen A € Q fiihrt dies auf die Bedingungen

vi-v2=0 und ayv; - av; = vs.

Es gibt also durch 4 € Q genau 2 Geraden

1
(1) ga:z=a+ vy, vy = 1 ,AER
ay —az
1
(2) Ja:T =0+ pvy; FA;‘l -1 w€R,
.

die auf Q liegen. WEECOO! WHAT'S THAT

AWRUL SMELL?




(b) Wir bilden die Klassen
K= {gAIA € Q} und’ K= {74lA € Q}

(b1) Zwei Geraden g4,Jpg aus verschiedenen Klassen schneiden sich genau dann, wenn es gema8 (1),(2)
Zahlen A, u € R gibt mit

a+ v, =b+ puvp.
Das sich hieraus ergebende LGS fiir A, x hat die erweiterte Matrix

1 -1 b1 - ai
(A:b-a)= 1 1 by — as ’
a; — ap —bl—bg 63—(13
by
wobei b= | b, | wie iiblich Ortsvektor des Punktes B ist.
bs
Es ist RangA = 2 und ( 0 b a) = 0, wie man durch Entwickeln nach der 3. Spalte sofort

8~

feststellt. Also ist das LGS eindeutig losbar, d.h. g4 und Gg haben genau einen
(b2) Zwei verschiedene Geraden einer Klasse sind windschief:
Sie konnen sich zunichst nicht schneiden, denn sonst wiirde ein Punkt 5 € Q existieren, durch den
zwei Geraden desselben Typs laufen wiirden, entgegen der Aussage in (a).
Sie kénnen auch nicht parallel sein: Angenommen es gibe ga,gp € K mit g4 || gg. Dann wire nach
b1

(1) mit dem Ortsvektor b = by des Punktes B

= 1(63 - 83)

(11—(12261—b2

unkt gemeinsam.

und fiir A = b; — a; = by — a; folgt

a1+ 1:(b1—a1)

a2+1~(62—a2) / b1 \
at(bi-a)va=| g4 (b -a)(m - a2) | 5 ) -
3(b1 = b2)(b2 + b1)

=(%(bx-ax)ﬁ-%gz-az))(ﬂl‘az)

also B € g4 und damit g4 = g5, im Widerspruch_ zur Annahme.
Analog gilt, daB zwei verschiedene Geraden aus K nicht parallel sind.
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Aufgabe J Tt -2 .3 I4 5 I II-1 II-2 II-3 II-4 II5 II-6
Bearbeitungen | 61 103 78 93 23 94 55 88 87 41 24 5
hdufigste Pkt. | 1 0 0 0 0 1 0 05 O 0 00 O

wie oft 16 28 28 29 23 50 35 20 26 29 15 5
durchschn.Pkt. {15 1,1 09 14 00 14 07 16 08 03 03 00




