I.1 (4 Punkte)
Fiir jede Menge M bezeichne P(M) ihre Potenzmenge. Weiter sei fiir eine Abbildung f : A —
B die Abbildung f. definiert durch

P P(B)
LA e A= {f@ae A

Zeigen Sie:

a) Fiir Mengen A, B, C und Abbildungen f : A— Bund g : B — C gilt
(gofle=g«ofa

b) Die Abbildung f : A — B ist genau dann injektiv, wenn f. : P(A) — P(B) injektiv ist.

Losung:
a)
7u zeigen ist:
Fiir jede Untermenge A; C A gilt (g o f).(A1) = (9. 0 fi)(A1).
Es gilt:
(90/)<(Ar) =A{g(f(a))la € A1} = {g(f(a))|f(a) € f(A1)} = {g(b)[b € f.(A1)} = gu(fu(Ar)) =
(gx 0 f)(A1).

b)
Beh: f injektiv <= f. injektiv.
Bew:
7$7
7u zeigen: Fiir alle Ay, Ay € P(A) gilt f.(A41) = f.(4)) = A; = A,.
/ C/

Fir a € Ay gilt f(a) € f.(A1) = f.(A2). Also existiert ein az € Ay mit f(a) = f(az). Da f

injektiv ist, folgt hieraus a = a, € Aj.

IDI

Y : Y

Fir a € A, gilt f(a) € f.(As) = f.(A1). Also existiert ein a; € A; mit f(a) = f(a1). Da f
injektiv ist, folgt hieraus a = a; € A;.

7u zeigen: Fiir alle ay,ay € A gilt f(ay) = flaz) = a1 = as.
Definiere die Mengen A; = {a;} und Ay = {ay}. Mit f(ay) = f(ay) folgt dann

f*(Al) = {f(al)} = f*(Az)-

Da f, injektiv ist, folgt daraus A; = A,, also a; = a,.



1.2 (4 Punkte)
Es seien V ein K-Vektorraum und U, Wy, W, Untervektorrdume von V mit der Eigenschaft

V=UaW,=UaW,.
Ferner seien die linearen Abbildungen ®, ¥ : V' — V gegeben durch

o r=u+w, — Uy (uleU,quWl),

v o r=1UuUy;+ wy — Wy (uQEU,wQEWQ).

Zeigen Sie:

Wi=W, < &oU=Uo0d.

Losung:
7$7
Sei Wy = W,y =: W und fiir jedes @ € V sei @ = u + w die eindeutige Zerlegung von & mit
u €U und weW.
Dann gilt fiir alle ® € V:

(PoVU)(x)=0(V(x) =P(w)=0 und (Vod)(x)=T(d(x))=V(u)=0.
Damit sind beide Abbildungen gleich der Nullabbildung, d.h.: o ¥ = Q = U 0 .
7<:7
Zu zeigen: Wy = W,.
/C/
Sei wy € Wy und
W) = Wy + 0= Wy + Uy

die eindeutige Zerlegung von w; mit w, € W5 und uy € U. Dann gilt
o0="Y(0) =TV (®(w,)) = ®(V(wy)) = P(V(wsy + uy)) = ®(wy) = O(w; — uy) = —us.
Daraus folgt u, = 0, oder gleichbedeutend w; = w, € Wj.

'D" (analog zu’ C’).
Sei w, € W5 und
Wy = Wy + 0= Wi + Uy

die eindeutige Zerlegung von w, mit wy; € Wi und u; € U. Dann gilt
0="(uy) = V(O(w; + uy)) = V(O(w,)) = (V(w3)) = (w,y) = B(wy + uq) = uy.

Daraus folgt w; = o, oder gleichbedeutend w, = w,; € W;.



1.3 (4 Punkte)
Im reellen Vektorraum V' C R|z] der reellen Polynome vom Grad < 4 sei durch das lineare
Gleichungssystem

CY()-|-CY1 —CYg—Cu:O

(%) o0 + 200+ o -y =

3og + o1 + 200 — a3 + a4 = 0

ja]

ein Untervektorraum
W = {ap + a1z + aa2® + 32 4+ auz® | (o, oy, a9, a3, ay) ist Lésung von (%)}
gegeben. Weiter sei fiir jedes 3 € R ein Untervektorraum
Us:=[1 -2+ Bz, z— 22+ B2°, 2% — 2° 4 Bz
von V definiert.
a) Bestimmen Sie alle § € R, fiir die Uz + W =V gilt.
b) Sei 3 = 1. Bestimmen Sie eine Basis von (U; + W)/(U N W).

( 11 -1 0 )
~1 01 0 -1
0 0 1 1
Daraus folgt: W =[1 —2? + 2%, v — 2% + 2¥|.
W4+Us = [1—2*+2%, -2 +2*, 1 —z+ 622, v —2° + B2°, 2* — 2° + Bz?
w, w- U, Uu- U;
= [1—2*+2°, 2 —2?+2*, B2* —2® + 2%, B2® — 2*, 2* — 2% + B2
w; w, U —W, +W, Ur— W, U,
= [1—2*+2°, 2 -2+ 2%, 2* — 2% + B2*, B2® — 2*, B2 — 2® + 2
w; w, w, Ur— W, U -W+W,
= 1—-a2*+2°, 2 —2*+ 2, 2* —2° + B2*, B2° — 2*, (B —1)2° + (1 — 5%z
w; w, U, Ur— W, Uy —fUs— W, +W,
= [1—-2*+2°, z -2+ 2*, 2 —2° + B2, B2® — 2*, -2+ (2 %2 ]
w, w- U U—Wr U —Uy;—[U—W H2W>
= 1—-a2*+2°,z—2*+2*, 2 —2° + 32, 2°—(2-03%2* ,(=1+28 - 3%z
w; w, U, — U U+ HUs W —2W, =:Z

Dabei ist 2 = (=1 4+ 28 — 3%)z* = Buy + (1 — Buy — B*us — Bw; + (26 — 1) w,.
Wegen dim(W + Ujs) > 4 (die ersten vier Vektoren sind fiir alle 8 € R lL.u. und bilden mit z*
eine Basis von V) folgt

~1+v5 -1-+5

2 ’ 2 b
b)Fiir # =1 gilt nach a) z = u; —u3 —w; +wy = 0, also ¥y := uy —u3 = wy; —wy € (U;NW).
Weiter ist dim(U3 NW) = dim(U7) +dim(W) —dim(U; + W) =34+2—4 = 1, also U1 NW = [y].
Fine Basis von (U; + W) /(U N W) ergibt sich nach a) wegen w3 = u; —y und wy; = w; —y zu

{wi + [yl us + [yl ua + [y} = {1 —2* +2°) + [y], (1 — 2 + 2*) + [y], (z — 2* + 2°) + [y]} .

WHUs=V & 240 = —1+28-40 < BcR\ {1,




1.4 (4 Punkte)
Es seien V ein endlichdimensionaler Vektorraum, & : V' — V eine lineare Selbstabbildung
sowie A ein Eigenwert von ® mit zugehorigem Eigenraum U # V. Weiter sei

(v S v
‘I"{;HU s D)+ U

die von ® auf V/U induzierte lineare Abbildung.

Zeigen Sie:
a) Ist ® diagonalisierbar, so auch W.
b) Die Umkehrung von a) gilt nicht.
c) Ist A =0, so gilt:
U =idyyy <<= @ ist Projektion.

Losung:
a) Ist ® diagonalisierbar, so hat V eine Basis B aus Eigenvektoren von ®. Fiir b € B sei )
der zugehorige Eigenwert. Dann ist

B':={bec B|\, = \}

eine Basis von U/ und

B:={b+U|be B\ B}
eine Basis von V/U. B ist sogar Diagonalbasis von W, denn es gilt fiir alle b+ U € B
Ub+U)=00b)+U = Xb+U=x(b+70).

b) Gegenbeispiel: V := R?, der Endomorphismus ® sei gegeben durch seine Abbildungsmatrix
beziiglich der Standardbasis

00

1 0/

® ist nicht diagonalisierbar - die Abbildungsmatrix hat bereits Jordansche Normalform - |
A := 0 ist einziger Eigenwert von ®. Dann ist U = [( (1) )], und wegen ®(V) C U gilt ¥ = Q

(Nullabbildung). Also ist ¥ diagonalisierbar.
c) Sei A = 0. Zu zeigen:

U =idy;y <=  ® ist Projektion.

Sei & € V. Wegen
r+U=U(e+U)=0(x)+U

existiert zu @ ein w € U mit ®(x) = & + u. Damit folgt
P (x) = B(D(x)) = Oz +u) = ®(x) + ®(u) = d(z) + 0= ().

Da dies fiir alle ® € V gilt, ist ®* = ® und damit ® Projektion.

Fiir eine Projektion @ gilt : V' = Bild ® @ Kern ® = Bild ® © U und ®|g:1q ¢ = id. Ist
{b1,...,b.} eine Basis von Bild ®, so ist {b; + U, ... ,b, + U} eine Basis von V/U. Dabei gilt
firalles € {1,...,r}:

\If(bZ-I-U):‘I)(bZ)-I-U:bZ-I-U,aISO\IJZId



I.5 (4 Punkte)
Es seien V' der Vektorraum der (n,n)-Matrizen iiber dem Korper K und A, B fest gegebene
Matrizen aus V. Die lineare Abbildung ® : V — V sei definiert durch

O(X):= AXB.
Zeigen Sie:

a) Sind A und B Diagonalmatrizen, so ist die Abbildung ® diagonalisierbar. Geben Sie in
diesem Fall eine Basis aus Eigenvektoren an.

b) Sind A und B diagonalisierbar, so ist auch die Abbildung ® diagonalisierbar.

Losung:
a) Seien
0 0 00 0
0
o 0 & 0 0.0 10 0|
A: ’B: ’g”: 0
0 (7% 0 ﬂn .
0 0 0 0 0
J

Esist B:={&;|i,7 € {1,...,n}} eine Basis von V. Weiter gilt fiir alle 2,57 € {1,... ,n}:
®(&j) = AEB = aiff;€;

so dafl B eine Eigenbasis und damit ® diagonalisierbar ist.

b)
a1 0
A ist diagonalisierbar <= Jregulires T € V : T AT = = A,
0 o,
B, 0
B ist diagonalisierbar <= 3 regulires S €V : ST!BS = =: B.
0 B

Setze F;; :=TE;8™ (1,7 €{l,... ,n}).
Beh.: C:={F;;|i,7 € {1,... ,n}} ist Eigenbasis von V.
Bew.: Zunichst sind die n? Vektoren F;; linear unabhingig:

n

O=3 > XNjFiy =3 2 N TS =T (3 XNii€i)S™

1=1 =1 1=1 7=1 1=1 =1
= Y Y \E =T0S = 0.
1=1 =1
Da die Vektoren &; 1.u. sind, folgt daraus fiir alle 7,5 € {1,... ,n} : X; =0, also die lineare
Unabhingigkeit der F;;. Aus dim V = n? ergibt sich, daB C' Basis von V ist.
Fir F;; € C gilt
O(Fj) = AF;;B = (TAT ' )(TE;ST)SBS™) = T(AE;B)S™ = T(@;B3;€;,)S™ = @B, Fij .
Also ist €' Figenbasis und damit ® diagonalisierbar.



1.6 (4 Punkte)

Bestimmen Sie alle a4,... ,a, € C, so dafl die Matrix
al al al e e e al
a/l a/2 a/2 P P P a/2
a/l a/2 a/3 P P P a/3
A=

(p—1 Qp—1

ay 4az daz -+ 0 lp-1  dp
regulér ist.
Losung:
Durch Subtraktion der vorletzten Zeile von der letzten, anschliefender Subtraktion der dritt-
letzten Zeile von der vorletzten .... bis schlieflich die erste Zeile von der zweiten subtrahiert
wird, ergibt sich
al al al e e e e e al (—1)
al a2 a2 “ e “ e “ e “ e “ e a2 (_1) <_‘)
al a2 a3 “ e “ e “ e “ e “ e a3 <_‘)
det A =
a ag ag - [P [P Up_9 Qp_2 Qp_2 (_1)
al a2 a3 .. .. .. an_2 an_l an_l (_1) <
al a2 a3 .« e .« e .« e an_2 an_l an (_7
al al al e e e al
0 a/2—a/1 a/2—a/1 ) ) ) a2_a1
0 0 a/3 p— a/2 ) ) ) a/3 p— a/2
_ 0

Also gilt:

A regulir <= det A#0 <= a; #0und a;11 # a; fiirallei € {1,... ,n—1}.



IT.1 (4 Punkte)
Es sei ® ein Endomorphismus eines 5-dimensionalen komplexen Vektorraums V mit dem cha-
rakteristischen Polynom

p=x°— 92>

Ferner sei dim(Kern ®) = 1. Bestimmen Sie die Jordansche Normalform von ®2.

Losung:
Die Eigenwerte von ® sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

p=21"—92° = (z — 3)(x 4 3)2°,

also 3, —3 und 0.
Da 3 und —3 einfache Nullstellen sind, ist dim F3 = 1 = dim F_3. Auflerden ist dim Fy =

dim(Kern ®) = 1. Damit lautet die Jordansche Normalform von &:
3

-3
Js =

o = O

0
0
1

o OO

Die Abbildungsmatrix von ®? beziiglich der zu Js gehohrigen Jordanbasis B ist
9

(Js)* = 0
0
1

o OO
o OO

Vertauschung des 4. und 5. Basisvektors von B ergibt
9

o = O
o OO
o OO

eine Jordannormalform von ®2.



I1.2 (4 Punkte)
Es seien V' ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt (.,.) und ® ein
Endomorphismus von V. Durch

_ { VxV = R
| (ey) = Fey) = (0(®)y)
wird eine Bilinearform erklart.
a) Zeigen Sie:
F'ist genau dann ein Skalarprodukt auf V', wenn ® selbstadjungiert ist und alle Figenwerte
von ® positiv sind.

b) Es sei V = R? versehen mit dem Standardskalarprodukt und {&;, &3, €3} die Standardba-
sis. Weiter sei der Endomorphismus ® des R? definiert durch:
q)(gl) = 51 - EQ
@(62) - —é)l-|-4é)2 .
@(53) - 55)3
Zeigen Sie, daf} F' ein Skalarprodukt ist.
Losung: a) Wir zeigen zunéichst: (x) F symmetrisch <= & selbstadjungiert.

F symmetrisch < Ve, yeV: F(e,y)=F(y,¢) <

Ve,y e V: (0(x),y) = (B(y),z) = (x,d(y)) < © selbstadjungiert.
Beh: F' Skalarprodukt <= & selbstadjungiert mit ausschliellich positiven Eigenwerten.
7$7
Ist F' Skalarprodukt, so folgt nach (x), dafi ® selbstadjungiert ist. Sei A Eigenwert von ® und
& # o ein zugehoriger Eigenvektor. Dann ist A > 0 wegen

0< Fle,x) = (P(x),x) = D, z) = N, z).

7<:7
Da ® selbstadjungiert ist, existiert eine Orthonormalbasis {ey,... ,e,} aus Eigenvektoren zu
den Eigenwerten Ay,... , A, > 0. Dabei gelte Vi=1,... ,n: ®(e;) = \e;.

Sei & = i £e; € V(& € R). Dann gilt
=1

Fle,z) = (0(z),z) = <Zj: )\ié}ei,i&eﬁ = Zj:)\if?<eiaei> = zj:)\sz >0

und

Fle,x)=0 < {,=---=£,=0 < x =o.
Also ist F' positiv definit.
b) Die Abbildungsmatrix von ® beziiglich der Standardbasis ist

1 =10
A=1 -1 4 0 |.
0 0 5

Da die Standardbasis eine ONB und A symmetrisch ist, ist ® selbstadjungiert. ® besitzt nur
positive Eigenwerte, wenn A positiv definit ist. Nach dem Hauptminorenkriterium von Hurwitz
folgt die positive Definitheit aus

1 -1

1]=1>0, 1 4

‘:4—1:3>0und|A|:5-3:15>0-

Nach a) ist F' ein Skalarprodukt.



I1.3 (4 Punkte)

In der euklidischen Ebene R? ist eine Kreislinie k(M,r) mit Mittelpunkt M € R? und Radius
r > 0 definiert durch

K(M,r) = {X € R | MX| = r}.
Fiir jeden Punkt P € R® und jede Kreislinie k = k(M. r) sei

P) = | MP|J? — 2.
Zeigen Sie:
a) Ist ¢ C R? eine Gerade durch P mit g Nk = {Gy, G5}, so gilt:

S0 1B
PG - PG|l = |ri(P)].

b) Sind k; = k(My,ry) und ky = k(My, ry) zwei Kreislinien mit verschiedenen Mittelpunkten,
so liegen alle Punkte X € R? mit #z, (X) = kg, (X) auf einer Geraden, welche zur Geraden
M M; orthogonal ist.

Losung:
In der euklidischen Ebene IR? sei ein kartesisches Koordinatensystem (O; €1, €;) gegeben.

a) Sei m:=OM,7:=0X,p:= OP. Dann gilt

XckiMr) — ||M?||:r = [|Z—m|?=r?
= 2P =22 m) + || —r?=0 <= k(X)) =0.

Sei ¢ C R? Gerade durch P: ¢ : £ =5+ A7, A € R mit ||7|| = 1. Damit gilt

X egnk(M,r) ki(F+ AT) =0

5+ AB|? = 2(7 + MG, ) + |2 —r? =0

P12 + 2X(p, 7) + X2 — 2\, m) — 2(p,m) + ||m|* = r* =0
N2 2MF, ) + |77 = 25, 7) + [l =2 =0 (x)

kg (P)

11l

Gilt gNk(M,r) = {G1, G}, so besitzt (x) zwei Losungen Ay und Mg, fiir die wegen ||7]| = 1 gilt
Al = I[PGH || und [ Ao = | PG|l
Aus 0= (A= A)(A = X2) = X2 = (Ag + M)A + A A; folgt mit (%)
k:(P)] = M| = |PCH ||| PGl (Satz von Vieta).
b) Seien X € RZ, i := OM, (i = 1,2).
b (X) = ki (X) = [MLX)P v = | LX) — 7

= 77 = 2F ) + ill® - =127 - 23 > + I ||* — 73
= 2T,y — 1) — (rf — g — [A* + [[7a]*) = 0 (xx)

Wegen miz # my stellt (xx) die Gleichung einer Geraden dar, deren Richtung zu mi, — my =
T .
My M; orthogonal ist.



I1.4 (4 Punkte)
Im euklidischen Vektorraum RR?® (versehen mit dem Standardskalarprodukt) sei beziiglich einer
Orthonormalbasis {by, by, b3} ein Endomorphismus & durch die Abbildungsmatrix

] V243 V2 V2443
A_\/——( —\/i “ \/5 )
P\ _vB+v3 —v2 V2448

gegeben.
a) Bestimmen Sie alle v € R so, daf} ® eine Isometrie ist.

b) Bestimmen Sie fiir v = 2¢/2 die Normalform A der Isometrie ® sowie eine Basis des R?,

beziiglich der ® die Abbildungsmatrix A hat.

Losung:
a) ' 12 —4+/2y 0
® ist Isometrie <= AAT = 12(44-\/57 v +4 4\/57)—5<:>7—2\/§.
0 4 — /2y 12
b) Sei nun 4 = 2¢/2 und ¥ := & + &*. Dann ist B := A+ AT Abbildungsmatrix von ¥ bzgl.
der geg. ONB. Das charakteristische Polynom p von B bzw. ¥ lautet:

|| 2v2+2v3 - V122 0 —2v2 423
- 0 44/2 — /12X 0
VIZUL 92423 0 2v/2 +2v/3 — VIZA

Entwickeln nach der zweiten Spalte und Addition der ersten Spalte zur dritten Spalte ergibt

N oo L 21/6 \ 224+ 23 — V122 43 — V12| (1)
p“-ﬁ“?‘>‘ V2423 4f—fﬂ‘~

1 2v6 2\/6 f
= SR - NER - NVE- VN = (5 - AP ).
Damit hat ¥ den einfachen Elgenwert 2 und den doppelten Elgenwert 2\/_
Der Eigenraum von ¥ zum Eigenwert 2 ist gleich dem Eigenraum FE, Von ® zum FEigenwert 1.
Gaussumformungen ergeben
. (2[-2[ 0 —2ﬂ+2\/§) (1 0 —1)
0 1/2 —4/3 0 ~101 0

Viz 22 +2v/3 0 22 —2V3 00 0

Damit folgt Ey = [€1] mit ) = (bl + bg)

Fiir den Drehwinkel w gilt cosw = lM, sinw =41 —cos?w = \é_, also

p(N) = |B - XE| =

B—2&=

2 3
1 0 0
A=l s s
0 %
3 3

Eine Orthonormalbasis, bezughch derer @ die Normalgestalt annimmt, erhélt man nach Wahl
eines nomierten Vektors €, in der Drehebene [€]*, etwa €, = bg Dann 1st nach dem Schmidt-
schen Orthogonalisierungsverfahren

g g NG

&' = B(&) — (B(&), 8)E, = ?(51 — b)
ein Vektor, der auf [€}, €] senkrecht steht. Normierung ergibt die gewiinschte Orthonormalbasis

1 - - - 1 - -
€1 = ——=(by + bs), 9 = by, €3 = —(by — ba)}.
{€1 \/5( 1+ b3), € 2, €3 \/5( 1 3) }



I1.5 (4 Punkte)

Es sei ® ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen unitiaren Vektorraums V. Mit &>
werde die adjungierte Abbildung von ® bezeichnet. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden
beiden Aussagen:

(i) @ ist normal.

(ii) Es gibt eine Isometrie ¥ von V mit ®* =® o ¥ = ¥ o .

Losung:
Beh:
(i) = (ii).
7<:7
Sei ¥ Isometrie mit ®* = ® o ¥ = ¥ o ®. Dann gilt:

Pod"=00(Vod)=(PoV)odP=0"00,

also ist ® normal.

7$7
Sei ® normal. Weil V endlichdimensional ist (dim V' =: n), existiert eine Orthonormalbasis B =
{ei1,...,e,} aus Eigenvektoren von ®. Die jeweils zugehorigen Eigenwerte seien Ay,... , A, € C.
Beziiglich B gilt fiir die Abbildungsmatrizen von ® bzw. ®*:

A1 0 . A 0
Ag = bzw. Agx = (A—@) -
0 A 0 An
Wir setzen
g 0 { 1 fir A =0
C= mit  yi=4 -
0 " A—: fir \; #0

Wegen |y;| = 1 fiir i = 1,... ,n beschreibt C, als Abbildungsmatrix beziiglich B aufgefafit, eine
Isometrie ¥ und wegen

Agps = AsC =CAs

folgt mit der so gefundenen Isometrie ¥

=000 =Uod.



I1.6 (4 Punkte)

Im reellen dreidimensionalen affinen Raum A? sei beziiglich eines affinen Koordinatensystems

(O; by, by, bs) die Quadrik @) gegeben durch
Q x? + 230% +4dz129 + 22123 — dxoxs + 220 + day + 425 = 0.

Bestimmen Sie die affine Normalform Q von  und geben Sie eine Affinitit ¢ an, die Q auf Q
abbildet.

Losung:

0 = x? + 230% +4dri29 + 20123 — daqrs + 221 + 4o + 4as
= (zy+ 229+ 23+ 1)% — 222 — 22 — 8xyx5 + 223 — 1
= (2142294 23+ 1)% — 2(xy 4 223)* + T2 + 225 — 1

1
= (z1+4 222+ 23+ 1)2 —2(z2 + 2«’103)2 + 7(zs + ?)2 —

~I| co

ﬁx2+ﬁx3)2‘(m g e ) ‘(7@3*@)2*1:0

9 g Gt Tyt s A A

1 To T3

= |

Damit ist die Normalform Q von Q gegeben durch
Q: P —T-F+1=0.

Nach Vorlesung handelt es sich damit bei Q um ein einschaliges Hyperboloid. Eine Affinitét,
die @ auf @ abbildet ist nach obiger Rechung

1 .’E+

RS
8L
Il
o g‘ﬁ =
= oty
RS
{
q;|§ »‘E o



