I.1 (4 Punkte)
Essei A:={f:R— R|f(z)=ax+ bmit a,b e R}.

a) Zeigen Sie, dass A beziiglich der Komposition o von Abbildungen keine Gruppe ist.

b) Geben Sie eine unendliche Teilmenge G von A an, sodass (G,o) eine Gruppe ist (Be-
griindung!).

c) Gibt es eine echte nichttriviale kommutative Untergruppe U von (G, 0)? Geben Sie gege-
benenfalls eine solche an.

Losung:

a) In (A, o) ist die Identitét ¢d rechts- und linksneutral.

Angenommen A sei eine Gruppe. Dann gébe es zur Nullabbildung f € A (es ist f(z) = 0 fiir
alle # € R) eine Rechtsinverse g € A mit fo g = id. Es ist aber 0 = f o g(5) # 1d(5) = 3, also

fog#id.

Mdéglichkeit 1:

b) Gy :={f:R—=>R| f(z) = ar + b mita € R~ {0},b € R} ist die Menge der Affinitéten
von R, also eine unendliche Gruppe.

(Bemerkung: Man kann die Gruppeneigenschaften auch nachpriifen: Die Verkniipfung von Ab-
bildungen ist immer assoziativ, das neutrale Element ist id mit id(z) = x fiir alle z € R und
zu f mit f(z) = az + b, a # 0 ist das inverse Element gegeben durch f mit f(z) = 2z — 2))
c) H :={fp : R—>R| fi(x) = z + bmitb € R} ist eine Teilmenge von Gy, die Untergruppe
der Translationen von R. Sie ist zu (R, +) isomorph und damit kommutativ.

(Bemerkung: Auch hier kann mit dem Untergruppenkriterium schnell gezeigt werden, dass Hy
eine Untergruppe von Gy ist. Die Kommutativitat von H; ist ebenfalls direkt zu sehen.)

Mdéglichkeit 2:

b) Gy :={f:R—=R| f(z) = armita € R~ {0}} = GLy(R) ist isomorph zu (R ~ {0},) und
damit eine unendlich kommutative Gruppe.

(Bemerkung: Auch hier sind die Gruppeneigenschaften schnell direkt gezeigt: Die Verkettung ist
immer assoziativ, das neutrale Element ist wiederum id und gehort zu Go. Das inverse Element
zu f mit f(z) = az, a # 0 ist gegeben durch f mit f(z) = 1z.)

c) Hy :={f:R—=R| f(x) = armita € Q ~ {0}} ist eine (zu (Q, ) isomorphe) Untergruppe
von (G5 und wie (G kommutativ.

(Bemerkung: Auch hier kann mit dem Untergruppenkriterium sofort gezeigt werden, dass Hj
eine Untergrupppe von Gy ist. Weil G5 kommutativ ist, gilt dies natiirlich auch fiir Hy.)



I.2 (4 Punkte)
Es sei V = C aufgefasst als Vektorraum iiber R mit der Basis B := {1,:}. Fiir eine komplexe
Zahl ¢ = a + 1b sei die Abbildung

o - V — |4
Tl 2 o Dz)i=cz

gegeben, wobei die Multiplikation in C verwendet wird.

a) Zeigen Sie, dass fiir alle ¢ € C die Abbildung ®. ein Endomorphismus des reellen Vektor-
raums V' ist.

b) Bestimmen Sie fiir ¢ = ¢ die Abbildungsmatrix von @, beziiglich B.
o111 02

ao1 (2

linearen Abbildung ®., ¢ € C, beziiglich der Basis B sind.

c) Geben Sie alle reellen 2 x 2-Matrizen an, die Abbildungsmatrizen einer

Losung:
a) Fiir jede komplexe Zahl ¢ € Cist die Abbildung @, eine Abbildung von V nach V. Auflerdem
gilt fiir alle Vektoren z, 21,z € V und alle Skalare t € R

P.(tz) = c-tz=t(c-z)=tP.(2)
P(z1+2) = c(zmnt+zm)=c-zt+c z0="(z1)+ Pe(22) ,

d.h. die Abbildung ®. ist linear iiber dem Koérper R und damit ein Endomorphismus des reellen
Vektorraums V.

b) Esist ®,(1) =7-1=i=0-14+1-7und ®;(¢:)=i-i=—-1=—1-140-7. Damit lautet die
Abbildungsmatrix A; von ®; beziiglich der Basis B

0 -1
(7).
c)Mite=a+ibgilt ®.(1)=(a+ib)-1=a-1+b-1und &.(4) = (a+1ib)-i=(=b)-14+a-i.
Damit ergibt sich die Abbildungsmatrix A. von ®,. beziiglich B

a —b
(s ),

( le 312 ) ist also genau dann Abbildungsmatrix einer linearen Abbildung ®., ¢ € C, wenn
21 (22

gilt
a1 = G2 llIld 1y = — Q921 .



I.3 (4 Punkte)
Es sei A eine reelle pxn-Matrix mit p > 1 und n > 1. Kreuzen Sie an, ob die folgenden Schliisse
RICHTIG oder FALSCH sind. Beweise sind dabei nicht verlangt.
RICHTIG FALSCH
a) Ist das Gleichungssystem Ax = b fiir alle b € R? eindeutig 16sbar, D D
so ist auch Az = o eindeutig l6sbar.
b) Ist das Gleichungssystem Az = o eindeutig losbar, so ist auch
Az = b fiir alle b € R? eindeutig 16sbar.
c) Ist das Gleichungssystem Az = b fiir alle b € RP? losbar, so ist
p =n und A ist regular.
d) Ist p = n und A regulér, so ist das Gleichungssystem Ax = b fiir
alle b € RP l6sbar.
e) Ist das Gleichungssystem Ax = b fiir alle b € R? eindeutig 16sbar,
so ist p = n und A ist regular.
f) Ist p = n und A regulér, so ist das Gleichungssystem Az = b fiir
alle b € RP eindeutig losbar.
g) Existieren fiir ein b € RP\{o} zwei verschiedene Losungen des Glei-

N O O s O B O

chungssystems Az = b, dann hat auch Az = o zwei verschiedene
Lésungen.

h) Hat das homogene Gleichungssystem Az = o zwei verschiedene D
Losungen, so gibt es ein b € RP\ {0}, sodass das Gleichungssystem
Az = b zwei verschiedene Losungen hat.

N O I s A OO

Hinweis zur Punktevergabe: Fiir jede richtige Antwort gibt es einen halben Punkt, fiir jede
falsche Antwort wird ein halber Punkt abgezogen. Nichtangekreuzte Aufgabenteile werden nicht
bewertet. Ist die Summe aller Punkte negativ, so wird die Aufgabe mit Null Punkten bewertet.
Ansonsten ist die Sumime gleich der Punktezahl.

Losung:
RICHTIG FALSCH

a) Ist das Gleichungssystem Ax = b fiir alle b € R? eindeutig 16sbar,
so ist auch Az = o eindeutig l6sbar.

b) Ist das Gleichungssystem Az = o eindeutig losbar, so ist auch
Az = b fiir alle b € R? eindeutig 16sbar.

c) Ist das Gleichungssystem Az = b fiir alle b € RP? losbar, so ist
p =n und A ist regular.

d) Ist p = n und A regulér, so ist das Gleichungssystem Ax = b fiir
alle b € RP l6sbar.

e) Ist das Gleichungssystem Ax = b fiir alle b € R? eindeutig 16sbar,
so ist p = n und A ist regular.

f) Ist p = n und A regulér, so ist das Gleichungssystem Az = b fiir
alle b € RP eindeutig losbar.

g) Existieren fiir ein b € RP\{o} zwei verschiedene Losungen des Glei-
chungssystems Az = b, dann hat auch Az = o zwei verschiedene
Lésungen.

h) Hat das homogene Gleichungssystem Az = o zwei verschiedene
Losungen, so gibt es ein b € RP\ {0}, sodass das Gleichungssystem

I R P I T B ] =1 I R
2 N N N s I I 1 [ P R

Az = b zwei verschiedene Losungen hat.



I.4 (4 Punkte)

a) Es seien V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K und B = {by,... ,b,} eine Basis von

V.

Was ist der Dualraum V* von V und was versteht man unter der Dualbasis B* zu B?

b) Im Vektorraum R?® seien B die Standardbasis und B* die zugehérige Dualbasis. Fiir festes
a € R sei die Menge C, = {¢1, ¢cq, c3} gegeben durch

0 a—1 1
Ci = a R Cy = a R C3 = 1
ala+1) a 0

Fiir welche a ist C, eine Basis von V7?7 Fiir jedes dieser a sei C; die Dualbasis zu C,.
Stellen Sie die Vektoren von C} als Linearkombination der Vektoren von B* dar.

Losung:

a) Die Menge der linearen Abbildungen ® : V' — K bildet (mit der punktweise definierten
Addition und K-Multiplikation) einen Vektorraum iiber K, den Dualraum V* von V.

Ist B ={by,....,b,} eine Basis von V| so heifit eine Basis B* = {®¢,...,®,} von V* Dualbasis
von B, wenn fiir alle i, 7 € {1,... ,n} gilt: ®,(b;) = §;; (Kroneckersymbol).

b) C, ist Basis <=

0 a a(a+1) 0 a a(la+1) 0 0 a
0#|a—1 a a =101 a =101 a|=—-a <= a#0.
1 1 0 11 0 110

Gegeben: B = {by,b,, b3} und zugehorige Dualbasis B* = {®,, ®,, P3}.
3
Fira #01ist C, = {¢; = > y;bj|l = 1,2,3} Basis.
J=1

3

Gesucht: Dualbasis C¥ = {¥; = > X\ ®i|k = 1,2,3} von C,.
=1

Ansatz:  Fir k1 € {1,2,3} gilt

3 3 3 3 3
S = Tiler) = 3 @Y k) = D> i alby) = > N
=1 7=1 =1 j7=1 t{_/ =1

< (Air)ikef1,23) Iist die inverse Matrix von  (71)1,ie{1,2,3}-

Fiir die inverse Matrix ergibt sich:

0 a a(a4+1) |1 00 0 a ale+1) [ 1 0 0
a—1 a a |01 0|—=1[01 a |01 1—a | —
1 1 0 |00 1 11 0 |00 1
00 a |1l —a ala—1) 00a| 1 —a a(a —1)
01 al|0 1 l—a |=[010] -1 a+1 (1-a)a+l) |—
1100 0 1 1100 0 1
00 a] 1 —a  a(a—1) 1 00| 1 —(a+1) a?
010 -1 a+1 1—-a* |=|101 0] -1 a+l1 1-d?
100] 1 -l-a d 001 L -1 a-1
Damit lautet das Ergebnis:
vy d; — dy + = g
\IIQ = — (a + ].) (I)l + (a + ].) (2[)2 — (1)3
\113 = Cl2 (I)l + (]_ - GQ) (1)2 + (Cl - ].) (1)3



I.5 (4 Punkte)
Im Vektorraum F der quadratischen nxn-Matrizen mit Eintrdgen aus dem Ko6rper K bilden
die Elementarmatrizen E;; (1 < 1,5 < n), die genau an der Stelle (7, j) eine 1 und ansonsten

TnXN

nur 0 als Eintrédge haben, eine Basis.
In K™ seien zwei Matrizen A, B € K™*" fest gegeben. Damit wird die lineare Abbildung

5 - Knxn  _y  nxn
’ X +— AXB

definiert. Zeigen Sie:
a) Sind A und B Diagonalmatrizen, so bilden die Elementarmatrizen eine Basis aus Eigen-

vektoren von .

b) Sind A und B diagonalisierbar, so ist auch ® diagonalisierbar.

Losung:
a) Seien o 0 B 0
A= und B = )
0 fe'™ 0 On
Weil fiir alle i, € {1,... ,n}

(I)(E,']') = AE,']'B = a,ﬂ]‘Elj

gilt, ist die aus den Elementarmatrizen bestehende Basis B eine Eigenbasis und damit ® dia-

gonalisierbar.
b)
a 0
A ist diagonalisierbar <= 3 regulires T € K™*" : T 'AT = = A,
0 [
B, 0
B ist diagonalisierbar <= 3 regulires S € K™*" : S™'BS = = B.

Nach Teil a) gilt fiir die Elementarmatrizen
ZE,']'F = aiﬁjE,’]‘ 1,7 € {1, .. n}
Dies umgeformt ergibt
T_IATEU-S_IBS = EiﬁjElj beziehungsweise
ATE;;S7'B = @,8,TE;S™" firi,je{l,...n}.

Damit wiren die n? Vektoren F}; := TE;;S™' (7,7 € {1,... ,n}) Eigenvektoren, falls F;; # O
gilt. Wir zeigen, dass die n® Vektoren F;; sogar linear unabhéngig sind:

0 = Z Z )\,']‘F,']' = Z Z )\,']‘TE,']‘S_I = T(ZZ )\ijEij)S_l

=1 j:l 1=1 j:l =1 j:l

< Z Z )\,']‘E,']‘ =T'05=0.
i=1 j7=1
Da die Vektoren E;; l.u. sind, folgt daraus fiir alle 7,5 € {1,... ,n} : A;; = 0, also die lineare
Unabhingigkeit der Fj;. Daraus folgt F}; # O, sodass die n? Vektoren F;; Eigenvektoren sind.
Aus ihrer linearen Unabhiingigkeit und aus dim K™*" = n? ergibt sich, dass C Eigenbasis zu
® von K™ und ® diagonalisierbar ist.



1.6 (4 Punkte)

Es seien ay, ...

Losung:
Es ist

und es gilt

det B

a;
bij = { ,
ay

Berechnen Sie die Determinante von B.

b = (b;) =
ay ap ai
ay az az
a; a4z das
a1 Gz das
a1 a1

0 ag — a1
0 g — aq

ai ai
0 ag — a1
0 0
0 0
aq aq
0 ag — a1
0 0
0 0

al -(az—al)-

a1
a1
a1

a1

a1
adg —
ag —

a3 —

a1

ag —

a3 —

a1
adg —
ag —

a1
a2
a2

g

a1
a1

a1

a1
a2

g

a1
a2

fiir
fiir

a1
a2
as

as

a1
a2
as

an

,a, € Cund B = (b;;) die n xn-Matrix mit

1<J
1>

a1
a2
as
Up
_1)
<_)
<_)
<_)
<_>
<_>
a1
g — a1
az — a1
anp — aq
a1
g — a1
az — a3
Ay — d2
a1
g — aq
az — az
Ay — Ap—1

—

Tt ttTh

~~
I
—
—

TT 1T



I1.1 (4 Punkte)
Gegeben sei eine komplexe nxn-Matrix A (n > 1) mit ausschlieflich reellen Eigenwerten. Zeigen
Sie:

a) Ist A =1 einziger Eigenwert von A und ist der zugehérige Eigenraum eindimensional, so

sind A und A? shnlich.

b) Ist A regulir und sind A und A? &hnlich, so ist 1 einziger Eigenwert von A.

Losung:

a) A, B € C™*" sind dhnlich. <= Es gibt eine regulire Matrix S mit S~' A4S = B. <= Die
Jordansche Normalform von A und B sind gleich: JNF(A)=JNF(B).

Hat A nur den Eigenwert 1 und ist der zugehorige Eigenraum eindimensional, so lautet das
charakteristische Polynom p4 = (1 — X)” und die Jordannormalform von A hat nur ein Jor-

dankéstchen:
1 0 -« -+ 0
1 1 - :

INF(A)=S'AS=| 0o 1 1

0
0 0 1 1

Weiter gilt
1 0 0
2 1

STIA%S = (§71AS) (s as) = | T 2]

0
ol ) .0
0 -~ 0 1 2 1

Damit lautet das charakteristische Polynom von S~*AS ebenfalls (1 — X)" und die Dimensi-
onsion des Eigenraums zum Eigenwert 1 ergibt sich wegen Rang(S~'AS — E,) =n —1 zu 1.

Also gilt JNF(A?) = INF(S5-1A4%5) = JNF(A), weshalb A und A? dhnlich sind.

b) Ist A € R Eigenwert von A, so gilt zundchst A # 0, da A regulér ist. Ist @ # o ein zugehoriger
Eigenvektor, so folgt aus Az = Az unmittelbar A?x = A\2z. Also ist A\? Eigenwert von A2, und
da A und A? dieselben Eigenwerte haben, auch Eigenwert von A. Analog folgert man, dass dann
A A% 04 )8 . Eigenwerte von A sind. Daraus wiederum ergibt sich A = +1, da ansonsten die
Matrix A unendlich viele Eigenwerte hétte.

Es bleibt zu zeigen, dass —1 unter den genannten Voraussetzungen nicht als Eigenwert auftreten
kann.

Zunichst ist (siehe oben) jeder Eigenvektor @ # o von A zum Eigenwert 1 auch Eigenvektor
zum Eigenwert 1 von A%, also gilt fiir die Eigenrdume K (A4) C K;(A?). Weil A und A? &hnlich
sind, gilt dim K (A) = dim K, (A?), woraus K,;(A) = K,(A4?) folgt.

Nimmt man nun an, es gibt einen Eigenvektor y # o zum Eigenwert -1 von A, so ist y auch
Eigenvektor zum Eigenwert 1 von A?. Also gilt y € K;(A?), aber y ¢ K;(A) und damit
K (A) # K,(A?) im Gegensatz zu oben. Also kann es keinen Eigenvektor von A zum Eigenwert
-1 geben und +1 ist der einzige Eigenwert von A.



I1.2 (4 Punkte)

Fiir n > 1 sei V der reelle Vektorraum der reellen Polynome vom Grad kleiner als 7.

a) Zeigen Sie: Fiir n vorgegebene verschiedene reelle Zahlen x4, ... , z, ist

(F.9) 3= Y Fleg()

ein Skalarprodukt auf V.

b) Bestimmen Sie fiir n = 3 und vy = —1,29 = 0,23 = 1 eine Orthonormalbasis von V
beztiglich (-, ).
Losung:

a) Fir f,g,h € V und a,b € R gilt:

(F.9) =3 flage) = = 3 gle flai) = (9..)

und

n

(af +bg.h) = a3 fedh(e) + b1 D" gwhle) = alf.h) + g, h),

=1

also ist (-, ) eine symmetrische Bilinearform auf V. Es gilt weiter
1< )
(A= D St 2

und aus (f, f) = 0 folgt f(x;) =0 fiir i = 1,...,n und daher f = 0, weil f eine Polynom-
funktion mit Grad f < n und n verschiedenen Nullstellen ist. Also ist (-, -) positiv definit
und damit ein Skalarprodukt.

b) Allgemein gilt: Nach dem Orthogonalisierungsverfahren von E.Schmidt bilden po, ..., pn—1
eine orthogonale Basis fiir
1—1

poi=eo, pi(x):=e(x)— Z Mpk(x) (1=1,..,n—=1).

o (P s Pr)
Dabei ist {eg,...,€, 1} mit e;(x) = z' die Standardbasis von V. Fiir n = 3 und z; =
—1,29 =0,z3 = 1 gilt also
po(z) = eo(z)=1,
e1, H(-1+0+1
mia) = e = D2y g SIHOED
{Pos po) s(1+141)
L140+41) . L(-1+40+1) 2
_ 3 4 _ 3 22
Po(e) = exf) 1 40+ 773

Daher ist {qo, ¢1, g2} mit ¢; = ﬁ)—fH eine Orthonormalbasis von V beziiglich (-, ). Mit

V=3

w(r)=1, afz)= \/ng (1) = 2:1:2 — V2.

I

|Ip2||

ergibt sich also



I1.3 (4 Punkte)
Es seien ® ein bijektiver Endomorphismus eines n-dimensionalen euklidischen Vektorraums V
und ®* die Adjungierte zu ®. Zeigen Sie:

a) Die beiden Abbildungen ®* o ® und ® o ®* sind selbstadjungiert und haben nur positive
Eigenwerte.

b) ®* o ® und ® o &* haben dieselben Eigenwerte.

¢) Es gibt eine Isometrie ¥ von V mit "'od* o P o ¥ = ¢ o d*.

Losung:
a) Fir Endomorphismen &, ¥ gilt (& o ¥)* = ¥* o &* und (®*)* = &. Daraus ergibt sich in
diesem Fall
(P 0®) =30 =0 0D
und
(Po® )" =" 0d" =Dod"
Also ist sowohl ® o ®* als auch ®* o ® selbstadjungiert.

Sei nun A ein Eigenwert zum Eigenvektor v # o von ® o ®*. Da & bijektiv ist, gilt dies auch
fiir ®*. Also ist ®*(v) # o und es folgt:

0 < (®"(v),®"(v)) = (P 0o ®"(v),v) = \v,v).

Da weiter (v,v) > 0 gilt, ist A > 0.
Analog gilt fiir einen Eigenwert A zum Eigenvektor v # o von ®* o @

0 < (®(v),®(v)) = (2" 0 ®(v),v) = A(v,v).
Da wie oben (v, v) > 0 gilt, ist A > 0.

b) Sei A ein Eigenwert zum Eigenvektor v # o von ® o ®*. Dann ist ®*(v) # o und es gilt
P* 0 ®(P*(v)) = *(P 0 ®*(v)) = *(Iv) = A" (v).

Also ist A auch Eigenwert von ®* o & mit Eigenvektor ®*(v).
Sei andererseits A ein Eigenwert zum Eigenvektor v # o von ®* o ®. Dann ist ®(v) # o und es
gilt

P o P*(P(v)) = (P 0 B(v)) = B(Av) = AP(v).

Also ist A auch Eigenwert von ® o ®* mit Eigenvektor ®(v).

c) Da @0 ® und ® o &* selbstadjungiert sind, gibt es eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren
von ®* o ® und eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von ® o ®*.

Seien Aq, ..., A, die gemeinsamen Eigenwerte und {vy,...,v,} eine Orthonormalbasis zu ® o ®*
mit ® o ®*(v,;) = \v,; (1 = 1,...,n) und {wy,...,w,} eine Orthonormalbasis zu ®* o & mit
d* o <I>('w,) = )\,'w, (Z = 1, e ,n).

Es sei U : V — V definiert durch ¥(v;) = w,. ¥ ist eine Isometrie (da die Orthonormalbasis
{v1,...,v,} auf die Orthonormalbasis {w;, ..., w,} abgebildet wird) mit der Eigenschaft

T lod*odoT(v,) = T 'od od(w,)
T o B(w)))
\If‘l()\,-'w,-)
)\\Il‘l('w,-)

)\,"U,'

= do (I)*('U,)

Da die beiden Abbildungen ¥~!o®*o® oW und $od* auf der Basis {vy,...,v,} iibereinstimmen,
gilt wie behauptet die Gleichheit.



I1.4 (4 Punkte)
Gegeben sei die reelle 4 x 4-Matrix

Zeigen Sie, dass A orthogonal ist, bestimmen Sie die Normalform A von A und eine orthogonale
Matrix T, fiir die A = TT AT gilt.

Losung:

Bestimmung der Normalform: Die Matrix A ist orthogonal, denn es gilt 4. AT = AT. A = E,.

Zur Bestimmung ihrer Normalform A betrachten wir die symmetrische Matrix

/3 0 -1 0)
1 0o 3 0 1

— T_ -
Bi=A+AT=2| _ o o &
0 1 0 3

Die Eigenwerte dieser Matrix sind A; = 2 (2-fach) und A, = 1 (ebenfalls 2-fach). Mit cosw := 2
erhalten wir folgende Normalform:

/ %1 0 0 0\ /1 0 0 0\
e 0 %1 0 ol _01 0 0
B 0 0 cosw —sinw | | 00 % —?
0 0 sinw Ccos W 0 0 @ %

Bestimmung einer zugehorigen Transformationsmatrix: Wir bestimmen die zu A; und Ay

gehorigen Eigenrdume von B und erhalten

/1N /0 71\ /0
- 0 1 0 1 -
Ky, =] 1] o | =:[c1,¢) und K, = E 0 | =:[C3, C4l.
0 1 0 -1
Eine ONB {by,5,} in K, erhilt man durch by := %" d b, %

ot

~
-
-

1 eine ONB {bs, by}

In K, bestimmen wir ausgehend von {¢, Acs} = {

S = O C
l\)|»—l

-~ ~ |l

S

durch
. 1
b3 = 7563
/ N / 0 \
= . L oo 1 3 - 1 = 1 1
b4 = AC3 - <AC3,b3>b3 = 5 \/(; b4 = 764 = E 0
(b4, by) 1
Damit hat A beziiglich der Basis {gl, 52, 53, 54} die Normalform A und
1 01 0)
1 010 1
T'= Va2l -1 01 o0
010 -1

ist eine Matrix der gewiinschten Art.



I1.5 (4 Punkte)
Im Vektorraum C® sei die lineare Abbildung ® : C* — C* mit

1 0 0 1 X1
(| =2 |)=11 00 T9
T3 010 T3
gegeben. Durch eine hermitesche, positiv definite 3 x 3-Matrix G wird mit
(z.y) =2"GY
ein Skalarprodukt auf C* definiert.
2 =1
a) Zeigen Sie, dass durch G = 1 2 —1 | ein Skalarprodukt definiert ist und dass ®
- 1 2

beziiglich dieses Skalarprodukts eine Isometrie ist.

b) Bestimmen Sie alle hermiteschen, positiv definiten Matrizen G, sodass die Abbildung @
beziiglich des durch G definierten Skalarprodukts eine Isometrie ist.

Losung:
0 01
Mit A= 1 0 0 | gilt fiirallex € C*: ®(z) = 4 - .
010
2 -1
a) G = i 2 —i | ist hermitesch (es ist G = () und positiv definit, denn fiir die
- 1 2

Hauptminoren gilt det(2) = 2 > 0, det ( 3 _22

® ist eine Isometrie fiir das Skalarprodukt (z,y) := 27 Gy, denn aus:

) =3>2unddetG@ =8—3+i3+6:> =2 > 0.

P2 =
ATGA=ATGA=| - i 2
2 —i i

o = O

01
00 |= i 2 = | =G
L0 o
folgt B
Ve, y € C: (Az, Ay) = 2T ATGAy = 2" Gy = (z. y).

b) @ ist eine Isometrie beziiglich des durch G definierten Skalarprodukts genau dann, wenn
ATGA = G gilt. G soll auBerdem hermitesch sein. Also setzt man wie folgt an:

g11 G122 Gi3
G = 12 Y22 Go3 mit g1, G2z, 933 € R und g12, g13, 923 € C.
G13 923 933
Nun ist
922 923 Ji2 g11 g1z Y13
Gis 033 G1s | =ATGA=G=| 71, g2 g3 | < g11 = go2 = gs3 und g12 = o3 = G5
g1z G13 gn 913 Ya3 933
Also sind die gesuchten Matrizen G genau die positiv definiten Matrizen der Form
a b b
G=|ba b ]|, aeR,beC.
b b a

Positiv definit ist so ein G genau dann, wenn die Hauptminoren positiv sind, also wenn a >

0,a2—[b2>0 und a®+ (B°+5) — 3alp|? > 0 gilt.



I1.6 (4 Punkte)
Es sei ® ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen unitédren Vektorraums V' # {o} mit
der Adjungierten ®* = —®. Zeigen Sie:

a) Alle Eigenwerte von ® haben die Form ic mit ¢ € R.
b) i® ist selbstadjungiert.

c) Es gilt
(®(z), 2)

max
(,2)

Tr+0

= ma‘x{ |A| ‘ A ist Eigenwert von @}.

Losung:

(-,-) sei das Skalarprodukt auf V. Dann gilt fiir alle z,y € V und alle a € C: (ax,y) =
a(z.y) = (z,ay).

a) Es sei A € C ein Eigenwert von ® und v # o ein zugehoriger Eigenvektor mit (v, v) = 1.
Dann gilt:

A= Av,v) = (v, v) = (®(v),v) = (v,P*(v)) = —(v,®(v)) = —(v, Av) = —X\(v,v) = =\

Also gilt A = —\. Setzt man A\ = b+ ic mit b,c € R, so heifit dies —b —ic = b—ic baw. b= 10
und damit letztendlich A = ic, ¢ € R.
b) Fiir alle v, w € V gilt:

(i®(v),w) = i{®(v),w) = i{v, d*(w)) = i{v, —P(w)) = (v, —iP(w)) = (v,iP(w)).

Also ist 1® selbstadjungiert.

c)

(®(), =)
(z, @) |’

Dann ist N > M, da fiir einen Eigenwert A mit |A| = M und zugehorigem Eigenvektor v gilt:

(2(z),2) | ‘@(U),v)

(z,x) (v,v)

Es sei M := max {|A| | ist Eigenwert von ®} und N := max

N = max
T#0

— A =M.

_ ‘A(v,v)

(v,v)

Es bleibt zu zeigen, dass auch M > N gilt.

Da 1® selbstadjungiert ist, ist 1® orthogonal diagonalisierbar und dies gilt auch fiir ®. Es sei
{v1,...,v,} eine ONB von V aus Eigenvektoren von ® und fiiri = 1,... ,n gelte ®(v;) = \v,.
Auflerdem sei |A\,| = M. Dann gilt fir & = > z,v; € V \ {o}:

[(@(z), )| = (@0 2w), Y v =[O whiv, > ww)| OF7 Y a2

=1 =1 =1 =1 =1

Dreiecksung]. n
< M- il = M- (z,2).

i=1

Damit gilt fiir alle & € V' \ {0}:
s @@l
| (22

also ist M > N und damit insgesamt M = N.



