I.1 (4 Punkte)

Es seien n € N und S,, die Gruppe der Permutationen der Menge M = {1,...,n} C N. Fiir allea € M
sei

H,:={o€S,|o(a) =a}.

Zeigen Sie:

a) H, ist eine Untergruppe von S,.
b) Fiir alle 7 € S, mit 7(a) =1 gilt

H,={r"topor|pe H}

Losung:

a) Wir verwenden das Untergruppenkriterium. H, ist nicht leer, denn die Identitét liegt in H,. Au-
Berdem gilt fiir alle 0 € H,
o Ya) =07 o(a) = a.

Wenn also o, p € H, liegen, so folgt auch
[poo™(a) = p(o™ (a) = pla) = a,

also (nach Definition)
pooteH,.

Das Untergruppenkriterium impliziert dann, dass H, eine Untergruppe von .S, ist.

b) Die Gleichheit H, = {T~'opoT|p € Hi} zeigen wir durch den Nachweis beider Inklusionen.

,2 “t Fir p e Hy gilt

-1

7 oporl(a) = [r o pl(r(@) = [r o pl(1) = 771 (1) = 77N (7(a)) = a,

also nach Definition

rloporec H,.

,C “: Fir o € H, gilt umgekehrt
po:=Toocor '€ Hi,

wie man analog nachrechnet. Also bekommen wir

o=7topporc{r topor|pec Hy}.



I.2 (4 Punkte)

Es seien U, V, W nicht notwendig endlichdimensionale Vektorrdume iiber demselben Korper K und
®:U—-V,¥ :V — W lineare Abbildungen. Zeigen Sie:

a) Ist Wo ®: U — W surjektiv, so existiert zu jedem v € V ein u € U mit ¥(v) = (Vo ®)(u).

b) Ist Yo ® : U — W ein Isomorphismus, so gilt V = Bild ® ¢ Kern V.

Losung:
a) Sei v € V beliebig und w := ¥(v). Da Wo® surjektiv ist, gibt es zu jedem Element aus W ein Urbild
in U unter der Abbildung ¥ o ®. Also existiert insbesondere auch zu w = ¥(v) ein entsprechendes wu.

Damit gibt es zu jedem v € V ein u € U mit ¥(v) = w = (¥ o ®)(u).

b) Wir zeigen zuerst: Die Summe Bild(®) + Kern(V) ist direkt, d.h.

Bild(®) N Kern(¥) = {0}.

Die Inklusion "D’ ist trivial.

Fiir die Inklusion 'C’ sei v € Bild(®) N Kern(¥). Dann existiert wegen v € Bild(®) ein v € U mit
®(u) = v. Anderseits gilt wegen v € Kern(¥) auch ¥(v) = 0. Damit ist

(¥od)(u) =Y(P(u) =¥(v) =0.

Da (¥ o ®) ein Isomorphismus und damit injektiv ist, gilt Kern(¥ o ®) = {0}, woraus © = 0 und
letztendlich v = ®(u) = 0 folgt.

Nun zeigen wir:

V = Bild(®) & Kern(V).

Klar ist: Bild(®) @ Kern(¥) C V.

Es bleibt die Inklusion 'D’ zu zeigen. Sei dazu v € V. Dann existiert ein v € U mit

(Wod)(u) =T(v)  (¥).

Wir betrachten die Vektoren vy := v — ®(u) und vp := ®(u). Dann gilt

e U(v)) =V(v—P(u)) =T(v) — (Vod)(u) =0 (siche (x)!), also gilt v; € Kern(¥),
o vy = ®(u) € Bild(®),

o v=u+ v,

woraus v € Bild(®) & Kern(V) folgt.



I.3 (4 Punkte)

Es seien A := (1 8 ; (1) 1) eine reelle 2 x 5-Matrix, U der von den Vektoren
-1 1 0 -1
1 -1 0 0
11,101,111, -1
-1 0 -1 1
0 -1 -1 0

erzeugte Untervektorraum des R® sowie ® : U — R?, z — Ax.
Bestimmen Sie Basen von Kern(®) und Bild(®).

Losung: Zuerst bestimmen wir eine Basis von U.

-1 +
+ + -1
r— 3 T
-1 1 0 -1 -1 0 0
1 -1 0 0 1 0 0
u o= [| 1], 0 |, 1|, =1 1= 11, 1], 1],
-1 0 -1 1 -1 - -1
0 -1 -1 0 0 -1 -1
(-1)
+ —1
2 \
-1 0 -1 1 0 0
1 0 0 0 1 0
=[] o], 1], ol 1=[lof.lo].] 1]
0 -1 0 0 0 -1
1 -1 -1 1 2 -1
N e
by ba b3

Damit gilt

o(0) = Lan.am, v = [(5) . (5) - (5) 1= 1(7))

und {(1)} ist eine Basis von Bild ®. Damit folgt dim Bild ® = 1 und

dim Kern® = dimU — dim Bild® =3 -1 = 2.

Wegen Ab; = Abs liegt b1 — be in Kern ®. Wegen Abs = (0) liegt auch b3 in Kern ®. Da

0
1 0
-1 0
b1 - b2 = 0 und b3 = 1
0 -1
—1 —1

linear unabhéngig sind, bilden sie wegen dim Kern ®=2 eine Basis von Kern .



I.4 (4 Punkte)

Es seien V = R™" der Vektorraum der reellen n x n-Matrizen und V* der Dualraum von V. Fiir
A €V wird durch
D, V — R
A°1U B — Spur(ATB)

eine Linearform definiert. Zeigen Sie, dass die Abbildung

V — Vv
(I)'{AH@A

ein Vektorraumisomorphismus ist.

Loésung: Wir miissen zeigen, dass ® linear und bijektiv ist.
(i) ® ist linear:
Seien Ay, Ao € V und A € R. Wir miissen nachweisen, dass
D(A; + Az) = P(Ay) + D(A2) und D(AA) = AD(A))
gilt. Das bedeutet, wir miissen die Gleichheit der Abbildungen
Dy4a, =DPa, + Py, bzw. Dra, = AD4,
nachweisen. Dies zeigen wir, indem wir sie fiir alle B € V nachrechnen:
®4,14,(B) = Spur((A; + A2)' B) = Spur(A{ B + A, B)
= Spur(A] B) 4+ Spur(Ay B) = ®4,(B) + ®4,(B)
= (P4, +P4,)(B)
Es folgt also ® 4,14, = ®4, + Pa,. Analog gilt
®y4,(B) = Spur((AA;)"B) = Spur(AA{ B) = ASpur(A{ B) = \®4,(B) = (\®4,)(B)
Damit folgt auch hier )4, = A®4,, und die Abbildung ® ist wie behauptet linear.
(ii) Wir zeigen jetzt, dass ® injektiv ist, indem wir Kern ® = {O} zeigen. Dies geniigt, da V' endlich-
dimensional ist und wegen dimV = dimV™ folgt, dass ® dann auch surjektiv und somit bijektiv
1Eslz.seiem E;; die Elementarmatrizen, also jene Matrizen, die genau in der j-ten Spalte der i-ten

Zeile eine 1 und ansonsten nur Nullen als Eintrége haben. Da die E;; eine Basis bilden, ist ® 4
genau dann die Nullabbildung, wenn fiir alle £;; gilt:

0= (I)A(EZ]) = Spur(ATEZ-j).

Mit A = (aij) ,4,j € {1,...,n} rechnen wir nach:

ayl e ap 0 -+ - 0
@A(Ez]):SpHI'(ATEZ]) = Spur( 1 )
A o o 0 -+ - 0
0 -~ 0 ag 0 --- 0
0 -~ 0 ayp 0 --- 0

Also gilt
CI)A(EU‘) =0 Vi,j 6{1,...,71} = Qi =0Vi,j € {1,...,n} s A=0,
woraus sich Kern ® = {O} ergibt.



I.5 (4 Punkte)
Gegeben seien die reellen 4 x 4-Matrizen der Form

a b ¢ d
b a d ¢

() c da b a,b,c,d e R.
d ¢ b a

a) Bestimmen Sie fiir a = 0,b = 1,¢ = 0 und d = 0 eine Eigenbasis der entsprechenden Matrix.
b) Bestimmen Sie fiir a = 0,b = 0,¢ = 1 und d = 0 eine Eigenbasis der entsprechenden Matrix.
c) Zeigen Sie, dass es eine Basis des R? gibt, die Eigenbasis fiir alle Matrizen der Form (%) ist.

Hinweis: Betrachten Sie Schnittraume je eines Eigenraums aus Teil a) mit je einem Eigenraum

aus Teil b).
Lésung: _1/\ 1)\ 8 8
a) det(A—AE,) =det | o 0 1 | = -1)r= -1+ 1)

0O 0 1 =X
Damit hat A die Eigenwerte 1 und —1. Fiir A = 1 gilt:

-1 1 0 0 T 1 0

1 -1 0 0 T2 | . . 1 0

0 0 —1 1 - =0<=x1=20 N T3=24 & T € El—[ ol |1 ]
0 0 1 -1 T4 0 1

Analog fiir A = —1:

1 1 0 0 T 1 0

1 1. 00 o | _ _ ! 0
00 1 1 3 =0<=ax1=—29 N 3=—24 & T E E_l—[ 0 R 1 }
0 01 1 T4 0 -1

Da sich die Dimensionen der beiden Eigenrdume zu vier addieren, bildet die Vereinigung der Basen
eine Basis aus Eigenvektoren.

b) -2 0 1 0 -2 1 0 0
B 0 -x 0 1| 1 =X 0 0] 0 10 , )
det(A—\E,) = det 1 0 - o l7 det o o0 - 1|7 (A =1)"=(A=1)*(A+1)
0 1 0 =X 0 0 1 =X
Die Eigenrdume F} und E’ ; zu den Eigenwerten A = 1 und A = —1 ergeben sich zu
1 0 1 0
, ol |1 . o 1
El - [ 1 ’ 0 ] und E*l - [ -1 ’ 0 ]
0 1 0 -1

Mit der gleichen Begriindung wie in Teil a) bilden die beiden Teilbasen eine Basis aus Eigenvektoren.
c¢) Fiir die Schnitte von je einem Eigenraum aus Teil a) mit einem Eigenraum aus Teil b) ergibt sich:

1 1 1

=:21 € ElﬂEi, =:29 € E_lﬂEi, =:z23 € ElﬂEil, =:z4 € E_lﬁElfl.

1
1 -1 1 -1
1 1 -1 -1
1 -1 -1 1
21, 22, z3 und z4 sind linear unabhéngig, da sich die Basisvektoren aus Teil a) daraus linear als
$(z1 + 23), 3(21 — 23), 5(22 + 24) und (22 — 24) kombinieren lassen. Man rechnet jetzt noch leicht
nach, dass

Azi =(a+b+c+d)z, Aza=(a—b+c—d)z, Azs=(a+b—c—d)z3, Azg=(a—b—c+d)z

gilt, womit die vier Vektoren ein Basis aus Eigenvektoren bilden.



1.6 (4 Punkte)

Es sei V = R?*3 der Vektorraum der reellen 2 x 3-Matrizen. In V ist durch

1% — Vv
o a1 a1z a3\ (G —daz Q12 +az  2a13+ a3
a1 G2 Q23 a1l + a1 —ai2 + 2a22 a1z + 4ags

ein Endomorphismus gegeben. Bestimmen Sie det(®).
Loésung:

Eine (geordnete) Basis B des R—Vektorraums V' ist durch die Elementarmatrizen

1 00 0 0 O
{E11:<0 0 O>’E21:(1 0 0>,E12,E22,E13,E23}

gegeben. Zur Berechnung der Abbildungsmatrix A von ® beziiglich B bestimmen wir die erste Spalte.
Es gilt

1 0 0
q’(E11)=<1 0 0):1'E11+1-E21+0-E12+0-Ezz+0-E13+0'E23,

womit die erste Spalte von A gegeben ist durch (1, 1,0,O,O,O)T. Analog findet man die restlichen
Spalten der Darstellungsmatrix A von ® beziiglich B:

1 -1 0 000
1 1 0 00O
0 0 1 100
A= 0 0 -1 2 00
0 0 0 0 21
0 0 0 01 4
Damit gilt
1 =110 0|0 O
1 1,10 000
0 0] 1 1(0 0
det(®) = det(A) = det 0 0 l-1 210 0
0 0[]0 0]2 1
0 0] 0 01 4
1 -1 1 1 2 1
= det(1 1)-det<_1 2>-det<1 4)

= (1+1)-(2+1)-8-1)=2-3-7
— 49,



IL.1 (4 Punkte)

a) Bestimmen Sie die Jordan’sche Normalform A der Matrix

3 3 -1
A=|1 1 1 |ec®s
—2 -3 2

und geben Sie eine Matrix S an, fiir die S™1AS = A gilt.

b) Untersuchen Sie, ob es eine Matrix X € C3*3 gibt, die X2 = A erfiillt.
L6sung a) Das charakteristische Polynom von A lautet: det(A — zFE) =
3—x 3 -1 + 1 0 1 -1 -2 1 0 1

11—z 1 ]_(1—x) 11—z 1 5_(1—1;) 01—z 0 (x—1)%(4—z).

-2 -3 2—-=z -2 -3 2-z + 0 -3 4—-=z
Wir bestimmen den Eigenraum zum Eigenwert 1:

E,:=Kem(A—-F)= [(1, -1, —1)T} .

Es gilt somit dimF; = 1, womit fiir die Jordan’sche Normalform A von A folgt:

1 00
0
4

A=11 1
0 0

Zur Bestimmung von S benttigen wir noch weitere Informationen:
Fiir den Eigenraum F, zum Eigenwert 4 gilt:

By = Kern(A — 4F) = [(1, 0, —1)T} .
Fiir den Hauptraum H; zum Eigenwert 1 gilt:
Hi = Kern(A — E)? = [(o, 0,1)7, (1, —1,0)T} .

Es ergibt sich als mogliche Jordan-Basis:

s1:=(0,0,1)T € HI~FEy, s9:=(A—E)s; = (=1,1,1)T € Ey, s3:=(1,0,—1)" € Ey.

0 -1 1
Somit konnen wir S=(0 1 0 wahlen.
1 1 -1

bN) Wir zeigen zuerst, dass es genau dann eine solche Matrix X gibt, wenn es eine Matrix X mit
X? = A gibt: i i
X?=Ae S X2 =Ac (51XS)(S71XS) = A
Mit X := S~1X S folgt die Behauptung.
Es geniigt also, die Gleichung X2 = A auf ihre Losbarkeit zu untersuchen:

1 00
Wir machen den Ansatz X = [pu 1 0
0 0 2
Dann gilt
) 1 00 3 1
X2=|2u 1 0| =4 fir p=-=.
0 0 4 2

Das heifit, fir X := gilt X2 = A. Somit geniigt X := SX S~ der Gleichung X2 = A.

O N =
o = O
-~ O O



I1.2 (4 Punkte)
Fir n > 1 sei V der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < n. Fir n + 1 vorgegebene
verschiedene reelle Zahlen zy, ...,z ist eine Bilinearform (-,-) auf V' gegeben durch

(f,9) =Y f(zi)g(w:).
1=0

a) Zeigen Sie, dass (-, ) ein Skalarprodukt ist.

b) Bestimmen Sie fiir n = 2 und xg = 0,21 = 1,29 = 2 eine Orthonormalbasis von V' beziiglich
<.’ >
Loésung:
a) Ein Skalarprodukt in einem euklidischen Vektorraum ist eine symmetrische, positiv definite Bili-
nearform. Bilinearitéit liegt nach Voraussetzung vor. Wir miissen also die ersten zwei Figenschaften
nachweisen.
e Symmetrie: Seien f,g € V beliebig. Dann gilt

(f.9) =3 Flagle) = 3 glan) fla:) = (9, )
1=0 ]

da R kommutativ ist.

e Positive Definitheit: Sei f € V beliebig. Dann gilt
(F )= fl)fz) = flai)? >0,
=0 =0

da fiir jedes i das Quadrat der reellen Zahl f(z;) grofer oder gleich Null ist.

Falls Gleichheit herrscht, so hat das Polynom f jedes x; als Nullstelle, also mindestens n + 1
verschiedene Nullstellen. Da f aber als Element von V' hochstens Grad n hat, folgt daraus bereits,
dass f = 0 gilt. Andererseits erfiillt das Nullpolynom die Bedingung (0,0) = 0. Also gilt auch
die Aquivalenz

(f./)=0< f=0.
Das ist die positive Definitheit.

Damit haben wir gezeigt, dass (-, ) ein Skalarprodukt ist.

b) Wir geben mit {1, X, X?} eine Basis B von V an. Um daraus eine ONB C = {cj,¢2,¢c3} zu
gewinnen, wenden wir das Orthogonalisierungsverfahren von E. Schmidt an. Wahlen wir als den ersten

Basisvektor in C: 1 1

CTVEL VB

Nun berechnen wir aus dem zweiten Basisvektor X in B einen Vektor, der senkrecht auf ¢; steht.
1~O+1-1+1-2) -
V3 V3 V3T B

Nach Normierung wéhlen wir dann als zweiten Basisvektor:

X —1.

52::X—<01,X>-61:X—(

_ a1

In gleicher Weise gelangen wir zum dritten Basisvektor. Erst finden wir einen Vektor, der orthogonal
auf ¢; und auf ¢y steht:

(X - 1).

5 1 4
53 :IXQ—<61,X2>'01—<02,X2>-62:Xg—ﬁ-?—i'(

‘Wir normieren und erhalten den letzten Basisvektor:

1
-(X—l)):X2—2X+§.

-

cgi= —— = /2 (X2 —2X 4 2.
V/ (3, ¢3) 2 3

Mit den Basisvektoren cq, co, c3 haben wir wie verlangt eine ONB von V' bestimmt.



I1.3 (4 Punkte)

Es seien E ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum und @, ¥ zwei selbstadjungierte Endo-
morphismen von E. Weiter gelte ¥ o & = 0 (Nullabbildung). Zeigen Sie:

a) Es gilt auch ® o ¥ = 0.

b) Bild(® + ¥) = Bild(®) @ Bild(¥).
Losung:

a) Fiir alle z,y € E gilt

(@0 W)(),y) = (z,(®oW)"(y)) = (z,(T* 0 @) (y)) = (z, (Vo P)(y)) =0

Daraus folgt (® o ¥)(x) = 0 fiir alle z, womit auch ® o ¥ die Nullabbildung ist.

b) Wir zeigen zunéchst die Direktheit der Summe, also
Bild(®) N Bild(¥) = {0},

wobei die Inklusion 'D>’ klar ist.
Fiir den Nachweis von 'C’ niitzen wir aus, dass fiir selbstadjungierte Endomorphismen eine ONB aus
Eigenvektoren existiert, wobei die Eigenvektoren zum Eigenwert 0 den Kern, die iibrigen Eigenvektoren
das Bild aufspannen. Damit gilt

(Kern(¥))* = (Bild(¥)) und (Kern(®)) = (Bild(®))*.
Mit W o ® = 0 folgt insbesondere Bild(®) C Kern(¥) = (Bild(¥))*, also

Bild(®) N Bild(¥) C Bild(¥)* N Bild(¥) = {0}.

Wir zeigen jetzt
Bild(® + V) = Bild(®) @ Bild(¥).

Die Inklusion 'C’ gilt wegen

(® + ) (v) = (v) + U(v) € Bild(®) & Bild(¥).

Fiir den Nachweis der Inklusion *>’ gilt zunichst wegen der Selbstadjungiertheit Bild(®?) = Bild(®),
denn das Bild von ® wird von Eigenvektoren zu Eigenwerten ungleich 0 erzeugt. Analog gilt Bild(¥?) =
Bild(¥).

Fiir v = v; 4+ v2 € Bild(®) @ Bild(¥) gibt es also u; € Bild(®) mit v; = ®(u1) und uy € Bild(¥) mit
vy = Y(ug2). Wegen u; € Bild(®) gilt mit ¥ o & = 0 gerade ¥(u;) = 0. Aus ® o ¥ = 0 ergibt sich
analog ®(ugz) = 0.

Damit gilt insgesamt

v=uv+vy = DP(ur)+ V(uz) = P(ur) + V(ur)+ P(uz) +V(uz) =
=0 =0

= (P+9)(up)+ (D + ¥)(uz) = (P + ¥)(uy + uz),

also v € Bild(® + V).



I1.4 (4 Punkte)

Es seien E ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum und ® ein Endomorphismus von E. Die
Abbildung @ heifit winkeltreu, wenn sie injektiv ist und fiir alle z,y € E~ {0} gilt:

cos L(P(z), P(y)) = cos £L(x,y).

Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) @ bildet jede Orthonormalbasis auf eine orthogonale Basis ab, wobei die Bildvektoren alle die
gleiche Norm besitzen.

(ii) Es existiert ein reelles A > 0 mit ®* o ® = \ - idg.

(iii) @ ist winkeltreu.

Losung: (Ringschluss)

(i) = ()" : Es sei {b1,...,b,} eine Orthonormalbasis von E. Da die ®(b;) eine orthogonale Basis
bilden, gilt insbesondere || ®(b;)|| > 0 (i = 1,...,n). Wir setzen X := ||®(b1)[|? = ... = ||®(b,)]|* und
errechnen fiir die orthogonalen Bildvektoren fiir alle ¢, j

0, fallsi#j

@ o a)) = @000 = { ¥ i = o)

Damit gilt fiir ein festes ¢ fiir alle j = 1,--- ,n gerade (®*o®(b;), b;) = (Ab;, b;), woraus sich ®*o®(b;) =
Ab; ergibt. Da dies fiir alle Basisvektoren b; gilt, folgt ®* o ® = Aidg.

'(ii) = (i4i)’ : Die Injektivitdt von ® ist klar, da A~'®* nach Voraussetzung Umkehrabbildung von ®
ist. Wir iberpriifen die Winkeltreue fiir ®:

(2(2),2(y))

cosd (®(x), P(y)) = Tt T
_ <§ 0B)(2).9)
V(@7 0@)( \/( o)l
= )‘< 7y> < >
T VAean/Awy I *Cosi(x Y)

'(#31) = (4)" : Sei {b1,...,b,} eine ONB von E. Dann sind ®(b1),--- , ®(b,) linear unabhingig, weil ®
nach Voraussetzung injektiv ist, und bilden eine Basis von E. Wegen der Winkeltreue sind fiir ¢ # j
die Bildvektoren ®(b;) und ®(b;) zueinander senkrecht. Also bilden ®(by),--- , ®(b,) eine orthogonale
Basis.

Fiir ¢ # j stehen auch b; 4+ b; und b; — b; zueinander senkrecht, was sich leicht durch Nachrechnen
ergibt:
(bi +bj,b; — bj) = (bi, b;) — (b, bj) + (bj, b;) — (bj,b;) =1—-04+0—-1=0.

Wieder wegen der Winkeltreue gilt dies auch fiir ®(b; 4 b;) und ®(b; — b;). Damit erhalten wir

0 = (®(b; +b;),2(b; — b))
(@(bi), D(bi)) — <<I>(b) D(b)) + (B(bs), ©(bi)) — (B(bs), D(b;))
12(b:) 1> = 12 (b;)1%,

weshalb die Bildvektoren alle gleiche Norm besitzen.



IL.5 (4 Punkte)

Es seien U ein endlichdimensionaler unitdrer Vektorraum und @ ein Endomorphismus von U mit
®* = —&. Zeigen Sie:

a) ® ist normal und alle Eigenwerte von ® haben Realteil Null.

b) ® —idy ist bijektiv und (® —idy) ™! o (® + idy) ist eine Isometrie.

Losung:
a) Es gilt
P*oP=(—P)odP=Po(—P)=Pod",

also ist ® normal. Nach dem Satz iiber die Normalform fiir normale Endomorphismen gibt es eine
ONB B von U und Aq,..., A\, € C so, dass die Abbildungsmatrix von ® beziiglich B Diagonalgestalt
hat

Dpp(®) = diag(A1, ..., \n) = diag(ag + 401, ..., an +i05).

Wegen

diag(—a1—iB1, ..., —an—ifB,) = Dpp(—®) = D g(®*) = diag(\1, ..., \,) = diag(a1—iB1, ..., an—iB3)
gilt a; = 0 und die Realteile der )\; sind alle Null. Die \; sind aber gerade die Eigenwerte von .
b) Die Abbildungsmatrix von ® — idy beziiglich B ist

diag(A\1 — 1,..., A, — 1).

Da die Realteile der A; alle Null sind, sind alle A\; — 1 # 0 und ® — idy folglich bijektiv. Die Abbil-
dungsmatrix von (® — idy)~1(® + idy) beziiglich B ist

M1

diag((\ — 174 o (A = D7 - diag(A 4+ 1, ..., Ay 4+ 1) = diag( ).

Da die Realteile der A\; Null sind gilt

N1

Also haben alle Eigenwerte den Betrag Eins und damit ist (® —idy)~!(® +idy) eine Isometrie, denn
B ist orthonormal.



I1.6 (4 Punkte)
In der affinen Ebene R? seien die Quadrik
Q:&H& =1
gegeben sowie eine Schar von Quadriken
2 1 Lo 2
Qn :al] — a&1& + Z(a — 1)52 +a°=0

mit einem Parameter o € R.
Bestimmen Sie alle o € R, fiir die @ und Q,, gleiche Normalform haben.

Losung:
Normalform von Q):

§Gi&e = 2(251«52 +261€2)
= i((ﬁ% +206 4 &) — (6 — 266+ £))
= i((ﬁl + &) - (64— &)%)

Mit g = %(51 + &) und o = %(51 — &) hat @ die Normalform
= =1 (Hyperbel).

Normalform von Q:

0l —atits + 1 (0~ )+ =
2 2
= a(f?—?&%—i—(%) >—a<£22) —i—%(a—i)@—i—oﬁ

2 2 2
- oo g) ool 8) (9o

Die Gleichung von @, kann man also schreiben als

52 2 €2 2 2
( 1 al & 5 =«
Falls v = 0, ist Q, durch &5 = 0 (Gerade) gegeben, hat also eine andere Normalform als Q.
Falls a # 0, ist Qo durch
e\ 1 &)\ _,
da a\>' 2

gegeben. Ist a < 0, dann ist Q, vom Typ ¢?+(¢2 = 1 (Ellipse), und die Normalformen sind verschieden.
Ist a > 0, so ist
G-G=1

mit (7 := &2 = &L _ & {ie Normalform von Qo und stimmt mit der Normalform von @ iiberein.

T 100527 o 2ya

Insgesamt: Normalformen stimmen iiberein < « > 0.



