Lésungsskizzen zur Klausur

Lineare Algebral & Il
Frihjahr 2012

Aufgabe 1.1

Es sei Q die folgende Teilmenge von €2

o={(5 7)lerec)

Hier bezeichnet der Querstrich die komplexe Konjugation.
Zeigen Sie:
(a) Mit den iiblichen Verkniipfungen + und - fiir Matrizen ist Q ein Teilring von C>*2.

(b) Fiir jedes Element g € Q mit g # (§ ) existiert ein Element p € Q, so dass gilt:

.—10—.
pq_()l_qp

(c) Der Ring Q ist kein Korper.

Lésung
ad (a): Zu zeigen ist, dass (Q,+) eine Untergruppe von (C>*2,+) und abgeschlossen bzgl. der Multi-
plikation ist. Es seien g; = (%’ _Eéi) e Q firie {1,2}. Da die komplexe Konjugation ein Kérperautomor-

phismus von C ist, gilt fiir die Differenz

o _far-a -b1+b2\ [(ar-ax -bi+by)\ [a -b 0
N2 E]-EQ a+as B b]-b2 ar—ap B E a ’
wobei a =a) —ay,b =b) — b, € C. Entsprechend gilt fiir das Produkt

o a1a2—b152 —a1by —arby B 611612—19152 —a1by —axby _
e arby+aiby -biby+aiax arby +arb; alaz—b152

S
|
Ny
~—
m
©

wobel a = ajap —b152,b = a1b2 +52b1 eC.

ad (b): Es sei g = (% _Eb). Da det(q) = aa +bb = |a|® + |b|> > 0 gilt, ist ¢ in C**? invertierbar und sein

Inverses
1 a b 2x2
= — eC
P det(q) (—b a) ’

liegt bereits in Q, denn

e g r_ _a r_ _ =b
fiir die komplexen Zahlen @’ = TP+ und b’ = PR

ad (c) Die Multiplikation in @ ist nicht kommutativ. Das sieht man beispielsweise an der folgenden
Rechnung; beachte dabei i = —i:

o S o))l 55 o) o )

In einem Korper muss die Multiplikation aber kommutativ sein. Somit ist Q kein Korper.
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Aufgabe 1.2
Es sei K ein Korper.

(a) Formulieren Sie die Dimensionsformel fiir Homomorphismen zwischen endlichdimensionalen
K-Vektorraumen.

(b) EsseienneIN und v e K"

Bestimmen Sie die Dimension des Untervektorraumes
W={AecK""|Av=0}
von K",

Lésung

ad (a): Es seien V und W endlichdimensionale K-Vektorrdume und & : V— W ein Homomorphismus
von K-Vektorrdumen. Dann gilt:

dimKern® +dimBild® = dimV

ad (b): Wir betrachten die Abbildung & : K" — K", A — Av. Dies ist ein Vektorraumhomomorphis-
mus, denn K" und K" sind (endlichdimensionale) Vektorrdume und fiir alle a € K, sowie A,B € K™"
gilt:

®(aA+B) = (aA+B)v=aAv+Bv=aP(A) +P(B)

AuBerdem gilt W = {A e K" | Av = 0} = Kern® und mit der Dimensionsformel aus Teil (a) erhalten
Wwir:
dimW = dimKern® = dim K" — dimBild® = n*> — dimBild ®

Fiir die Bestimmung von dimBild® treffen wir eine Fallunterscheidung zwischen v =0 und v # 0.
Im Fall v=0ist Bild® = {A-0|A € K"} = {0}, also dimBild® = 0. Im Fall v # 0 ist Bild® = K":
Offensichtlich gilt Bild® c K". Andererseits gibt es ein i € {1,.. n} so dass der i-te Eintrag v; von v
nicht O ist. Es sei A; die Matrix, die an der Stelle a;; den Elntrag — und sonst nur Nullen hat. Dann
ist A;v der j-te Elnheltsvektor Es liegen also alle E1nhe1tsvektoren im Bild von @ und, da Bild® ein
Untervektorraum von K" ist, auch deren Aufspann, also K" € Bild®. Insbesondere ist dimBild® =n.

Es gilt also dimW = n? falls v = 0 oder dimW = n?> —n=n(n—1) falls v # 0.
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Aufgabe 1.3

Es sei das folgende Gleichungssystem gegeben:

x + y = -1
-x + y + 2z =
x + 3y + oz = 1

(a) Bestimmen Sie fiir jedes o € @ die Losungsmenge obigen Gleichungssystems iiber Q.

(b) Bestimmen Sie fiir jedes o € Z /27, die Losungsmenge obigen Gleichungssystems iiber Z /27,

Lésung

ad (a): Der Gauf3-Algorithmus iiber Q liefert:

1 -1 -1

1 0 1 10 11 0 |-1
-11 23 |~]02 2|2 |~] 01 1
3 o 0 2 al?2 0 0

1
1 1 a-210
Fiir o = 2 ist z frei wihlbar und es folgt y=1-zund x = —1-(1-z) = -2+ z. Die Losungsmenge lautet

in diesem Fall:
-2 1
]LQ:{ I+ -1 teQ}

0 1

Fiir o #2 gilt z=0,y = 1 und x = -2. Die Lésungsmenge lautet dann:

()

ad (b): Der GauB-Algorithmus iiber Z /77, liefert:

011 1 1 011
0O/1 |~]0O0 010
o1 0 0 |0

Fiir ¢ = 1 gilt z =0, y ist frei wihlbar und es folgt x =1—y = 1+y. Die Losungsmenge lautet dann:

1 1 1 0
ILZ/zzz{ 0]+t]1 teZ/zz}:{ 0l,]1 }
0 0 0/ \0

Fiir a0 = 0 sind y, z frei wihlbar und es folgt x =1 -y = 1+y. Die Losungsmenge lautet dann:

1 0 1 1 1 0\ /0
]LZ/ZZ:{ 0l+t]0]+s]1 t,seZ/zz}:{ ol,lo].,11]]1 }
0 1 0 0 1 1/\0
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Aufgabe 1.4

Es seien V und W endlichdimensionale Vektorrdaume, V* und W* die Dualrdume von V bzw. W und
@ :V — W ein Homomorphismus. Es bezeichne ®* : W* — V* die zu ® duale Abbildung.

(a) Geben Sie die @* definierende Abbildungsvorschrift an.
(b) Es gelte nun W =V. Des Weiteren sei U ein Untervektorraum von V.
Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden beiden Aussagen:
(i) Der Untervektorraum U ist in Kern & enthalten.

(ii) Fiir alle ¢ € V* ist U ein Untervektorraum von Kern ®*( o).

Lésung

ad (a): Die zu @ duale Abbildung ®* : W* — V*, ¢ —> ®*(¢) ist wie folgt gegeben: Fiir veV
definiere @* (@) (v) = (P (v)).

ad (b): (i) = (ii): Es seien @ € V* und u € U. Aus u € Kern @ folgt dann ®* (@) (u) = ¢(P(u)) = ¢(0) =0,
also insbesondere u € Kern®* (). Somit gilt U ¢ Kern®* (¢).

(ii) = (i): Ist U nicht in Kern® enthalten, so existiert ein u € U mit ®(u) # 0. Dann lésst sich nach dem
Basisergédnzungssatz v; = ®(u) zu einer Basis {vy,...,v;} mit k = dimV ergidnzen. Da V endlichdimen-
sional ist, existiert die dazu duale Basis {v},...,v{}. Nun folgt aus

7 (vi) () = vi (P(u)) =vi(v) =10,

dass u ¢ Kern®(v}) gilt. Die Aussage (ii) gilt also nicht.
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Aufgabe 1.5
Es sei fiir s € R die reelle Matrix
-1 0 -2 2s+2
A= —s?+s 1 -s+1 2s%-s5-1
s -1 0 0 2
-1 0 -5 s+2

gegeben.

(a) Berechnen Sie die Eigenwerte von Aj;.
(b) Bestimmen Sie alle s € R, fiir die A; diagonalisierbar ist.

(c) Berechnen Sie fiir s = 0 eine Basis aus Eigenvektoren.

Lésung

ad (a): Es ist X € R genau dann Eigenwert von Ay, wenn X Nullstelle des charakteristischen Polynoms
CPy,(X) =det(A;—XT) ist, wobei I die Einheitsmatrix bezeichne. Also genau dann, wenn gilt:

-1-X 0 =25 2s+2 +
2 2
—s+s 1-X —-s+1 2s°-s5-1
0 = CPy(X) = det 1 0 % ’ j*
-1 0 —s s+2-X -1 42

1-X 0 -2+2X
(1-X)det] 0 s-X X-s
-1 -5 s+2-X

(1-X)*(s=X)(-X)

Dies tritt genau dann ein, wenn X € {0, 1,5} gilt.

ad (b): Zur Untersuchung der Diagonalisierbarkeit von A; muss iiberpriift werden, wann die geome-
trische Vielfachheit (also die Dimension des Eigenraumes) jedes Eigenwertes mit seiner algebraischen
Vielfachheit (also der Potenz des zugehorigen Linearfaktors im charakteristischen Polynom) iiberein-
stimmt. Wir betrachten zunéchst den Eigenraum E; zum Eigenwert 1: Es gilt dim E} =4 —Rang(A;—1)
und

-2 0 -2 2s5+2 +
2

~?+s 0 —s+1 25°-s5-1 + o
Rang(A;-1) Rang 10 -1 > j B
-1 0 - s+1 -1 4-2 ]+

s(1-s) 0 0 2s(s—1)
= Rang| -1 0 -1 2
0 0 1-s s—1

1firs=1,
= 2 fiir s = 0,
3 sonst.
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Hiermit folgt, dass die Matrix A; fiir s ¢ {0, 1} nicht diagonalisierbar ist, da dim E; = 1 gilt, die algebrai-
sche Vielfachheit des Eigenwertes 1 jedoch zwei betrigt. Fiir s = 1 ist dim E| = 3. Das charakteristische
Polynom hat die Form CP4, (X) = (1-X)?(~X) und A, ist somit diagonalisierbar. Fiir s = 0 ergibt sich
nun fiir die Dimension des Eigenraumes Ey zum Eigenwert O

-1 0 0 2
. 0 1 1 -1
dimEp=4-Rang(A¢g—0-1) =4—Rang 100 2 =2,
-1 0 0 2

und die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten beider Eigenwerte stimmen jeweils iiberein,
was zeigt, dass Ag diagonalisierbar ist.

Zusammenfassend ist also A; genau dann diagonalisierbar, wenn s € {0,1} gilt.

ad (c): An den Matrizen aus Teil (b) liest man fiir s = 0 die entsprechenden Eigenrdume ab.

0 1 2 0

1 1 1
El—[ 0 y 1 ] und Eo—[ 0 y 1 ]

0 1 1 0

Diese vier erzeugenden Vektoren bilden damit aus Dimensionsgriinden eine Basis aus Eigenvektoren.
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Aufgabe 1.6

Fiir die natiirliche Zahl n sei A,, die reelle n x n-Matrix mit den Eintrigen

i fallsi=j-1,
1 fallsi=j,
aij = . ..
—j fallsi=j+1,
0 sonst.
Zeigen Sie, dass det(A,) = n! gilt.
Lésung
Es gilt:
1 1 0 0 O 0
-1 1 2 0 O 0
0O -2 1 3 0 0
A, = o - - :
0
: « o n-1
o - 0 1-n 1
Fiir i = 1,...,n addieren wir jeweils die i-te Zeile zu der (i+ 1)-ten Zeile und erhalten:
1 1.0 0 0 - 0
2 2 0 0 - 0
0O 0 3 3 0 - 0
det(A,) =det|: O - : :
0
: . . n-— 1
0 - 0 0 n

Entwickeln wir nun nach der ersten Spalte, ergibt sich det(A,) = n!.
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Aufgabe II.1

Es sei die reelle Matrix

|

—_
- o O O
[ S s
_—_— =

gegeben.

Bestimmen Sie die Jordansche Normalform A sowie das Minimalpolynom m von A, und geben Sie eine
regulire Matrix S an, so dass A = S™'AS gilt.

Lésung

Das charakteristische Polynom von A ist

X-1 0 1 1
1 X 0 0
CPA(X) = det 0 0 X-2 1
-1 -1 0 X-1
0 1 1 X-1 1 1
= —det] 0 X-2 -1 |+Xdet] O X-2 -1
-1 0 X-1 -1 0 X-1

—(1+X-2)+X((X-1)*(X-2)+1+X-2)= (X -1)*.

Hier haben wir erst nach der zweiten Zeile entwickelt und dann die Regel von Sarrus verwandt.

Die einzige Nullstelle von CP4(X) ist 1, und demnach ist 1 der einzige Eigenwert von A. Insbesondere
ist R* der Hauptraum zum Eigenwert 1, und wir bestimmen die GroBen der Jordan-Kistchen, indem
wir die Ringe der Potenzen (A —I)* berechnen. Es ist

0O 0 -1 -1
Rang(A -1) =Rang _01 _01 (1) (1) =2,
1 1 0 0

und daher gibt es zwei Jordan-Késtchen, denn der Eigenraum von A zum Eigenwert 1 hat Dimension
4-Rang(A-1)=2.Da

-1 -1 -1 -1
Rang((A-1)%) =Rang i 1 i i =1

-1 -1 -1 -1

gilt, gibt es mindestens ein Jordan-Késtchen der Linge > 3, also wegen der Grofle der Matrix genau
eines der Linge 3 und eines der Linge 1.
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Mithin folgt fiir die Jordansche Normalform A und das Minimalpolynom m:

und m(X)=(X-1)°

Nun wihlen wir einen Vektor b, auBerhalb von Kern((A —1)?), und setzen dann by = (A —1)b,,
by = (A—1)b3 und ergiinzen diese durch Wahl eines Vektors b; € Kern(A —I) zu einer Basis von R*.
Konkret:

1 0 -1 0
0 -1 1 0
bg— 0 ,b3— 0 ,b4— 1 und bl— 1
0 1 -1 -1
Dann ist
0 1 0 -1
0 0 -1 1
S=(bibabsba)=| | o 4
-1 0 1 -1

eine invertierbare Matrix mit A = S™'AS.
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Aufgabe 1.2

Es sei R’ versehen mit dem Standardskalarprodukt. Der Untervektorraum U werde von den folgenden
Vektoren aufgespannt:

1\ (1\ (-2\ (1
2| 3] [-4] |4
TN EINE
of o] o] |o
o] \1 1] \2

Des Weiteren sei der Vektor v = gegeben.

—_— =N DN =

(a) Finden Sie eine Basis von U*.
(b) Geben Sie eine Orthonormalbasis von U+ an.
(c) Bestimmen Sie die orthogonale Projektion 7y. (v) von v auf U*.

(d) Berechnen Sie den Abstand zwischen v und U.

Lésung

ad (a): U* ist der Losungsraum des folgenden LGS:

1 2 1 00 1 0 0 0 -3
1 3 1 0 1]cas]O 1 0 O 1
2 -4 -101]7lo0o 10 1
1 4 1 0 2 00 0O0 O
Daraus lesen wir eine Basis fiir U+ ab:
0 -3
0
c1=101], =
1
0 -1

ad (b): Die Basis aus Teil (a) ist bereits eine Orthogonalbasis. Es bleibt nur noch, die Vektoren zu
normieren. Wir erhalten somit die folgende Orthonormalbasis:

0 -3
c 0 c 1 !
1 2
b] = —= 0 s = 1
led {4 leal V12|
0 -1

ad (c): Die orthogonale Projektion ist 7wy (v) = (v, b1 )by + (v,b2)b2 = b;.
ad (d): Der Abstand von v zu U betrigt d(v,U) = || my. (v)| = |b1] = 1.

10
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Aufgabe 11.3

Es seien n € IN, (V,(-,-)) ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum und y ein Endomorphismus
vonV.

Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Der Endomorphismus y ist eine selbstadjungierte Isometrie.

(ii) Es gibt eine Orthonormalbasis {vi,...,v,} von V aus Eigenvektoren von y und Eigenwerte
ge{-1,1} mit y(v;) =g, fir 1 <i<n.

Lésung

Der aus der Vorlesung bekannte Spektralsatz fiir selbstadjungierte Abbildungen besagt, dass ein Endo-
morphismus y eines endlichdimensionalen euklidischen Vektorraumes V genau dann selbstadjungiert
ist, wenn es eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren von y gibt.

(i) = (ii): Der Endomorphismus ¥ sei eine selbstadjungierte Isometrie. Dann existiert nach dem Spek-
tralsatz eine Orthonormalbasis {vi,...,v,} von V aus Eigenvektoren von y. Da y eine [sometrie ist,
gilt (v,w) = (y(v), y(w)) fiir alle v,w € V. Es sei € der Eigenwert von y zum Eigenvektor v;, dann gilt

1= (vi,vi) = (W), w(vi)) = (&vi. &vi) = €7 (vi,v;) = &

und es folgt & € {-1,1}.

(ii) = (i): Es sei nun {vy,...,v,} eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren von y und es gelte
y(v;) = &v; mit g € {-1,1}. Nach dem Spektralsatz ist y selbstadjungiert. Um zu beweisen, dass ¥
eine Isometrie ist, zeigen wir (y(v), y(w)) = (v,w) fiir beliebige Vektoren v,w € V: Es seien v,w € V.
Dann existieren o, B € R, i€ {1,...,n},sodass v=Y7 ozv; und w = 3| Biv; gilt und es folgt:

((»), y(w)) = (W(Zi o), w(Z5 Bivi)
VR (), S By ()
(T cigvi, Xy Bigjv))
i1 X cigiBje{vi,v))
el 04 Big} (vi, vi)
Yie1 &Bi{vi,vi)
e Yo ifivisvj)
(-,-) ist bilinear
= (X avis Xy Bivi)

= (V7W>

(+,) ist bilinear

<
)

[N
—_

Por

11
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Aufgabe 11.4

Es seien n € IN, V ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -), und es be-
zeichne | - | die durch das Skalarprodukt induzierte Norm. Weiterhin sei & ein Endomorphismus von
V mit der Eigenschaft, dass fiir alle Untervektorrdume U von V

(U = (2(U))"

gilt.

Zeigen Sie:
(a) Fir alle x,y €V folgt aus (x,y) = 0 stets (P(x),P(y)) =0.
(b) Fiir alle x,y €V folgt aus |x| = |y| stets | P(x)|| = [|[DP(y)].

(c) Es gibt eine Isometrie ¥ von V und ein ¢ # 0 mit & = ¢-P.

Lésung

ad (a): Es seien x,y € V mit (x,y) =0, also y € [x]*. Nach Voraussetzung gilt dann ®(y) € [®(x)]*, also
(®(x),®(y)) =0.
ad (b): Es seien x,y € V mit ||x| = |y|. Dann folgt aus

(x+y,x-y) = (x,5) = (x,3) + (1,x) = (v,y) = x> = [y|* =0
mit (a), dass

0= (q)(x+y)7q)(x_y)>
(D(x) +D(y), P(x) - (v))
(D(x),2(x)) = (P(x), P(y)) +(P(y), P(x)) — {D(¥), P(¥))

= [@(0))* - |e)I?
gilt und somit |®(x)| = |P(y)| erfullt ist.

ad (c): Wegen ®(V) =®([0]*) =P([0])* =[0]* =V ist ® surjektiv, und da V endlichdimensional ist,
ist @ ein Automorphismus. Wir zeigen zunéchst, dass ein ¢ > 0 existiert, so dass |®(x)| = c||x|| fiir alle
x €V gilt: Fiir x,y € V \ {0} existieren ¢, >0 und ¢, > 0 mit |®(x)| = ¢c|x| und [®(y)| = cy|y|. Dann
gilt wegen

1 1
Il =gl

()l = lo(gp)l

_ M| _[eM] _
Y= = =cy.
<l [

Es sei ¢ = ¢, und ¥ = ¢~'®. Dann gilt |[¥(x)| = ¢7!||®(x) | = ¢ '¢|x|| = |x| fiir alle x € V. Damit ist ¥
eine Isometrie und es gilt & =c- V.

nach (b) auch

Dies ist gleichbedeutend mit

12
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Aufgabe 11.5
Es sei n € IN und A € C"™" eine Matrix mit Rang(A) = 1.
Zeigen Sie:
(a) Es gibt v,w e C", so dass v-w* = A gilt; dabei sei w* =w'.

(b) Die Matrix A ist genau dann normal, wenn v und w aus Teil (a) linear abhédngig sind.

Lésung

ad (a): Da A Rang 1 hat, sind die Spalten paarweise linear abhiingig und es gibt eine von Null verschie-
dene Spalte. Es sei v diese von Null verschiedene Spalte. Dann ist die i-te Spalte von A gleich w;v fiir
eine komplexe Zahl w; und es folgt

A=(Wpywy ... W) =v-w =v-w*.

ad (b): Es seinen v und w wie oben. Dann gilt

—T

A"=A =w*
und es folgt
A-A"=(w"-w)yy”
sowie
ATA=( v)wew”.
Sind v und w linear abhingig, so ist w = cv fiir eine komplexe Zahl ¢ und aus obiger Rechnung folgt

A-A* =[P (v v)vvt =AT-A,

also ist A ist normal.

Wenn umgekehrt A normal ist, dann gilt A-A* = A*-A. Nun sind aber die Spalten der linken Matrix
Vielfache von v, wihrend die Spalten der rechten Matrix Vielfache von w sind. Aus der Gleichheit der
beiden Matrizen folgt, dass v und w Vielfache voneinander sind, also auch linear abhéingig.

13
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Aufgabe 11.6

Es seien gi,g2,¢3 Geraden in R?, dabei seien g; und g, nicht parallel. Weiterhin seien Parameter
ai,bi,ci € R fiir 1 <i <3 gegeben, so dass

X
gi= {( ) e R? | aix+b;y+c; :0}
y
gilt.
Zeigen Sie, dass g1,g»> und g3 genau dann einen gemeinsamen Punkt besitzen, wenn gilt:
ar bi ¢

detlax b, ¢ |1=0
a3 by c3

Lésung

Es sei

Wenn () ein gemeinsamer Punkt der drei Geraden ist, dann gilt A ()y;) =0, und da (%{) nicht 0 ist, ist
A nicht invertierbar, also gilt det(A) = 0.

Wenn umgekehrt det(A) = 0 erfiillt ist, dann gibt es einen von 0 verschiedenen Vektor v = (g) mit Av =0.
Da die ersten beiden Geraden nicht parallel sind, sind auch ihre Normalenvektoren (Z: ) und (Zi ) nicht
parallel, und deshalb gilt det (“1 b') #0. Es folgt z # 0, da sonst

ay by
aq b] X
=0
& )0

gilte, was wegen der Regularitidt der 2 x 2-Matrix auch x = y = 0 nach sich zoge. Nun kénnen wir alles
durch z teilen. Wegen

x/z
Aly/z|=0
1
ist damit (fﬁ) ein Punkt, der auf allen drei Geraden liegt.

14



