< O ‘ | 17.03.2016
x M z .
@ ?3 : Schmidt/Tuschmann
2 _
&

)
%Karlsruher institut'a\
fiir Technologie (KIT}

Lineare Algebra |, WSI5/16 Haupt

Aufgabe .1
Es seien _
a=1(2? la bceR,ac#0
. - O c ;0,C , @C
und : |
. a . b
(s ) osemane)
Zeigen Sie:

{a) G ist bzgl. der Matrizenmultiplikation eine Untergruppe von GLa(R).
(b) Die Abbildung
fa b a b
¢:G— R\ {0}, (0 C) — det (0 c)
ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus auf (R\ {0},-) mit Kern¢ = N.

Aufgabe 1.2
Es seien V ein reeller Vektorraum, n € N mit n > 3 und z1,....2, € V paarﬁveise verschiedene

Vektoren. ‘
(a) Zeigen Sie, dass die Mengen A = {z3,...,%} und B = {x; +2; | 1 <4 < j < n} denselben

Untervektorraum von V erzeugen.

{b) Beweisen oder widerlegen Sie die folgende Aussage:

Die Mengen {z1,...,%n} und {z; —; | 1 < i < j < n} erzeugen denselben Untervektorraum
von V.

Aufgabe 1.3
Es sei die lineare Abbildung @ : R* — R? durch

1 -1 1 1
z— |13 2 2 0 |-z
1 4 0 -2
gegeben.

Bestimmen Sie eine geordnete Basis B des R* und eine geordnete Basis C des R3, so dass ® beziiglich

B und C die Abbildungsmatrix
1000
01600
0 0 0O

besitzt.
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Aufgabe 1.4

Es seien K ein Kérper und V = {az?® + bz + c | a,b,c € K} der Vektorraum der Polynome vom Grad
< 2 mit der Basis by = 1, by = z und b3 = 2. Weiter sei V* der Dualraum von V mit dualer Basis
= {07, 05,53}.

(a) Zeigen Sie, dass fiir jedes & € K die Abbildung A\y: V — K, f — f(a) ein Element des
"~ Dualraums V'~ ist.

(b) Stellen Sie ), als Linearkombination von b}, b} und 5* dar.

(c) Zeigen Sie, dass {\q, )\,3, v} fur paarweise verschiedene a [3’ v € K eine Basis von V™ ist.

Aufgabe 1.5

Es seien K ein Kérper und n € N. Im Vektorraum K™*" bilden die Elementarmatrizen E;;, welche
genau an der Stelle (i, j) eine 1 und ansonsten nur 0 als Eintriige haben, eine Basis.

Es seien A, B € K™*" und damit die lineare Abbildung

&: KM — K™ X ey AXB
gegeben.
Zeigen Sie:

(a) Sind A und B Diagonalmatrizen, so bilden die Elementarmatrizen elne Bas1s aus Eigenvektoren
von .

(b) Sind A und B diagonalisierbar, so ist auch ® diagonalisierbar. |

Aufgabe L&

Es sei fiir z € R und n € N die (n + 1) x (n + 1)-Matrix
1 T x x

0 z+1 T T
A, = 0 T T+ .

A=
]

0 =z T m+%

gegeben.
Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion, dass det A, = % (1 + B ”(n"'l) ) gilt.
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Mugeridsung

Lésung A1
Zu (a): Es gilt G C GLa(R), denn jedes (g i) € G erfiillt 0 # ac = det (g i) Offensichtlich
enthilt 7 die Einheitsmatrix, ist also nicht leer. Fiir (8 i) \ (g ;) € G gilt

a b7 (d €Y _ 1 (c —b\(fd'e\ _1 (e ce—bf\ _,
0 ¢ 0 f/ ac\l a 0 f/ ac\0 af :
~ denn (c—(‘%)f;l = [-f{- # 0. Somit ist e eine Untergruppe von GLy(R).

Zu (b): Die Abbildung ¢ ist surjektiv, da fiir jedes 7 € R\ {0} die Matrix (1

0
“det -(1 0) = 7 erfiillt.
0 r

Da det(AB) = det Adet B gilt, ist ¢ ein Homomorphismus.

S) in G liegt und

Offenéichtlich ist die Menge N in Kern ¢ enthalter.. Andererseits folgt fir jede Matrix (g i) €

a
0

a

Kern ¢ aus 1 = det ( 0

2) = ac, dass ¢ = ! und damit ( i) € N gilt. O
Lésung A2

"Zu (a):  Offensichtlich gilt [B] C [A]. Umgekehrt sei i ¢ {1,...,n}. Wegen n > 3 gibt es
.k € {1,...,n}, so dass 4, j, k paarweise verschieden sind. Es folgt =~

1 1 !
3 = (i + 35) + 5w+ o) — S(w;+ 2) € 1B

Damit gilt auch [4] C [B].

Zu (a): Die von den angegebenen Mengen erzeugten Unterrdume sind im Allgemeinen nicht gleich,
denn setzt man V = R? sowie

= (3) = (0 o= (%),

21, T2, 73] = R?

1 — z2, 21 — T3, 22 — x3] = [(_}J ; (_11) :_ (_22)] = [(—11)] #R?.

dann gilt

aber
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Lésung A3

Wahlt man
[1} 1
by = 0 und ¢; = @(51) =13
sowie
by = 0 und ez = ®(be) ={ 2 |
0 4
1 ]
so bildet C = {cy, 9, ¢3) mit ¢3 = | 0 | eine Basis von R® denn
\0
1 -1 1
det(ci,co,ca) =det {3 2 0} =1(12-2)=10+#0.
- 1 4 0 .
—4 -2
Mit dem Gauf-Algorithmus errechnet man eine Basis {bg = é ,bg = g } von Kern @.
0 5
Dann besitzt ® beziiglich. der geordneten Basen B = (b1, b2, b3, b4) und C = (c1, ca, c3) die geforderte
Abbildungsmatrix. ' ‘ O

Losung A4
Zu (a): Essei @ € K. Fiir Polynome p = az? + bx+c¢, g=dr’+ex+ f und § € K gilt: -

Ao+ q) = (6p+ @) () = 6(ac® + ba + ¢} + do® + ea + f = 6Aq(p) + Aalg)

Zu (b): Fiir p = az? + bz + ¢ folgt aus b](f) = ¢, b3(f) = b und b3(f)=a
| Xalf) = ac? + bo + ¢ = B3(F)o? + b3(Fo + bi(f) = (@8] + abl -+ b7)(f)
also gilt Ay = b3 + bl + b].

Zu (c): Es seien «, 8,7 € K. Nach (b) haben X,, Ag und A, beziiglich der Basis ], b5, b} die

. 1 1 1 .
Koethzientenvektoren (af), (ﬁ) und (7) . Sind @, S und v paarweise verschieden, so sind

az ﬁ2 ’YQ

wegen
1 1 1
det | @ B v =(O-B)r—a)f-a)#0
012 ,62 ,7,2
die Koeflizientenveltoren und damit A,, As und AT linear unabh&ngig. Diese bilden eine Basis von
V* da dim V* = dim V = 3 gilt. : L]
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Losung A5

Zu (a): Es seien

A= und B = .
0 (89 0 Bn

Da ®{E;;) = AE;;B = ;f;Ey; fur alle 4,5 € {1,...,n} gilt, ist die aus den Elementarmatrizen
bestehende Basis B eine Eigenbasis und damit @ diagonalisierbar.

Zu {b): A und B sind genau dann diagonalisierbar, wenn regulire Matrizen T, § € K™*" mit
—C_Kl 0 ’ Bl 0]
TIAT = =4 und S7'BS= =B
L
existieren.

Nach (a) oilt ZEWE = “di-ﬁ-jEij, also T_lATE-,;j S1BS = agEJEU und somit ATE@jS_lB =.
a@-EjTEijS -1 f_iir alle .7 € {1....n}. Damit wiren die n? Vektoren Fyy = TE;S -1 Eigenvektoren,
falls F',-;j # 0 gilt. ' .

Wir zeigen, dass die Vektoren F;; sogar linear unabhéngig sind: Es gilt genau dann

n

0= 3 AjFyj=3_3 MTE;ST'=T(> Y AjEy)S™,

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

0= T"l(jS = Zn: i Aij By

i=1 j=1.

WernIn

‘gilt. Da die Vektoren E;; linear unabhiingig sind, folgt daraus A;; = 0 fir alle 4,5 € {1,...,n}, also
die lineare Unabhéngigkeit der Fj;. ‘

Somit bilden die n? = dim K™*™ Vektoren F;; eine Basis aus Eigenvektoren von @ und & ist diago-
nalisierbar. : . O
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Losung AB

. 1 fes
Mit det ( 0 z41 |
Subtrahiert man in A,,1 die vorletzte Zeile von der letzten und entwickelt nach der letzten Zeile, s0

gilt unter der Induktionsannahme det A, = % (1 + "—("-121'—1253)
x
T
T

) =z+1= %(1 + -1@33) ist der Induktiohsanfang gezeigt.

1 T x T T
0 z+1 T z T
0 T T+

BO—
N
8

det Ani1 = det

n—1 z
0 =z T z z+1 ¢
, . 1
0 0 0o - 0 -+ o
1 @ T N T
0 z+1 T
onsta 1 ont3, L 0 T $+% o
,I (—1) m det An + {—1) (—E) det
0 T $+n—1f
0 T T
1 0 0 - 0 0
01 0 - 0 0
0 1 . 0 0
= 1 det A, + X det 2
n+1 n :
1
0 0 0 - = 0
0 =z =z T
1 1 n(n+ 1) 1 1
“n+1ﬁ(l+ 2 m)+n(n—1)lx
1 n(n+1) 1
RECES (1+ 5 sc>+n!a:
_ 1 1+n(n+1) 2(n -+ 1)
(n41)! 2 2
1 (n+1)(n+2)
“(n+1)!(1+ 2
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