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Aufgabe L1 _
Fiir eine reelle Zahl x € R sei die Matrix

gegeben und es sei G = {A; | x # (0}

) c ]RZXZ

SR B
[ L

Zeigen Sie:

{a} (G, =) ist eine abelsche Gruppe wobei * die tibliche Matrncnulhphkahon be-
zeichnet.

(b) Die Menge H = {A; | x € Q, x # 0} ist eine Untergruppe von G.
(c) (G, *) ist isomorph zur multiplikativen Gruppe R\ {0}.

Aufgabe 1.2
Gegeben seien die folgenden Untervektorraume von R%:
1

- |

[N N
NN = O

1

2
131

2

— N

2

3
‘14

6
Bestimmen Sie fiir jeden der Vektorraume U, W, UNW und U+ w
seine Dimension.

/ eine Basis und

Aufgabe 1.3
Fiir & € R sei die lineare Abbildung

X2 X7+ 2% — 4xs + Dxs
b, RE SR, x= |23 = 25+ 3xp + 233 — x5 :
X1+ X2 + axs + atxs — 6xs
gegeben.
(a) Bestimmen 5ie alle & € R, fir die @, surjekiiv ist. -
(b) Begriinden Sie, ob es Parameter & € R gibt, fiir die @, injekiiv ist.
(¢} Berechnen Sie in Abhiingigkeit von & € R eine Basis von Kern{@,}.

Aufgabe L4

Fiir einen {nicht notwendigerweise endlich dimensionalen) Vektorraum V iiber einem
Kérper K seien zwei Untervektorrdume U und U gegeben mit U C U;.

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung
O V/UL = VU, w+lhy—ut+lh
ein surjektiver Vektorraum—Homomorph;smus ist.
(b} Bestimmen Sie den Kern von ®.
(c) Zeigen Sie, dass der Faktorraum (V/Uy)/(Uz/LL) isomorph zu V /U ist,
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Aufgabe L5

Es seien n > 2 eine natlirliche Zahl und A, B € C™*" Matrizen iiber dem Kérper C.
Zeigen Sie: '

{a) Hat A den Eigenwert & = —2, so ist A% + 24 nicht invertierbar.

(b) Besitzt B paarweise verschiedene Bigenwerte Ay, Ay, ..., Ar €C und gilt fir den
Eigenraum E,, zum Eigenwert A

dim(Ey ) =n—r+1,

so ist B diagonalisierbar.

Aufgabe L6
Es seien n > 2 eine natiirliche Zahl, K ein Korper, &, 8 € K und

B a & 01 1
e BT & |- 1 0 . 1
Apr= |1 o0 0 0 i, Ba= o e el | €K
o 1
13 e B 1 10

(a) Zeigen Sie dass die Determinante von A, gegeben ist durch die Formel

det(An) = (B—&)" (B + (n - 1)a).

(b) Berechnen Sie die Determinante der Matrix B,.
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Musterlésung

Aufgabe 1

Losungsvorschlag

(a) Zunichst berechnen wir fiir A,, Ay e G

3 _% ¥y _¥
— z 7 7%
Aﬂu‘ly—(_5 x) ¥y
) 7z .
o A R -
. ey -3 T -
"\ om_m omy,m [T A (*)
7 T3 T T

Da aus x,y # 0 auch x - y 0 folgt, ist ,+” eine Verkniipfung auf G.

Wegen Ay x Ay = Ayy = Ayr = Ayx Ay lst ,,*“ kommutativ; die Assoziativitit
folgt aus der Assoziativitit der Matrixmultiplikation.

Die Matrix A = ) € G ist neutrales Element von G, denn fiir

(& B B

1
z
3
Ay E G beliebig gilt nach ()
Ar* Ay = Ayq = Ay
Sei nun Ay € G ein beliebiges Element von G. Dann existiert wegen x # 0 auch
x7! € R\ {0} und dank der Gleichung
Ay *Ar—i = Ax_r—i = A
sehen wir, dass das Element A, € G das Inverse zu A, ist.
Insgesamt ist (G, *) also eine abelsche Gruppe.

(b) Um'zu zeigen, dass H eine Untergruppe ist, wenden wir das Untergruppenkri-
terium an.

Zunidchst ist wegen 1 € @ das neutrale Element A; von G in H enthalten, also
insbesondere H # ©. Weiter gilt fiir beliebige A;, AyeH

Ay (Ay)_] = Ay * Ay—l = A
Da mit x,y € Q auch das Produkt x -y~ in Q Hegt, folgt A, » {4,)~ € H.

xy-1-

(c) Wir betrachten dazu die Abbitdung & : R\ {0} — G, x — A,. Es gilt wegen
(=) fur beliebige x,y € R\ {0}

D(x y) = Ary = Ar+ Ay = B(x) = D(y),
das heifst ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus.

Weiter ist @ surjektiv, .denn zu jedem A, € G gibt es ein Urbild, niimlich x ¢
R {0}.

& ist auch injekitv, denn &(x} = @(y) ist dquivalent zu A. = Ay, was nur fiir
x = y moglich ist. .

Insgesamt ist ¢ also ein Isomorphismus und damit sind die Gruppen {R \, {0}, )
und (G, *) isomorph.
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Aufgabe 2

Lisungsvorschlag

Um eine Basis von U zu bestimmen, schreiben wir die erzeugenden Vektoren als
Zeilen einer Matrix, die wir mit dem Gauf Algorithmus vereinfachen.

11 2 1 -1 -2 11 2 1 j+ 101 0
1 2 3 2 :L ~le 1 1 1 _13~(0111).
2 -1 1 -1 + 0 -3 -3 -3 A+ 0600

Es folgt dim(1J) = 2 und eine Basis von LI ist gegeben durch
1 0
0 1
{alf: b
- \D 1

Mit dem Untervektorraum W verfahren wir genausa.

121 4 2 214'j+
0122]~ 1 2 2 -2
2346 + \

1
o .
0 -1 2 -2 z.——L
10 30 + 100 0
~olzsz_~(0102).
00 4 0f |12 g01¢0

Es folgt dim(W) < 3 und eine Basis von W ist gegeben durch
¢ 0

1
{lof lo] 1]}
o/ \2/ \o

Die Dimension der Summe L + W ist kleiner glejch 4 und grofier gleich dim(W} = 3.
Da der Vektor

o e O

in U liegt. aber nicht in W, muss dim(Lf + W) = 4 gelten und damit 1] + W = R?.
Insbesondere ist die Standardbasis von R* eine Basis von LU + W.

Nach dem Dimensionssatz fiir Untervektorriume gilt dim(U N W) = dim(L) +
dim(W} ~ dim{U + W)} = 2+ 3 —4 = 1; es geniigt also, einen Vektor zu finden,
der zugleich in U und W liegt. Ein solcher Vektor ist zum Beispiel der Vektor

1 1 0
0 0 0
1= (o] 7|1
0 0 0
Eine Basis von U MW ist damit
: 1
710
{{a]
0

Der Schnitt zweier Untervektorrdume U und W mit Basen B = {by,...,b,} und C =
{e1,.-., 6} wird allgemein mit Hilfe des Angatzes

H ! .
U= Z /\-,‘b,‘ = Z Fl]C, (*)
i=1 j=1

berechnet. Der Ansatz (+) fithrt auf ein homogenes lineares Gleichungssystem fir die
7 -+ [ Unbekannten Aq,..., A, M1, ..., 4; nach Bestimmen der Losungsmenge erhilt
man alle moglichen Vektoren v € LI "W dann aus einer der beiden Gleichung in (%),

Zum Abschluss noch eine Bemerkung der Korrekteure: Eine Basis des Schnittes erhlt
man im Allgemeinen nicht als Summe der Basisvekioren! Und es ist nicht korrekt,
wenn als Basis die lineare Hiille verschiedener Vektoren angegeben wizd. Die Angabe
der Dimension einer Basis macht keinen Sinn.
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Aufgabe 3

Lésungsvorschlag

{a) Eine Abbildung ist genau dann surjektiv, wenn ihr Rahg gleich der Dimension
des Zielraumes ist. Wir berechnen also mit der Abbildungsmatrix

20 -4 5
B, = 32 0 -1]erds
1 &« o —5
der linearen Abbildung @, beziiglich der Standardbasen

: 120 -4 5 -2 1~1
Rang(®,) = Rang(B,) =Rang |2 3 2 0 -1 :[+

e )

11 a 22 —6

+

, 12 0 -4 5 j+
=Rang [0 -1 2 &8 -11 21| —1
0 -1 o a%+4 -11 AT-
190 4 12 17
=Rang |0 1 -2 -8 11
00 a=2 a2=2 O

Nun gilt fiir & # 2 Rang(®,) = 3 = dimR?, fiir # = 2 ist die letzie Zeile der
obigen Matrix eine Nullzeile, das heifit Rang(®;) = 2 < dimR?. Die lineare
Abbildung @, ist also genau dann surjektiv, wenn « € R, {2}.

(b) Gemifs dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen zwischen endlich dimen-
" sionalen Vektorriumer muss die Gleichung

5 = dim{R®) = dimKern(®,) + Rang{®,)

erfilllt sein. Wegen Rang(®,) < 3 folgt also dim Kern{d,) > 2. Somit ist @, fiir
keinen Parameter & € R injektiv.

{c) Fiir die Bestimmung einer Basis von Kemn(®,) konnen wir von der in Teil (a)
. vereinfachten Matrix ausgehen, da nur Zeilenumformungen fiir die Rangbestim-
mung verwendet wurden:

120 -4 5 10 4 12 =17
232 0 -1]~1{01 -2 -8 111.
11 & 22 —6 00 a-2 a2-4 ¢

Fiir & # 2 folgt weiter wegen a? —4 = (& — 2){x + 2)

4 12 17

10 10 4 12 17 4.
01.-2 -8 11} ~|01 -2 -8 11 TjT
00 -2 a7—-4 0 0 1 a+2 0 —g o
1
0
0
das heiit

ist eine Basis von Kern{®,).

Fiir & = 2 erhalten wir aus

120 —4 5 10 4 12 -17
232 0 ~1)~|01 =2 -8 11
11 e a8 —6 oo o0 ¢ 0

als Basis von Kern(®,) die Menge

4 12 -17
—2| [ =8 11
{1=1t.| el ] e
0 -1 0
0 ¢ =1
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Aufgabe 4

Losungsvarschlag

(a} Zundchst milssen wir zeigen, dass die Abbildung & wohldefiniert ist. Sejen also
u, ¥ & Vsodass u+ Uy = o' + U in V/Uj. Insbesondere gilt # — »' € U;.
Wegen U C U; foigt # ~ #' € Up, das heifit

Du+th)=u+lh=u'+U =0 +1k)

Die Abbildung @ ist linear, denn fitr o + Us, o' + Uy € V/U; und & € K gilt

S(w+ W)+ (@ +U)) =@+’ +U)=u+u'+ 1k
= (u+Up) + (¢ + Ua) = Dlu+ L) + (' + Uy},
Ca(u+U)) = Pleu+ Uy) = au+ Uz = &(v + Up} = aP(u+ ).

- Weiter ist @ surjektiv, denn fiir einen beliebigen Vektor u + Ly € V /Uy ist der
Vektor u + U € ¥V /U; ein Urbild unter ®.

(b) Der Kern von @ besteht aus allen Vektoren u + Uy € V /1L, die unter ¢ auf den
Nullvektor ¢+ Uz = U € V /U, abgebiidet werden. Die Gleichung

U =@u+Uj)=u+1lh
ist aber dguivalent zu # € L, das heifit
Kem(CI)) = {1! + 1 tu € u;g} = U, /U;.
(c) Nach dem Homomorphiesatz fiir lineare Abbildungen ist fiir eine lineare Ab-
bildung ¥ : V' — W der Faktorraum V'/Kern(¥} isomorph zum Untervek-

torraum: Bild{¥) von W. Die Aussage folgt also mit ¥ = @, V' = ¥/, und
W =V /U; aus Teil (a) und (b).

Aufgabe 5
Lésungsvorschlag
(a) Es sei x € €" ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A = —2, das heiBt
Ax==2x
Wegen

(A°+24) x=A- A x+2A-x=-2A . x—4xr=0=0 %
RCTRRRCT =2y

ist damit x auch Eigenvektor der Matrix A%+ 24 zum Eigenwert 0. Es folgt
Rang(A? + 2A) = Rang(A? + 24 — 0+ E,) < n und damit ist die Mairix A2 + 24
nicht invertierbar.

Eine kiirzere alternative Losung lautet wie folgt:

Da -2 Eigenwert von A ist gilt det{A + 2E,) = 0. Es folgt mit dem
Determinanten-Multiplikationssatz .

det(A? + 2A) = det(A - (A +2E,)) = det(A) - det{A + 2E,) = 0,
das heifit A? -+ 24 ist nicht invertierbar.

{b) Nach einem Satz der Vorlesung ist eine Matrix B € €"*"genau dann diagonali-
sierbar, wenn die Summe der Dimensionen der Eigenriume von B gleich # ist.
Wegen dim(E, ) > 1 ftiralle i € {1,2,...r} folgt . :

T
dim(EAr.)2n—r+1+):1=nwr+1+(r—l)=n.

1 i=2

[1-

I

Da die Summe der Eigenrdume stets direkt und ein Untervektorraum von C¥ ist,
muss in der obigen Ungleichung Gleichheit gelten.. Somit ist B diagonalisierbar.

Zum Schiuss noch eine Bemerkung der Korrekteure: r paarweise verschiedene
Eigenwerte zut haben bedeutet im Allgemeinen nicht, dass das charakteristische
Polynom in paarweise verschiedene Linearfaktoren zerfallt. Dies trifft nur im
Spezialfall r = n zu.
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Aufgabe 6

Losungsvorschiag

(a) Wir machen den Beweis mittels volistandiger Induktion. Fiir # = 2 gilt

et(h = | B 8 | = - = (p-m(pa) = (B (B - 1,

das heifit der Induktionsanfang ist gemacht.
Als Induktionsvoraussetzung verankern wir, dass fiir ein gewisses n € N

det{Ay_1) = (B — )" 1B+ (n— 1 - 1)a)

gilt.
Den Induktionsschritt # — 1 ~ n machen wir wie folgt:
Zicht man die letzten Zeile von allen anderen von A, ab, so folgt

p—a 0O o --- ¢ a-g|

6 f—=a O a—p
det(Ay) = E 0
0

0 0 p—a a~p

Pox ¥ ox B

B—a 0O 0 a-p
0 : :
det(An) = (f—#) : 0 :
0 0 B—a a—-§
| =« o o B
B ¢ -~ 0 a-—-§
B—a O N
+{-1)"1g 0 0 : i
: S o :
0 - 0 B—u a—ﬁ‘

Addiert man in der ersten Maitix die letzie Zeile zu allen anderen, so erhil man
die Matrix A,_1; die Determinante der zweiten Matrix berechnien wir mittels
Entwicklung nach der letzten Spalte zu

0 0 - 0 a—-p
‘,S—rx 0 - : a—ﬁ“
L
i C !
[0 0 B—a a-§ |
‘p-x O - 0
= (- ie—p) O 5
| )
L0 . 0 B—u

= (=Y p-a)m
Mit der Indukfionsvoraussetzung erhalten wir also

det(An) = (B — &) det(Ay_1) + (-1)" la(-1)"" (B — &)™
= (B} B e TN B T (=1~ Do) + a(f —a)"
={B-&)" N B+rn—1-Da+a)
= (B-a)" B+ (n— L),

was zu zeigen war.

(b} Die Matrix B, entsieht aus der Matrix A, durch Einsetzen von & = 1 und B=0.
Aus Teil (a) foigt also

det(By) = (0~ 1)"" 10+ (n — V1) = {(—1)"L(n 1),
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