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Aufgabe I-1 (4 Punkte).

Es sei G eine multiplikativ geschriebene Gruppe. Fir Untergruppen A.B von G sej
AB:={abla € A,be B}.
Zeigen Sie: Genau dann ist AB eine Untergruppe von G, wenn AB = BA gilt.

Aufgabe I-2 (4 Punkte).

U und W seien Untervektorraume des Vektorraums V mit V =0 W, ferner &
eine Abbildung von U nach W .

Nunsei Z:={u+®(u)|u€lU}C V. Zeigen Sie:

(a) Genau dann ist & eine lineare Abbildung, wenn Z ein Untervektorraum von V ist.
(b) Wenn Z ein Untervektorraum von V ist, dann ist Z isomorph zu [ .

Aufgabe I-3 (4 Punkte).

Gegeben sei eine lineare Abbildung ¢ : R* — R® durch

2-1
@(x)::( : -1 l)-r.
- -3 3

Bestimmen Sie eine geordnete Basis B des R* und eine geordnete Basis C des IR®
A

derart. daB & beziiglich B und C die Abbildungsmatrix

1000
Des(®)=|0100

0010

0o o —
O W o

hat.

Aufgabe I-4 (4 Punkte).
endlichdim ;

V™ und " seien die Dualraume. Zeigen Sie:

(a) Die lineare Abbildung V= — 0=, f — flo ist surjektiv,
(b) dim{fe V| flo = 0} =dim(V) — dim(L) .

ensionaler Vektorraum und [” ein Untervektorraum von V.
r




Aulgave 1-1

Wegen e € A und eg € B ist e € AB . Esseinun AB eine Gruppe. Fiir beliebige a € A
und b € B ist dann (ab)~! € AB , also b~'a"! € AB. Also gibt es Elemente a, € A und
by € B mit b~'a"! = a1 . Das zeigt AB = BA.

Gilt umgekehrt diese Gleichung, ist mit ab auch (ab)~! wieder in AB enthalten. Sejen
auBerdem a; € A und b; € B gegeben. In dem Produkt abazb, kann man den Teilausdruck
bay in der Form a3bs mit a3 € A und b3 € B schreiben; abazb; = aazbyb, liegt daher wieder
in AB . Somit ist AB eine Untergruppe.

[Je 2 P. fiir jede der beiden Richtungen.]

Bemerkung: Viele Bearbeiter behaupteten AB = BA & VYa € A,b€ B :ab = ba. So geht
es natiirlich nicht. Man nehme z.B. G = 53 und darin A = 43. B als eine Untergruppe der

Ordnung 2.
Csms WERE TWAT “ReLIGION )

1S THE OPIATE OF THE MASSES -
WY DO YOu SO "

GB,_ep. =
;!; : A = R\ P S

(a) Es sei zundchst @ linear und z,2; € Z sowie @ € K (dem Grundkérper). Dann gibt es
up,ug €U ,sodaB 2z = u; + &(u;) (1=1,2).

Nun rechnet man: @21 + 23 = o(ug = B(u1)) + uz + B(uz) = auy + $(auy) + uz + H(ug) = auy +
ug+P(auy +up) . Daszeigt au;+u; € Z . Natiirlich ist Z nicht leer wegen 0= 0+6(0) € Z .
Nun sei @ nicht linear. Dann gibt es o € K und u;,us € U so. daB die Gleichung” #(au; +
uz) = aP(uy) + S(uz) nicht richtig ist. Wenn man also z; := u, + S(y;) (i = 1,2) setzt,
hat man Elemente z; € Z gefunden, so da az; + 2z, ¢ Z ist. Daher ist Z dann kein
Untervektorraum.

(b) Wir definieren eine Abbildung ¥ :Z — U’ durch ¥(u+ &(u)):=u. ¥ ist wohldefiniert,
denn aus uy + $(u1) = ug + B(ug) folgt uy — uz = S(uz) -~ S(uy) € UNW = {0}, also
u; = up . ¥ ist offenbar auch linear (Rechnung &hnlich wie in Teil (a)) und surjektiv. Nach
dem Homomorphiesatz gilt also U = Bild(¥) ~ Z/Kern(¥) . Wir berechnen Kern(¥):
z=u+P(u)cKern(¥) ® u=0& z=0. Daherist Z=xU.
[Je 2 P. fiir beide Teile.]

Aufgabe I-2

T MEANS KARL MARX
HADN'T SEEN ANNTHING YET..
o

[ i
S ‘7
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(b)) =¢c; (1 =1.2.3) und P(by) ist. Da die ersten drei Spalten der gegebenen Matrix
e durch Entwicklung der Determinante nach der zweiten

3) nehmen. Eine mégliche Lésung fiir C sind also

Ane anabhh X M imAd wia mman
1€al uilaLitaligly Siliu, Wit liilall

O T a
Spalte sieht. kann man b, =¢; (i=1,2
d

ie ersten drei Spalten der Matrix. Umformung der Matrix mit dem Gauflalgorithmus ergibt
= '(~3,2,3.3) als mdgliche Wah!l (eines Basisvektors von Kern(®) ).

P. fiir die Idee, den Kern zu bestimmen, und den Ansatz:; 0.5 P. fiir das richtige Ergebnis:
0.5 P. fiir by = Kern(®) : 2 P. {iir den Rest.]
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Aufgabe I-4

(a) Essei g e U™ . Es ist zu zeigen. daB esein f € V" gibt mit flr=g¢.

Sei by,...,bc eine Basis von [, die durch bg+i.....0, zu einer Basis von V erginzt sei.
Durch die Vorschrift f(b;) := g(b;) (i < k) und f(6:):=0 (i > k) ist dann ein Element von
V'™ mit der gewiinschten Eigenschaft auf der Basis definiert und dadurch eindeutig bestimmt.
Jedes u € U hat die Form u = ajb; + - - + akbr , daher ist dann:

flu) = a1 f(b1) + -+ e f(b) = a1g(b1) + -+ - + arg(be) = g(u)

(b) Wir nennen die lineare Abbildung aus (a) @ . Dann st also nach der Dimension von Kern($)
gefragt. Nach dem Homomorphiesatz gilt Bild(®) =~ V'*/Kern(®) und fiir die Dimensionen also

k = dim(U) = dim(L") = dim(Bild($)) = dim(V™) - dim(Kern()) = dim(V) - (n - k)

Also ist dim(Kern(®)) = n — k = dim(V) — dim(U) .
[Je 2 P. fiir beide Teile.]
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Aufgabe I-3

(a) Es ist zu zeigen, daB & wohldefiniert ist. Ist £+ Ey = y+ Ey.so hat man z —y € E)
und also &(z) - 8(y) = &(z - y) = Az —y) € E), daher &(z)+ Ex = &(y)+ Ey. DaB &
auch linear ist, rechnet man leicht nach.

(b) Es sel y ein Eigenvektor zum Eigenwert p . Wegen p # A ist dann y ¢ Ey, also y + E\
nicht das Nullelement von V/E,. Wir behaupten, dal y + E, ein Eigenvektor von ¢ zum
Eigenwert u ist. Nun, ®(y+ E\) =¥y)+ Ex=uy+ Ex=puly+ Er)+ Ey.

(c) Diesmal wihit man z € Kern((® - X -idy)?)\Kern(® — A -idy-) . Dann ist wieder z + Ej
nicht das Nullelement. Genau so wie in (b) rechnet man nach. da} z + Ey Eigenvektor zum
Eigenwert A ist.

(1+1.5+1.3P]

Aufgabe -6

(i) (mit Denken): Offenbar soll das charakteristische Polynom von —.4 berechnet werden. Da
Rang(4) <1 ist.ist O ein Eigenwert von A mit Vielfachheit > n—1. Daher ist das Polynom
Vielfaches von A™~!'. Andererseits ist der koeffizient von A"~! gleich dem Negativen der Spur
von -4 . Das ergibt die Behauptung.




Aufgabe II-2

(a) Da (-|-) als symmetrische Bilinearform vorausgesetzt war, gilt:

111
(-]-) ist Skalarprodukt <= (-|-) positiv definit <= A:=| 12 0 | positiv definit.

103

Da fiir die Hauptminoren det(1)=1> 0 dat {1 1\ — 1 ) ond dass ’1‘”’
Qkp Q2«0 A+ Okk .+ .. Qhen 3
3,

——

0 ... .0
0 ... -A3, 0 ... A

Wenn man jetzt zur k -ten Spalte jeweils das 3; -fache der i-ten Spalte addiert (i =1,....k—
L,k+1,...,n), &ndert sich die Determinante wieder nicht, und man erhilt in der Spalte Nr. &
Nullen auBler beim Diagonalelement, das den Wert

. n
Adare+ Y Jioki=A+ Y ay
ik ' i=1

bekommt. Sonst enthilt die Matrix nur A auf der Diagonalen und Nullen, aufler in der Zeile
k . Die Determinante ist also das Produkt der Diagonalelemente, das ist die Behauptung.
[Punkte je nach Vollstindigkeit. — Es gibt auch andere Losungswege. Z.B. steht eine fertige
Formel in Satz 11.1-3 des Skriptums von Rehm & Trinks, von der die Formel der Aufgabe ein
leichter Spezialfall ist.]
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Aufgabe II-1

(a) Das Minimalpolynom m ist ein Teiler des Hauptpolynoms h . Der konstante Koeffizient
von h ist +det(d). Wenn also m(0) = 0 ist, dann ist erst recht h{0) = £det(A) =0 und .4
nicht invertierbar. Ist m(0) # 0, dann ist auch h(0i#0,da m und h dieselben Nullstellen
haben. In diesem Fall ist also det(A) # 0 und daher A invertierbar.

(b) Die Gleichung m(®#) =0 kann man nach Multiplikation mit ¢$~! umformen zu
&~ = m(0)"'e~H(m(0) - m(®)) .

Die rechte Seite ist nach Ausmultiplizieren ein Polvnom des Grades k ~1 in & . wie veriangt.



Aufgabe II-2

(2) Da (-|-) als symmetrische Bilinearform vorausgesetzt war, gilt:

111
(+]-) ist Skalarprodukt <= (. |:) positiv definit <= A:=| 120 | positiv definit.
103
Da fiir die Hauptminoren det(1) =1 > 0, det i ;) =1>0und det(4)=6-3-2=1>0

gilt, ist A nach dem Hauptminorenkriterium positiv definit.
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.(b) (i) Es ist
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Eine ONB von U erhilt man mit dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren:
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Aufgabe II-3

(a) Esist d(E,F)=4d(Q,R),wenn Q@ € E und R < F die LotfuBpunkte eines gemeinsamen

ind. N < Drei ichung ol A4 P 1N Py 5 e
Lotes L von E und F sind. Nach der Dreiecksuncgleichu 1g gut a{¢/, ) < uw,t’)t-d(_r,tt).

Nun sei P! die Orthogonalprojektion von P auf L, Pg die Orthogonalprojektion von P
auf E und Pp diejenige auf F. Dannist |P' - Q| < d(P.E)=|P - Pg| und |Pt - R] <
d(P,F)=|P - Pg] sowie natiirlich jQ - R| < |P' - Q|+ |PT - R].

Zusammengenommen ergibt das die Behauptung.

(b) (i) Eine Basis des Orthogonalraums der Summe beider Richtungsrdume erhilt man durch
Losung des LGSs Az = 0 mit ‘A = (ay,a2,b1,b2) . Der GauBalgorithmus ergibt, daf der
Lésungsraum die Dimension 1 hat und etwa von dem Vektor ¢ := f(4, 1,8, ~9,-6) erzeugt
wird. Der Abstand ergibt sich daraus zu d(E,F) = |e| Y (c, 4 - B)]|.

Hier ist Je] = vI98 = 3v22 und (c.4- B) = -198. also d(E,F) = 323 .

(i) Das sind die Punkte auf der Verbindungsstrecke zwischen den beiden (in diesem Beispiel,
wie die Rechnung ergeben hat, eindeutig bestimmten) LotfuBpunkten.

VORSICHT
Aufgabe II-4 / Sthild! .

Wir zeigen zundchst: Vz,y eV : |zl =y| = |®(z)] = |(y)]. Aus {z] = ly] folgt namlich
lz1? = lyi?, also (z +ylz - y) = 0. Nach Voraussetzung ist dann

0= ((z+y)i®(z - y)) = (B(z) + B(y)IP(z) — H(y)) = |8(z)|* - |#(y)|? . Da die Normen >0
sind. folgt |&(z)] = [S(y)] - :

Da & ein Automorphismus ist, gilt |$(z)] # 0 fiiralle z # 0. Die Zahl 0 < p~! := lz/1®(z)|
ist daher dieselbe fiir alle z # 0. Fiir den Endomorphismus ¥ := y~!'é gilt dann

[9(2)] = p7H2(2)] = [zlI®(2)|7M ()] = Jz| firalle 0 # z € V und auch fir z = 0.
Daher ist ¥ eine [sometrie. :

Ein etwas anderer Ansatz. bei dem man zwangsldufig auf diesen Anfangs,trick® gefiihrt wird,
geht so: Ist by,....b, eine ONB von V', soist nach Voraussetzung &(by),.... ®(b,) eine OGB
in V. Man kann daher schreiben &(b;) = v;¢; mit +; > 0 und einer ONB ¢y,....c, . Jetzt
ist nur noch zu zeigen, daB alle +; gleich sind. Wenn aber etwa ~; # v, wire, dann
einerseits by ~ b, und b ~ by zueinander orthogonal. aber &(b; + by) und &(b; — by)
Widerspruch zur Voraussetzung.

Y HERES A WIS COMES THE SULLDGZER|  OVER THE VEARS, TWESE

STEAM SHOVEL. | | USUING TROUSMPS CF | DANGERONS POISONS SE2P | oF T
IARBS CF TN NWOSMW | INTD URDERERUND NATERAAYS, | 17T

NASTE INTO THE SWANT QLS. \

SCOOPING QUT
A GIANT HOLE.

Aufgabe I1-3

{(a) Einfach nachrechnen:
(Pu+v)ut+e) = (Pu~v)u-1t)=
= {(B(u)|u) + (B(w)]r) + (B(2)]u) = (B(v)[v) - (B(u)]x) = (S(u)]x) = (B(v)]u) + (B(v){u)) =

= 2((B(v) ) + (B(1)]1)) .

(b) Unter dieser Voraussetzung gilt also nach (a) fiir alle u,v €V :

(=) (D(v)lu) + (Plu)fr) = 0. Insbesondere auch fir iv anstelle von v (mit i = /=1 &
0 = (B(iv)|u) + (Plu)jiv) = P(v)lu) — ((S(u)|v) . Daraus folgt

(==) {®(v)|u) = (P(u)|r) = 0. Zusammen mit (=) ergibt das (S(u)|v) =0 fiir alle u.v V.
Weil das Skalarprodukt positiv definit ist, folgt daraus ¢ = 0.

(¢) ¥V = R? mit dem Standardskalarprodukt und & die Multiplikation mit der Matrix

( 0 l) bilden ein Gegenbeispiel.

-10
1+2-1P]




Aufgabe II-6

(a) Ist Q, in der Form z Az + 2b"r + v = 0 gegeben, so gilt:

Q, ist Mittelpunktsquadrik <= Das LGS Az = -} ist lésbar <=

1+ A1A-1 0-10} 1
1 20|-1] istlésbar < 1 2 0|—1] istlosbar <=
A 0Al-1 A0 Al-1
010(-1 100 1
100] 1} istlosbar < 010 -1 ist losbar <= A #0.
A0 A-1 ' 00A-1-2A
(b) Q_1: 21‘%-—1‘%-*—'2.2‘1.22—221t3+221+222+213=O

MENLL QYIS AT wliaGurdui

212 — 23 + 27129 — 22123 + 221 + 222+ 223 = 0
(If + 2120 + I%) + z% - (z% + 22123 + zg) + 2z, +2z9+223=0
(zp+z2) + 22 = (21 + 73)° + 222+ 221 +23) = 0
Wty -y 20 +2p=0
BH(+1)-(-1"=0
P z% ~z2=0
An diesen Koordinaten liest man ab, daB Q_; einen Kegel darstellt. Die neuen Koordinaten
21, 72, z3 hingen mit den alten Koordinaten z,z2,z3 wie folgt zusammen:

=N = Ty + I2
=y, +1= 1 + I3
n=y3-l=-1+n + I3

Also lassen sich die alten Basisvektoren bq,bs.b3 aus den neuen Basisvektoren ej.cy.c3 wie
folgt darstellen (kontragrediente Transformationen !):

by =c1 + ¢3
bg = + €
by = 3

Die inverse Transformation stellt die neuen Basisvektoren cy,cs,c3 mit Hilfe der alten Basisvek-
toren by,b,,b3 dar:

Ci = b1 - b3
¢y = —by + by + b3
3 = b3

Fiir den neuen Ursprung O’ erhilt man aus den Bedingungen =3 = 23 = 23 = 0 die alten
Koordinaten z; =1, z3=-1 und z3=0.also 00 ' =by - b, .

Bemerkung: Die Koordinaten von O’ im alten Koordinatensystem sind die Losung des LGS
in (a) fir A= -1.

5 e A S S




Aufgabe I-5 (4 Punkte).

Es seilen V ein endlichdimensionaler Vektorraum, & ein Endomorphismus. von V., A
ein Eigenwert von @ und E) der Eigenraum. Zeigen Sie:

(a) Die Vorschrift 45(3: + E\) := &(z) + E\ definiert einen Endomorphismus ¢ des
Faktorraums V/E, .

(b) Ist u # A ein Eigenwert von & ,soist u auch Eigenwert von d .
(c) Falls Kern(® — A -idv) # Kern((® — A -idv)?) ist, dann ist A ebenfalls Eigenwert
von .

Aufgabe I-6 (4 Punkte).

Es seien K ein Korper und A = (a;;) eine n x n-Matrix iber K mit Rang(4)<1.
I bezeichne die Einheitsmatrix. Zeigen Sie: Fiir A € K gilt

det(AI + A) = A7} Za“ .

Aufgabe II-1 (4 Punkte).

Es seien V' ein Vektorraum der Dimension n, & ein Endomorphismus von V und mg
das Minimalpolynom von & . Es sei & = Grad(mg) . Zeigen Sie:
(a) Genau dann ist ¢ ein Automorphismus, wenn mg(0) = 0 ist.

(b) Wenn & ein Automorphismus ist, dann ist ¢~! eine Linearkombination von
@0, P, ... BFL,

Aufgabe II-2 (4 Punkte).

Auf R® wird eine symmetrische Bilinearform (-]:) wie folgt definiert:

R®*x R®*— R

111
SR (z.y) — tr(l?O)y
103

Dabei werden z und y als Spaltenvektoren aufgefa8t.

(a) Zeigen Sie, dafl (-|-) ein Skalarprodukt ist.

(b) Berechnen Sie mit diesem Skalarprodukt
(1) den Winkel zwischen den Vektoren ‘(1.0.0) und ‘(0.1.0).
(ii) eine ONB von (" := {z € R®| (2]%0.0.1)) = 0} .



Aufgabe II-3 (4 Punkte).

Es seien E und F affine Unterriume des euklidischen IR®. Mit d(,-) wird der euk-
lidische Abstand bezeichnet. ’

(a) Zeigen Sie: Fir alle Punkte P gilt d(E,F) < d(P,E) 4+ d(P,F).

(b) Nun sei speziell E der affine Unterraum, der durch den Punkt A geht und den
Richtungsraum Ra; + Rd; hat. Der Unterraum F gehe durch B und habe den Rich-
tungsraum IRb, + Rb, . Die Punkte A,B und die Vektoren ay,as,b,b8, seien durch
folgende Tabelle gegeben: '

-4 1 1 0 0 1

0 0 2 3 -1 -1

A= 0 4 = 1 y G2 = 0 ,B= 9 ,b1= -1 ,b2= 0
0 0. 0 -11 -1 1

1 2 1 0 0 -1

(1) Berechnen Sie den Abstand d(E,F) der beiden Raume.

(i) Charakterisieren Sie mit geometrischen Begriffen die Menge aller Punkte P, fiir die
in (a) das Gleichheitszeichen giit. (Ein Beweis ist nicht veriangt. — Die Punkte sollen
nicht numerisch ausgerechnet werden!)

Aufgabe II-4 (4 Punkte).

Es seien V ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum und & ein Automorphis-
mus von V', der die Orthogonalitat erhilt, d.h.

Ve,yeV:iz Ly = &(z) L &(y). Zeigen Sie, daB dann & von der Form = p-¥ ist

mit g € IR und einer Isometrie ¥ .

- , -

Aufgabe II-5 (4 Punkte).

Esseien V ein C -Vektorraum mit dem Skalarprodukt (-|-) und @ ein Endomorphismus
von V. Zeigen Sie:
(a) Fir u,v eV gilt

(@(u + v)lu + v) = (B(u — v)|u — v) = 2((B(v)[u) + (B(u)[v)) .

(b) Wenn (®(v)|v) =0 gilt fir alle ve V , dannist  =0.
(c) Die Aussage in (b) gilt nicht fiir reelle Vektorrdume mit Skalarprodukt.

Aufgabe II-6 (4 Punkte).

Im dreidimensionalen reellen affinen Raum A sei eine Quadrik Q) beziiglich eines Ko-
ordinatensystems (O; by, b2.b3) gegeben durch die Gleichung
(1+ )z + 23:% + Az + 2220 4+ 202123 + 22 + 212 + 223 =0 .

(a) Bestimmen Sie alle A € R, fiir die @\ eine Mittelpunktsquadrik ist. '
(b) Bestimmen Sie fir A = —1 die affine Normalform von @, und geben Sie ein affines
Koordinatensystem an, beziiglich dessen die Gleichung von Q, die Normalform annimmt.




