Klausuraufgaben zur Linearen Algebra, 16.3.99

I.1. (4 Punkte)

Es seien IF5 = Z /5Z der Korper mit fiinf Elementen und G = {(a1, as,a3) | a1, az, a3 € Fs}.
Auf G definieren wir die Verkniipfung o vermoge

(a1, a2,a3) o (b1, b2,b3) = (a1 + b1 + azb3, az + ba, az + b3).
Zeigen Sie:
a) (G, o) ist eine nichtkommutative Gruppe.
b) Fiir jedes z € G ist 2° das neutrale Element in G.

I.2. (4 Punkte)

Es seien V ein Vektorraum und Uy, Us, Us Untervektorraume von V.
Zeigen Sie:

a) U, CU; — (U1+U2)QU3:U1+(UQQU3).
b) V=U1UU2(:)[V=U10C1€I‘V:U2].

I.3 (4 Punkte)

Im R* seien zwei Vektoren v, w sowie ein vom reellen Parameter a abhéingender Unter-
vektorraum U, gegeben:

i 0 1 '1—a> g a
-2 6 _rla 2 —a? —1+a?
vl o> W= =l | 1 | ~1 )
1 2 2 -1 a?—a+3

Bestimmen Sie alle a € R, fiir die die Elemente v 4+ U,, w + U, des Faktorraums R* /U,
a) gleich

beziehungsweise

b) linear unabhingig

sind.



I.4 (4 Punkte)

Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum iiber K.

a) Wann ist eine nichtleere Teilmenge von V' linear unabhéngig, wann ist sie eine Basis?
b) In V = K* seien die Vektoren

0 1 -1

u= 1 v = 0 w = -1
1}’ 11’ 0

~1 ~1 ~1

gegeben.
Geben Sie fiir die Falle K = IF3(= Z/3Z) und K = R eine Basis von [u, v, w] an, und

erginzen Sie diese jeweils zu einer Basis von K*.

I.5 (4 Punkte)

Es seien n,r > 1 natiirliche Zahlen, E,, die (n x n)-Einheitsmatrix und A eine komplexe
(n x n)-Matrix, die r verschiedene Eigenwerte hat. Einer davon sei A, und es gelte

Rang(A — AE,) =r — 1.

Zeigen Sie, dass A diagonalisierbar ist.

1.6 (4 Punkte)

Berechnen Sie fiir natiirliches n > 1 die Determinanten der folgenden reellen Matrizen:

/1+a; as Qp,
A= a1 1—|—a2 (429 ,
ai as .. 14+a,
B = (bij)1<ij<n, wobei bi; = 4 0 Hré =7,
G/1Shjsn Kl 1 fiir i # .



I1.1 (4 Punkte)

a) Berechnen Sie die Jordan-Normalform A der folgenden komplexen Matrix:

0 1 -1
A=12 1 0
4 =2 3

b) Geben Sie alle reguliren komplexen Matrizen S an, fiir die A=S"148 gilt.

I1.2 (4 Punkte)

Es sei {e1, e, e3} die Standardbasis des R.

a) Bestimmen Sie alle Skalarprodukte des IR?, fiir deren zugehérige Norm || - || die Glei-
chungen |le1|| = 2, |lez]| = 1, ||es|| = v/3 gelten und auBerdem der Winkel zwischen e;
und e; bzw. e2 und ez den Wert 7/3 bzw. 7/6 hat.

1
b) Zeigen Sie, dass der Vektor | —1 | fiir alle Skalarprodukte mit den Eigenschaften aus
0
a) die gleiche Norm hat.
1 1
¢) Kann man in a) das Skalarprodukt so wihlen, dass die Vektoren [ —1 | und 0
0 —6

zueinander senkrecht sind?

I1.3 (4 Punkte)

Es sei U ein Untervektorraum des euklidischen Standardvektorraums IR™.
Zeigen Sie, dass es genau eine reelle symmetrische (n x n)-Matrix A mit A2 = A gibt, fiir
die U der Bildraum der linearen Abbildung

®:R" — R", xm— Ax,

ist.



I1.4. (4 Punkte)

Es seien V' ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum und ¢ ein Endomorphismus von
V. Fiir alle Vektoren v € V und alle Isometrien ¥ von V gelte die Gleichung

(W)l = 12T ().

Zeigen Sie:
a) Fir alle v,w € V mit ||v]| = ||w]| gibt es eine Isometrie ¥ von V mit v = ¥(w).
b) Fir alle v,w € V mit ||v|| = ||w]| gilt ||®(v)]| = ||®(W)]|.

¢) Wenn @ nicht die Nullabbildung ist, dann existiert eine reelle Zahl A derart, dass A®
eine Isometrie von V ist.

I1.5 (4 Punkte)

Es seien V ein endlichdimensionaler unitarer Vektorraum und ® € End(V).
Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

«) Es gibt einen selbstadjungierten Endomorphismus ¥ von V mit ® = ¥ o V.
B3) Es gibt einen Endomorphismus A von V mit & = A* o A.
v) @ ist selbstadjungiert und fiir alle v € V gilt (®(v),v) > 0.

I1.6 (4 Punkte)
Geben Sie fir die durch

Qu: 2a(1—a)z+(a®>—a—2)2>—ay®*+a(l —a)z>=0

definierte Quadrik @, in R® die affine Normalform in Abhéingigkeit vom reellen Parameter
a an.



Loésungen zur Frithjahrsklausur in Linearer Algebra, 16.3.99

I.1.

Wir schreiben kurz 0,1,2,3,4 fiir die Elemente von [F5. Alle 3-Tupel sind Elemente von G.
a) Es sind Assoziativitdt, Existenz eines neutralen Elements und Invertierbarkeit jedes
Elements nachzuweisen.

Assoziativitdt: ((al, ag,a3) o (by, be, bg)) o (c1,c9,c3) = (a1 + by + agbs, as + by, a3 + b3) o
(Cl, Ca, 63) = (01 + b1 + ¢c1 + agsbs + ascs + bacs, ag + by 4+ ¢, a3 + b3 + 03).

(a1,a9,as3) o ((bl,bz,bg) o (e, 62,63)) = (a1,0a2,a3) o (b1 + ¢1 + bacs, ba + ca,b3 + ¢3) =
(a1 + by + ¢1 + asbs + ascz + bacz, ag + by + co, a3 + b3 + 03).

Also ist (G, o) assoziativ.

Neutrales Element: Wir versuchen, ein neutrales Element (b1, ba, b3) zu finden:

(al, ag, a3) o (bl, ba, b3) = (a1 + b1 + asbs, a0 + bo, a3z + bg)é(al, aa, a3). Daraus fOlgt sofort,
dass by = by = b3 = 0 gelten muss und (0,0,0) eine Rechtseins ist. Umgekehrt ist aber
auch (0,0,0) o (a1, a2,a3) = (a1, a2,a3), also (0,0,0) das neutrale Element von (G, o).
Inverses Element: Das Inverse Element (b1, bo, b3) zu (a1, as, a3) muss die folgende Glei-
chung erfiillen:

(a1 + by + azbz, az + ba, a3z + b3) = (0,0,0).

Dies bedeutet by = —ag, b3 = —as, by = —a1 + agas. Tatsichlich gilt
(a1, a2, a3) o (—a1 + azas, —asz, —az) = (—a1 + asas, —az, —as) o (a1, az,a3) = (0,0,0).

Damit ist (G, o) eine Gruppe.

Da (0,1,0) 0 (0,0,1) = (1,1,1) # (0,1,1) = (0,0,1) 0 (0,1, 0) gilt, ist diese Gruppe nicht
kommutativ.

b) Es gilt (a1, a2, a3)? = (2a1 + asas, 2a2,2a3), (a1, a2,a3)* = (201 + asas, 2as, 2a3)? =
(4ay + azas, dasg, 4az) = (a1, az,a3)~ " laut a), also (a1, az,a3)® = (0,0,0).

1.2.

a) =: Wenn u; € Ul,UQ € UQ, SO gﬂt U+ Uy €Uy < uqy € U3, dau,elU; C Us. Daher
ist (U1 + Uz) NU3=U; + (Ug N Ug).

«<:U; C U1+(U2ﬂU3) = (U1+U2)ﬂU3 C Us.

b) =: Indirekter Beweis: Wire V weder U; noch Us, so gibe es uy € Uy, us € Uz mit
uy & Uy, ug € Uy;. Da 'V =U; UUs folgt uy + ug € Uy oder uy + us € Us. Da Uy und Us
Untervektorrdume sind, impliziert dies sofort uy € Uy oder u; € Us : Widerspruch.

< klar.

1.3.
Es gilt
1 1—a a 1 0 0
a 2—a? —1+a? a 2—a l1—a
Ua—[ 0 ? 1 ’ -1 ]_[ 0 ’ 1 ’ 0 ]
2 -1 a?—a+3 2 -3+ 2a a’ —a



a) Es gilt v+ U, = w + U, genau dann, wenn w — v in U, liegt, also Linearkombination
der Erzeuger von U, ist. Wir verwenden die Erzeuger, die wir eben angegeben haben.

-1 1 0 0

8 a 2—a 1—a
wov=1o=elo | T TEL o

1 2 -3+ 2a a’ —a

Das ist gleichbedeutend mit £ = —1,A =1 und p = %22 = 822¢ (Fjjr ¢ = 0 oder 1 kann

die Gleichheit nicht auftreten.) Die letzte Gleichung fiihrt zu a = —1 £ 1/—2. Also gibt es
keinen reellen Parameter a, fiir den die Klassen gleich werden.

b) Wenn die Klassen linear unabhéngig sind, so hat U, Dimension < 2. Dem obigen
Erzeugendensystem entnimmt man, dass dies genau fiir a = 1 der Fall ist. Der Vektorraum,
der in diesem Fall von U,, v und w erzeugt wird, ist

1 0N / 1\ /0

1 1 —2 6, e
ol { 1] of{1]I=R

2 -1 1 2

Also sind im Fall a = 1 die fraglichen Klassen tatsichlich linear unabhangig.

1.4

a) Eine Teilmenge M C V heifit linear unabhéngig, wenn fiir jede endliche Teilmenge
{v1,...vn} C M (wobei v; # v; fiir i # j) und fiir alle Aq,..., N, € K gilt:

f:)\iUiZO:ViZ)\i:O-

i=1

M heif3t eine Basis, wenn sie linear unabhingig ist und den Vektorraum erzeugt, sich also
jeder Vektor aus V auf eindeutige Art und Weise als Linearkombination der Elemente von
M darstellen lasst.

b) K=R:

u, v und w sind linear unabhangig und werden durch den dritten Standardbasisvektor zu
einer Basis von IR* ergéinzt.

K = |F3 .

u und v sind linear unabhangig, aber u + v +w = 0. u und v bilden also eine Basis von
[u,v,w]|, die durch den dritten und vierten Standardbasisvektor zu einer Basis von IF§
erginzt wird.

1.5

Es seien A1 = X, Ag,... )\, die Eigenwerte von A. K; sei der Eigenraum zu A;. Es gilt
r—1 = Rang(A — M\E,) = n — dim(K;) > >, ,dimK; > r — 1, da die Eigenrdume
Hs, ..., H. mindestens eindimensional sind. Folglich gilt iiberall die Gleichheit und es
muss n = »_._, dim K; gelten, also ist A diagonalisierbar.



1.6

Zieht man die letzte Zeile in A von allen anderen ab, so erhilt man

/1+a1 as Qp, \ ((1) (1) 0 -1 \\

a1 i4+as ... an
det : . . =det | :
’ ) 6o 0 ... 1 -1

a1 a9 ... 14a
" a ay ... Gup_1 l1-4+a,

Wird hier wiederum fiir alle ¢ < n das a;-fache der i-ten Zeile von der letzten abgezogen,
so folgt det(A) =1+, a;.

Setzt man in A alle a; gleich —1, so erhilt man die Matrix —B. Daraus folgt det(B) =
(—1)"det(—B) = (—1)™(1 — n).

II.1

a) Das charakteristische Polynom von A ist (X —1)?(X — 2). Der Rang von A — Ej ist 2,
so dass als Jordan-Normalform die Matrix

_ 1 0 0
A=(1 1 0
0 0 2
gewahlt werden kann.
0
b) Der Eigenraum von A zum Eigenwert 1 ist €| 1 |. Der Hauptraum von A zum
1
0 1 1
Eigenwert 1ist [| 1 |, [ 1 |]. Der Eigenraum von A zum Eigenwert 2 ist C| 2
1 0 0

Die Matrix S erfiillt genau dann die Bedingung, wenn die Spalten von S eine Jordanbasis
von €3 bilden. Die erste Spalte muss also im Hauptraum von A zum Eigenwert 1 liegen,
ohne Eigenvektor zu sein. Die zweite Spalte ist A — F'3 mal der ersten Spalte, die dritte
Spalte ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 2. Insgesamt:

a 0 ¢
S=|b4+a 2a 2c], a,b,ceq, ac#0.
b 2 0

I1.2

a) Wir beschreiben alle moglichen Skalarprodukte mit den geforderten Eigenschaften durch
Angabe ihrer Gram-Matrix beziiglich der Standardbasis. Die Eintrdge der Gram-Matrix
sind die Zahlen (e;, e;). Bis auf (e, e3) sind diese durch die Vorgaben eindeutig festgelegt,
denn der Cosinus des Winkels zwischen e; und e; ist (e;,e;)/(||e;:]|-|le;]|)- Es gilt cos 7/3 =



1/2, cosm/6 = sinw/3 = v/3/2, wie man dem gleichseitigen Dreieck entnimmt. Daher ist
die Gram-Matrix eine der Matrizen

4 1 a
Go=|11 2),aeRr
a % 3

Diese Matrix beschreibt ein Skalarprodukt genau dann, wenn alle ihre Hauptminoren posi-
tiv sind. Diese sind 4, 3 und a(3—a). Somit gibt es genau fiir 0 < a < 3 ein Skalarprodukt
mit den gewiinschten Eigenschaften.

b) Die Norm des Vektors, den wir v nennen, ist immer v/v?G,v = /3.

c¢) Das Skalarprodukt der Vektoren, die wir v und w nennen, ist ¥*G,w = 12 — 6a. Die
Vektoren sind orthogonal genau denn, wenn das Skalarprodukt 0 ist, also wenn a = 2 gilt.
Fiir ¢ = 2 handelt es sich wegen a) tatséchlich um ein Skalarprodukt.

I1.3

Die reelle Matrix A ist genau dann symmetrisch, wenn ® selbstadjungiert ist (Beschreibung
beziiglich einer ONB!). Mann muss also nur zeigen, dass es genau eine selbstadjungierte
Abbildung ® mit ®2 = & und Bild(®) = U gibt.

Solch ein ® muss dann Eigenwerte 0 und 1 haben (das Minimalpolynom von @ teilt ja
X? — X). Da es selbstadjungiert ist, sind die Eigenrdume orthogonal zueinander und
® ist die orthogonale Projektion auf U. Das gibt die Eindeutigkeit. Umgekehrt ist die
orthogonale Projektion auf U selbstadjungiert mit ®2 = ®, was die Existenz zeigt.

11.4

a) Ist v = w, so nehmen wir fiir ¥ die Identitdt. Andernfalls verwenden wir die Spiegelung
an der zu v — w orthogonalen Hyperebene:

{,v—w)

U(x)=x—2

(v—w,v—w)(v_w)'

Das ist eine Isometrie, die w nach v abbildet, da beide Vektoren dieselbe Lange haben.
b) Verwende ¥ aus a) und folgere mit den Voraussetzungen ||®(w)| = ||[®(¥(w))|| =
|2 (v)]]-

c¢) Sei ® nicht die Nullabbildung. Alle Vektoren der Lange 1 werden dann wegen b) auf
Vektoren einer festen Lange 1/ abgebildet. Fiir das so bestimmte A bildet die Abbildung
A® daher Vektoren der Lange 1 auf ebensolche ab, aus Linearitatsgriinden bildet sie also
jeden Vektor auf einen Vektor derselben Liange ab. Da A® linear ist, ist A® eine Isometrie.

I1.5

) = [3) : Wahle A = .

B) = v) : Fur alle v € V gilt (®(v),v) = (& o A(v),v) = (A(v),A(v)) > 0, da das
Skalarprodukt positiv definit ist. AuBerdem ist ®* = (A*c A)* = Ao A = O.



v) = «) : @ ist selbstadjungiert, also orthogonal diagonalisierbar. Sei ® beziiglich der
ONB by, ..., b, durch die Diagonalmatrix diag(a,-..,a,) beschrieben. Dann sind die a;
allesamt nicht negativ, denn 0 < (®(b;), b;) = a;(b;, b;) = a;. Sei ¥ die beziiglich by,...,b,
durch diag(/ai,...\/a,) beschriebene lineare Abbildung. Da ¥ beziiglich einer ONB
durch eine reelle symmetrische Matrix beschrieben wird, ist ¥ selbstadjungiert. Selbst-
verstandlich gilt U2 = ®.

I11.6.

Die Nullstellen der Koeffizienten bei z2 sind a = —1 oder 2, bei y2 haben wir @ = 0, und
bei 22 schlieBlich a = 0 oder 1. Die verschiedenen Fille fiir die Normalform werden durch
diese Nullstellen getrennt, und wir haben 9 Moglichkeiten:

a<—1 (24?2 -C%=1 : einschaliges Hyperboloid,
a=—1 e+ - =0 : hyperbolisches Paraboloid,
-l1<a<0 :&-n2+3%=1 : einschaliges Hyperboloid,
a=20 : €2 = : Ebene,

O0<a<l1 &2+ =1 : einschaliges Hyperboloid,
a=1 : E249? =0 : Gerade,

l<a<?2 24924+ =1 . Ellipsoid,

a=2 -2 =C =0 : elliptisches Paraboloid,

a> 2 (2?2 - (? =1 : zweischaliges Hyperboloid.



