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Führen sie die Beweise in allen Einzelheiten aus. wenn sie sätze a"ltf,rrununE anweoden.
zitieren Sie die Sätze genau. Wo gerechnet werden muss, schreiben Sie nichtf €""r die Zahten
hin, sondern erklä^ren und begründen sie alles, was sie tun.

Zur Auswertung: nBestanden" haben Sie die Prüfung, wenn Sie in Teil I und Teil II
zusarrunen 20 oder mehr Punkte erzielt haben. Dabei wird in jedem Teil diejenige Aufgabe,
in der sie am meisten Punkte erhalten haben, doppeit gewertet.

Fachrichtung:

!..!t. (Wird von den Prüfern ausgeftilltl) max E1 Eu E Note

I .1 1.2 I.3 I.4 I.5 I.6

Bitte kreuzen Sie hier an,
e welche Aufgaben Sie bearbeitet

haben.



Äufgabe I.1 (4 Punkie)

Es sei R + {0} ein Ring mit Einselement, und für alle r € A gelte 12 = r. Zeigen sie:

(r) n ist kommutativ und für alle x € R gilt 2c = 0.

(b) Ist R nullteilerfrei, so ist .B der Körper mit zrvei Elementen.

Aufgabe 1,2 (4 Punkte)

Im Vektorraum 7 = IR.2"2 der reelien (2,2)-Matrizen sei mit einer festen lvlatrix A eV die
lineare Abbildung

(v  - -a t /
t  '  

1"  , - -+ AX
definiert.

(a) Berechnen Sie zunächst fir, A' 
( 1 -1 \= \ - z  z )

(i) die Abbildungsmatrix von O bezüglich der geordneten Basis

n = r ( l  o \  ( o  o \  / 0 1 \  ( o  o \ .' \ u  o / ' \ r  o / ' \ o  o / ' \ o  , ) ) '

(ii) die Dimension und eine Basis von Kern O,

(iii) die Dimensioo und eine Basis von Bild 0.

(b) Weisen Sie nach, dass O genau dann ein Isomorphismus ist, wenn Ä regulär ist.

Aufgabe I.3 (4 Punkte)

Gegeben sei für a € lR die lineare Abbildung

O :  iR6 - - -+ lR5,  ( " r ,  r .2 ,e,3t&4tr ; , tu)  *  (y t , ,Vr ,ys,A4,A6)

I I I I  U

9t : 3ar + 3xz + 4xz + n4 + 6cs + ar6

A z :  0 2  +  2 a s  +  t 4  +  1 5

U e :  0 1  +  1 2  +  a 3  +  ,  f i s  +  t 6

uq : 2sz 4ss Zxt + a(a i t)rs 2sa

As :  t1 + 2zz + 5os + 2xq + c5 + (a*3)o6

Bestimmen Sie ftu den Vektor b = (1,0,1, a * I,1) die iVlenge O-t({b}) aller Urbilder in
Abhäug igke i tvona€R.

Aufgabe I.4 (4 Punkte)

Es seien V ein Vektorraum über dem Körper K und O ein Endomorphismus von V.

(a) Geben Sie eine Definition der Begrife,,Eigenwert" und ,,Eigenvektor" von O an.

(b) Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Gilt Q2 = Q, so hat O höchstens die Bigenwerte 0 und 1.
(ii) Hat ö2 den Eigenwert c2, so hat 0 den Eigeriwert c.

(iii) Ist O invertierbar und c Eigenwert von tD, so ist c-r Eigenwert von 0-1.



Aufgabe I.5 (4 Punkte)

Es seien 7 ein endlichdimensionaier Vektorraum, Q : V --+ V eine lineare Abbildung sorvie c
ein Eigenwert von 0 mit zugehörigem Eigenraum [/ c V , U + V.Weiter sei

* , {rlu 
---+ vl(J

[ o + D  ' - - + 0 ( u ) + t

die von @ auf VIU induzierte lineare Abbildung. Zeigen Sie:

(a) Ist 0 diagonalisierbar, so auch ü.

/ t  n \(b) Die Umkehrung von (a) gilt nicht. Betrachten Sie hierzu die Matrix Ä : ( i ; )

(c) Für c= 0 giit: ü ist genau dann die Identität auf Vf u, wenn 0 eine Projektion ist.

Aufgabe I.6 (4 Punkte)

Gegeben sei die reelie (n,n)-Matrix Ä,, : (oti) mit den Einträgen

f t .  1 ' 1 = r '"" = j;,' i:: ; = t, *l'
t 0 sonst.

Bestimmen Sie det An in Abhängigkeit von n € N.

Aufgabe II.1 (4 Punkte)

Für jedes o € IR. sei eine reelle (4,4)-h,Iatr.ix A gegeben:

|  0  1  _ 1  i
^ l a 2 - 1  1

/ ' L :  I

|  1 + a  0  I - a  a ,
\  0  0  _ a  I + o

Das charakteristische Polynom von .4 ist p : (r _ 1)a.

)

(a) Bestimmen Sie die Jordansche Normalform Ä,.,ror, Ä in Abhringigkeit von o.

(b) Geben Sie für den Fall o = 0 eine reguläre N{atrix ,g an, so dass d - g-r 4S eilt.

Aufgabe II.2 (4 Punkte)

Es seien V ein euklidischer Vektorraum und {ör,...,b,,} eine Orthonormalbasis von V.
Zeigen Sie:

(a) Für alle c, g €V gilt:

( r ,s )  :  I ( r ,ö ; ) (y ,  b ; )  .
i = 1

Vektoren ur r ...r

( * , (  
(u "b ' )

\  \  ( , " ,  ö , ) )) ) ' : , " , (

( o t ,  r t )  ( r t , o ^ )

( r " ,  r r )  ( u n , u n l

HALT! wER tsTDA?
FREI.IND @, ftIND?

sl-u

(b) Für alle



Aufgabe II.3 (4 Punkte)

Es seien i/ ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum uncl o und
domorphismen von v. zeigen sie die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Bild 0 c Kern ü.

(i i) O o ü istdieNullabbiidung.

(iii) Bild o l- Bitd ü.

ü selbstadjungierte Bn-

Aufgabe II.4 (4 Punkte)

Im euklidischen Raum IR.a (versehen mit dem Standardskalarprodukt) sei ein Endomorphismus
O durch 0(r )  : -  Ar ,x  € lRa,  mi t

gegeben.

]$ Bestimmen sie alle o € IR, für die o eine Isometrie ist.

(b) Besiimmen Sie für a = 7 die Normalform Ä d". Isometrie o, sowie eine orthonormalbasis
des lRa, bezüglich der O die Abbildungsmatri* ä h"t.

Aufgabe II.b (4 Punkte)

Zeigen Sie:

(a) Gili fiir vier verschiedene vektoren a,b,c, d eines euklid,ischerz vektorraums

l i "  -  öl l  :  l lö -  c l l  und l l "  _ dl l  = l ld _ cl l  ,
so sind die Vektoren a _ c und b _ d, orthogonal.

(b) Die (a) entsprechende Aussage ist in unitärenvektorräumen falsch.

Aufgabe II.o (4 Punkte)

Es seien 7 = R'3 der euklidische Standardvektonaum und o ein normaler, aber nicht injektiverEndomorphismus von V, für den

/ # [1 it',l )

gilt.

Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis g von I/ aus
Abbildungsmatrix von (D bezüglich B an.

e
tJ

Ä
T

- . / t

\

l
' , t ( i ) r=r( i ) j  " "0 - , ( ; r ) ,= (

Eigenvektoren von O und geben Sie die



Lösung I-1

( a )  F t i r  j e d e s  r  e  . f t g r l t  x * L =  ( x + I ) 2  = n 2  + 2 r * l = n * 2 s * L .
Ziehe auf beiden Seiten r + I ab und erhalte 2n = 0.
Für alle r,y c R gilt r f y = (r + U)2 = x2 + ay + gfi + U2 = x + rU + yr + U
Addiere auf beiden Seiten rA - t - gr und erhalte ny = ZxA * yr = yx.

(b )  Fär  jedes  c  e  f tg i l t  x ( r -1 )=  12  -n=t -x=  0 .  Wenn.Rnu l l te i le r f re i i s t ,  fo lg tc  =  0
oder c - 1 = 0, also s € {0,1i.

Lösung I-2
/  t  o \  1 o o \  /  o t  \  (  o o \ . ,( a )  ( i ) B = ( t ö  ö / ' \ . r  o / ' \ o  o / ' \ 0 1 ) . )

\--
=:Bt =:Bz : : "B3 =:Be

o ( B s )  = A - B t =  (  3  - t ,  )  
:  B s - 2 B a

o(Br )  =  A .B+= (  3  
- r t  

)  
=  -Bs*28+

Die Abbildungsmatrix von iD bezüglich B lautet also:
I t  - 1  o  o \
t _ t  2  0  o  Ir * = l  r  o  1  - r  I
\ o  I  - 2  z l

( i i )  Rg,Ao =2+ d imKern iD -  4 -2=2 '

s . t x = ( l  3 )  o * " g i l t o ( x )  = o { +  A ' x = o
(  a , - c  b - d  \ - / 0  

n \
*  (  - ; ; c  - 2 b + z d  ) -  \ , ;  ö  )  

* a - - c , b = d '

A r s o K e r n o = { ( :  l ) ' , , b e r l } = ' (  i  3 ) , ( 3  i ) r
(iii) dimBild0 - RgA6 = 2.

Bitdo = [O(Br), iD(Bz), 0(Br), O(Bn)] - lBv-282, &-2841: t( -1

(b) o Isomorphismus 
offir" 

iD injektiv e Ax = 0 ist nur trivial lösba.r

dimV < m

+=+ die hom. LGSe O( xn \ = r 9
\ r z r l - \ o

e A reguläre Matrix.

o(8 , )  -A  B ,= (  l  - l  )  (  ä  l  )= (  - ' ,  3  )=  B , -2Bz

o ( B z ) = A . B z =  (  ;  3  )  
:  - B t * 2 B z

3 ) , ( 3l, )r

) " " a  ^ ( : : : )  = ( 3 )sind nur trivial lösbar



Lösung I-3

0-t({ö}) ist die Lösungsmenge des LGS Är = tö (transponiert, da in Aufgabe mit Zeilenvektoren
gearbeitet wird). Die (erweiterte) Matrix des LGS wird mit Gauss-Algorithmus umgeformt, bis
die Lösung ersichtlich ist:

0 1
1 0
1 3

-2 a(a + L)
2 0

/ s  3  4
l o  t  z
l r  1  1
l 0 - 2 - 4
\ r  2  b

( ä  i  ;
= 1 0  0  1

l o - 2 - 4
\ o  |  4

( r  1  I  o
l 0  t 2 1

= 1 0  0  1  1
1 0 0 0 0
\ o  o  2  r

I
1
0

* 2
2

6 a
0 1
1 1

o(a + 1) -2
1  a + 3

" i, ) 

r-i lrr

) ** ' r ' - "
t \
0 l

-2 
lv  

-2I I I '  I r I l+v

" i '  
)

V-I I I ,  I<+I I I
4

1
1

a - 3
- 2

a t 2

1
0

-2

a * l
0

fiii

l 1
0 1
3  a - 3

a(a+ 1)  0
0  a * l

1 1
0 1
3  a - 3
o  a -  I

o ( a + r )  0

0
-2
-4

a * 1

1
0

-2
-4

a * 1

Der Rang der Matrix/erweiterter Matrix sind also
o , =  0  :  4 1 5
o " =  - l  : 4 / 4 .
a l  0 , - 1  :  5 1 5

Laut Vorlesrrng ist das LGS uniösbar, d.h. A-t({b}) = 0. genau fur a = 0. Sei jetzt a * 0.
Lt. Vorlsung hat der Lösungsraum die Form KerniD * spezielle Lsg.
Eine spez. Lsg mit 3o = 0 kommt aus dem LGS
l L  1  I  o  I

f  o  r  2 1  o
1 0 0 1 1  3
l o o o l  6
\  o  o  o  o  a ( a + 1 )

z a * 6 x 5 = - 4 + U = - 4 - 2
Ig = -2 - E4 - 37,5 - 2 + * : 

g = Z + I
r z =  - 2 r s -  1 4 = n *  i  - i - y  = 0  "

r !  =  - r z  -  1 3  - c s  *  f  +  - Z l *  -  ä  + t  =  - 1  -  *
a lso  6s :  ( -1  -  ! ,0 ,2+  f ; , -+ -  * , * ,0 )  €  o -1( {ö } )

Sclrließlich ist noch der Nullraum der folgenden lüatrix zu berechnen (wegen a + 0 kann die
letzte Zeile durch a dividiert werden).

1 0
- 6  - 2 a * 7
- 3 4
6  a - 7

a * l  0

0 7
0 0
0 - 3
r 6
0  a * 1

0  1  1  \  l t  0  - 1  - l
I  o  1  I  l o  1  o  - l
1  3  a - J  l r - r l '  

I I - ' 2 I I I , r t t - r v l 0  
0  1  0

i  6  a - T  |  |  o  o  o  1
0  o * 1  0  /  \ 0  0  0  0

/ t  1  1

f  o  1 2
l o  o  1
l o  o  o
\ o  o  o

( r  0  - 1
1 0 1  0
l o  o  1
l o  o  o
\ o  o  o

) * ' * * "

a - 7 \  / t  0  0  0  4  a - J \- f  
l ' * ' l  B ä i B _ ' ,  _ i  I' ; ' )  l , l  3  3  ä  .1 ,  " ; ,  )



Falls a + | l0 ist, hat die Matrix Rang 5, also dimKernO = 6 - Rg(Ä) = 1' und xe = 0'

O*n t *o iu = t (beliebig in'üR ) verwendet werden'

1 8 = t

x a = ( 7 - a ) t
f is = -4t,

r z = a t

ft;rl#33#)i [(3-o, a, -4,7 - a,0, 1)], dem nach (a + 0,r)o-' ({ö}) = äo+[(3-4, a, -4,7-a' 0' 1)]

verb le ib ta=-1  und

/t 0 0 o 4 -+\ ff:r'*fjff"äl.=6-Rg(A) 
=2'n5'ce könnenbeliebigvor-

f  o  1  0  0  0  I  I  i r - : o , n a = I g i b t r a = 8 , r 3 = - 4 , r 2 = - L , t r = 4 ,
l o  o  1 0  ^ 3
\ o  0  0 1  6  - 8 /  

" u = i , r u ' = O g i U t a z = ( - 4 , 0 , 3 , - 6 , 1 , 0 ) _ € K e r n o , .

beidelinearunabhängig'AIsoKerno = [o' 'b' i t"Jo:t({a}) 
=6i+[b"b'] '  66(-1) = (3'0'-1'2'-1'0) '

Lösung I-4

(a) .\ e K heißt Eigenwert von (D,wenn ein u € Iz \ {0} existiert mit

0 ( u )  =  Ä ' t r .

u € V \ {0} heißt ein Eigenvektor von (D' wenn ein } e K existiert mit

O ( t r )  =  Ä ' t t '

(b) (i) Die Aussage ist wahr'
Erste Beweisvariante: Da o2 = iD- gilt ist T2 - T ein annullierendes Polynom von iD'

Alle Eigenw"ilio O müssen aufr;, X"ff.tellen von T2 -T sein, also € {0' 1}'

Zwe i teBeweisvar ian te :Esse i ' \e inEWvon iD 'u l0e inE igenvek torzumEW' \ '
@a(t') 

= Äu,"also (42 - '\)o =-o'.-

Da u t'o lroru*ffitzt isi, folgt '\2 = tr' a'lso '\ € {0' 1}

(ii) Die Aussage ist falsch (für allgemeine Körper)'

Wähle z.B. K =lR und V =IR,t tV"+V'u r-r  o '  Dann hat iD2 den Eigenwert

1 = (-1)2, aber iD hat nicht den Eigenwett -l-'-
Ttsatz:Ist c2 EW von O2, so-ist c oder -c EW von O' Denn:

C ist Ew rnorr-# J o''- iid,= (o - cid)(o * cid) ist nicht injektiv

=+ O - cid oder O - cid ist nicht injektiv

(iii) Die Aussage ist wahr'
Ist n?i,rnlich c EW von o und u I 0 EV zu c, so gilt zunächst e I 0,da o(u) I 0'

Es gilt uuur-r= o-iiot'il = o- r(co)' also c-1u = o-1(u)'

atso ist tr EV zum EW c-l für iD-l'



Lösung r-5 
' n -:^ /^ 'us Eigenvektoren von @' Dabei

(a) { diag + es ex' eine Basis (x''nz' "' 'rl 'rs4rt"'r") von V a

seien r*+r,  " , f rn € t /  und rr 'ß2'  " ' 'n* 4 U '

Dann ist (r1 + (J, "',n* *t/) eine gusiJ"on V lt) aus Eigenvektoren von ry'' denn

p ' ( r ; + U ) :  $ ( x i )  * I J  = c a t t * g  =  s ' ; ( r ; * U ) ;  i -  l ' " ' ' k '

Somit ist r/ diagonalisierba^r'

(b) Sei V ;=1R2,

ö : I R 2  4 1 R 2 , ö ( x )  =  A r  u n d  Ä  =

u = t( ? )f 
*o' zugehöriger Eigenraum' also ist @ nicht diagonalisierbar'

o d e r : d i e A b b . m a t r i x A v o n @ h a t e i n e J N F , d i e k e i n e D i a g o n a l m a t r i x i s t , d . h . , 4 u n d
damit I ist nicht diagonalisierbar'

diffiv lu = 2 - \ )T."Jö',"itÜ -+ v lu ist trivialerweise diagonalisierbar'

(") 
;==1;,y *ä?f.".älrtl"f-,** '*g vr e v *.ö(x)+Kernd: r+Kernd .tr €v

eeeeeeee�ö@r; ) - reKe. r ' l$  Yxev  *OöV) : ; )  = '  V ;  ev  e f  (x )=$( r )  v r€v

( L 0 \. O*o ist c = 1 einziger EW von / und

\ 1 1 /

-psat lr|1'gtefj$rrrJü€t{t'wr
388ffi
ffiosFl8&
ilä@
@
3Slr+O8128'.8ü17r}5otrEtlsclolgl
@

Lösung I-6

Die Matrizen haben die folgende Form:

t - 1

1 1

0 2 2

0 0

.

0

u  " '

- l

1 - 1

(n - 2)'
0

I

-1

1

l n ,  -  L l

0

- 1
I

Zunächst gilt

det Ar
det Az

det Äe

det& =

' 2  = 2 1
1 - 1  0
1 1 - 1
0 2 2  1

= 1
= 1

= 1 * 4 * = o = J l

1 - 1  0  0 l
1  1  - 1  0  l - . , .
0  2 2  1  - 1  l - '
o  o  3 z  1 l

1 - 1  0
1 1 - 1
0 2 2  1

- (-1) '
1 - 1  0
1 1 - 1
0 0 3 2

# ö Projektion

ü'rotE oEf t'.^t
rt To r{ttE tt€ Yo{Jfs'

gArLoiln6MrP t'lo]rlcßg
I 6otl{G.

=  1 'de tAs  +  32de t  Az  =  6+9 '  2  =  24= ' 2 ' 3 ' 4  =  4 t '



BehauPtung: detÄ' = n!

Beweis miitels vollst' Induktion'

IA' 
"fu;'; 

= 1,2,3, 4oben durchgeführt

;v';. A1, = kl gilt ftir alle lc.( n 
d-^r

IS: durch Entwicklung ""tU a* letzten Spalte von Än+l wird gezeigt, dass det An*t = (n' + 1)!'

i l - 1  0

1 1
n o 2
U L

0 0

I
l 0

r A- l  v

t - 1
I

/ -  r t 2
t t ü  -  L  l

0

1- I

- 1

1

i -
An* I  -

- 1

1

\nr

0

-1
1
0 0

:

0

- 1
tn-

1

1

0

0

ö

t

I
I

0

0

:

0
An

1
- 1 . 1

I
I
I
I

= det

22 1

0 "
- 1

- (-1) ' . 1
- a

(- -r\2 1
n

- 1

1

2z

0

0
I- L

1

. detÄ'-r = n'! ' (1 * n) = (n' + 1)!

':Hiöh*****i1""ryäiä'1.';l'öi#J;"$;"'i"'-Trt#"Asenauden

ä.i,*r*" *" .q;i*;i" g'fT_:",(, ;], I s I ) =., I t, i +R* (A -E )  = * r {  o1 '  ä  - l  l l =R t l ; ; i  9
\  o  o  - a . )  \ - ö -  ö  ; ; )  \  o  o  o

ffiifl;:E1 = dimKern(Ä-E) = 
f,.ät^;"i 

=2'Esgibt also 2 Jordank?istc}en(JK)'

|  - r  t  - t  1  l = l , R g ( Ä  - E ) " = R g o = o '

weiter ist Rg (A - EY = 

:- L"r"* ;{ ,,äJ, ist die Länge des srössten aurrretenden

Damit hat der HauPtrauml[1d1n I:

Ioräu"rust.rtu"r i" ao JNF Ä' to*tt ttt 

, , 0 0 0 \

A.-a= { i  I  I  t  I
\ ö  o  o  t  )

t)



F a l l 2 :  a = - t
Es ist in diesem FaJl dimEl = dimKern(A- E) = 4-; Rg('4 - E) = 2' es gibt also 2 JK'

Ferner ist Rg (A - Ei" = Äg O = 0' Damit hat det Hauptraum Ht Ürm Eigenwert A = 1

den Index s = 2. Dies ist die Länge des grössten auftretenden JK' Da der Jordanblock aus

2 JK besteht, folgt somit
/  t  o  o  o \A'--'= t, t ä i l,l

F a t l 3 : a f { 0 , l i
Dann gilt dimEl = dimKern(A- E) - 4-Rg(A - E) = 1' Es gibt genau ein JK' das

notwendigerweise die Llinge 4 besitzt' Damit ist

Aod{o,t= ( I
i l l ' l
0 1  r /

(b)Esgi , tE1 =Kern(A -E)=t  
i l  ( i , ) ,

/ , \ \ 7 / , \  / 1 \
uz=Kern(A-E)'= t l  ä l ,  l  

j ,  
|  , [  3 f  t ," '  =Kern(A -E)s =IRa'

\ o /  \  o  l  \ 1 /

w?ihle ü. e ur\ t/r, "lso ,'.-. ü= f ä 

tl' 

o"*n sind die Vektoren 6| "'d 
-b3

\ o /  
/ - r \

zu bestimmenden Jordanbasis festgelegt durch d = (Ä - E)Ei = 
t, 

j 
,J 

t"'

erner

gJürrl trJ" I
üt'r.t t^gfi i

l o  \
@_ qü = (A_") ,Dl  = 

[  _1 |
\ o )

Ergänze nun noch fi e Erzu einer Basis von 81, ztJtrLBeispiel durch 6? =

Damit ist durch E = {ü,ü,ü,6}1 uin" Jordanbasis gegeben' Die regulä're Matrix

I t  - 1  o  o  \
- - * * * r _ f  o  o  - 1  1  Is = ( b f l ö ö l a ä l a i ) : l o  I  _ 1  o  I

\ o  o  o  - r /

leiste das Gewünschte.

Lösung II-2

(a) Seien x,y €V beliebig. Dann gilt y = 
t\u,bi)bt,da {b1;"' 'b"'} ONB ist'
d=1

Es folgt (r,y) =(t, i(s,br)b,) = ätt,a,)tr,uo)'
i= l  i= l

(b) Zunächst folgt \ui,ui)= i('0,öt)(oi,b;) ftir alle i ' j e {1'"' 'n'}' (*)
i :1

f  (ut,bt l  ' '  '  
' - t ' , ,  

b") \  ( (a' 'ur\ (u" u') 
\

S e i A : = l  ,  f  
u n d B : = [

\ (ur,,br) (t',,,b") / \ 1'*'o') ('^' 'o*\ )

Mit (*) ergibt sich Ä . Ar =B und darnit (det Ä)2 = det Ä ' det Är - det(Ä ' Ät) = det B'

Ii)



Lösung II-3

Beweis durch Ringschluß: (i)+ (ii) + (iii)=> (i)'

Vormerkung: Aussage (i) ist quivalent zu iü o O = 0' (V)

(i)+(iD Für alle n,Y eV gslt:
(iD o iI,(r),s)*,"]t(rl, v(v)) *;. 

(r, Ü(O(s))) = (o' Ü 'o(s)) 
ro ofr. orl

(O o t)(o) = 0r. /u", .ö o i [  = 0

(iii)+(i) ,.i'i.-'i"tnach (v) v(o(3]) :0,- Yi,t,I
Bei,eis' Für allg xry e'i'sirt ({(p(c)), v) = (Ü(o)' o(s)) 

till0'- -  
+ V(Ö(r))  :0 + Beh''D€wEr; I " ' * ' iööi) 

: ö+'gätt '
setze y:=V(0(c))

Lösung II-4
(a) Beh: iD Isometrie ä o =7

Bew: "+" Sei iD Isometrie' Dann stehen die Spalten s1' 82' 'e3' s4 von Ä aufeinander senkrecht;

insbesondere 6 = (sr,sa) = -a +7 +7 - a' + a = I '
, ,  1 , ,  a = 7 + A A T : E q *  ( D I s o m e t r i e .

+
setze U:= (0 o it)(c)

(', ') ist Pos.def '

(ii)=+(äi) Für alle x,v €V gilt nach (ii)

:+ BildO I Bildlf '
r ,Y  be l '

p ( r ) = d e t ( B - c E r ) = $ l  ö

(i[(s), ö(s)) = (c, (iD o v)(e)) = 0

=0

l 7  0  0  - 1  
\

( b ) B : =  A + A r = ä  
|  3  ] t  i  3  I  

" t p d a s c h a r ' P o l v n o m v o n B '

\ - 1  o  o  ,  )
l 7 - 5 s  o  o  - 1  |  l z - s a

l z - s x  o  o  - 1  |  i a - - r o
- . ' l  o  7 - b r  - 1  o  l - , '  - ' o l  o  8 - 5 o

= # ( o - 5 ' ) ' l  ä  r  1  o  l - t t o - t ' ' " 1  9  r -
l r  o  o  i l  1 1  o

= #(6 - s";'ie - 5n)2 + EW.e von I sind $ und $ (beide doppelte NS)

0  7 - 5 a  - 1  0

- 1  0  0  7 * 5 a l  l 6 - 5 c

) d a

- 5 x  - 1  o  l - ' l  o
- 1  7 - 5 x  0  l - # l  0

0 0 - r
7 - 5 a  - l  0
6 - 5 o  6 - 5 1  0

0  0  6 - 5 t '

0
0
0
1

0
0

I

0

+ A =

Beweis dasu: Eigenraum von B zum EW' i:

{l--: 1l)j,"-r 
-ä )*Egenraum-'fil

' : ;  ( i )  

"  
o,-= 'o*,=# ( i )  "  :=!2 (n,vz)r ,=- (  l )

/  1 \  t 0  \
yn:= Aat= # 

[. !^),r, 
:=a4-(os,sr)os = * 

[, f ,)
Bezüglich der geord. Basis (rr, ", cn) nimmt iD die NF Ä an'

( i )
* n 2 = - ( : )

rz '=.*z( j , )(be € ( l )  ( l ) ' ' '

, n 4 : (  

;  )

r - ( 2 \ , = !' b -  D



Lösung II-5

(a) Es gelte l la - bll = l la - cll und lto - dll = l ld - cll '

l la -  b l l  = l lb -  c l l  -
* *  t i o -  b l l ' =  l l b - c l l '
e llall ' �  -z\o,' i i i  rrlr ' : l lbl l '- 2(b'c)+ l lcl12
; ii;ii' - zia,,ai + i(a' c) llcll' = o
e i io l l '  -2(b,a -  c)  -  l lc l l '  = u

Analog: l lo - dll = l ld l cl l <+ l loll '  -z\d'o'- c'� - l lcl l2 = 0

Die Differen' (1) - (2) lautet:
-  2\b,a -  c) + 2(d"a -  c) = v

e  - ( b - d , a - c ) = Q

e  ( b - d )  L ( a - c )

(b )E in fachs tesBe isp ie l i s t imvRy_ClüberCmi tdemstar rdar tska la rproduk t (z ,u )* '  " ; , : ; , ;  
äbt .  s*""  a := 1,b := i 'c .= -1 'd ' := - i '

f f "  -  Uff  = 11 -  i l= t f2-= 11 +i l  = l lb.-  c l l

i i " -  ; r t  -  l t  *  ü=  r t=  11 . ; i l  i  l l d - ,c l l
A b e r  ( a  - c , b _ � d )  =  ( 1 + 1 ) ( d +  i ) = ' 4 i 1 0 +  ( a  - c )  I Q - d ) '

Lösung II-6

iD ist diagonalisierbar, da normal'

Der vektor r 3 ) ist Eigenvektor von o. Der zugehörige Eigenwert ist I 0, da

/ o \ t ' / o t  / g \  
( ' n \ = . f - f ) € B i r d ( o )

, , ' (  
? ) r ,= r (? ) r  

A rso -  ( , ? )e  e *a (o )  Daauch  
\  -= , ,  /  

-  -  
\  t  )

el,, ri.s, "'.n ( I ) 
" Bld(o) Daher ts'*l':'] = 

; :i.*s(o) 

<'-);'l*ns(o) :2

B*d(o) wird von den orthosonaren vekto,"^ (l 
) 

( I ) 
**"* "' (l 

) 
* ist' muß

"'.n (l)"*"

(1)

(2)

von ö zu einem von 0 verschiedenen EW sein' Da der Kern von iD das

Orthogonalelement zu Bitd(ö) ist' wird er erzeugt vÖn

Eine ONB aus Eigenvektoren besteht daher aus q = I

Was sind die EWe? Wir nennen sie '\1' )z' )s' Dabei ist )1 = 0'

Nun gilt: ( j 
) 

= *'r+ !r''2 + uu3' Auf diese Gleichung wenden wir iD an:

s , ,+ ( - , , ) ) ,  =  (  i  )  
= "  (  ? :  )  

= '  + *o ' *11 ' \ sug  *  \2  =25 ' \3 : -Ä

Die Matrix von ö bezüglich {tr1'u2'u'} i" auf"' ( 

0 
25 

- )


