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Zur Bearbeitung: Verwenden Sie fiir die Bearbeitung jede@ abe%;ues Blatt, auf

welches Sie die Nummer der Aufgabe sowie Ihren Namen iben{

Fithren Sie die Beweise in allen Einzelheiten aus. Wenn Sie Sitze der ng anwenden,

zitieren Sie die Satze genau. Wo gerechnet werden muss, schreiben Sie nicht ®ur die Zahlen
hin, sondern erkliren und begriinden Sie alles, was Sie tun.

Fachrichtung:

Zur Auswertung: ,Bestanden“ haben Sie die Priifung, wenn Sie in Teil T und Teil II
zusammen 20 oder mehr Punkte erzielt haben. Dabei wird in jedem Teil diejenige Aufgabe,
in der Sie am meisten Punkte erhalten haben, doppelt gewertet.

Punkte (Wird von den Priifern ausgefiillt!) | max | X Zn X Note

I.1 1.2 1.3 I4 I5 | 16

Bitte kreuzen Sie hier an,
<== welche Aufgaben Sie bearbeitet
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Aufgabe 1.1 (4 Punkte)
Es sei R # {0} ein Ring mit Einselement, und fiir alle z € R gelte z2 = z. Zeigen Sie:

(a) R ist kommutativ und fiir alle z € R gilt 2z = 0.

(b) Ist R nullteilerfrei, so ist R der Kérper mit zwei Elementen.

Aufgabe 1.2 (4 Punkte)
Im Vektorraum V = R?*? der reellen (2, 2)—Matrizen sei mit einer festen Matrix A € V die

lineare Abbildung
: 5 . {V — V

X — AX

definiert.

(a) Berechnen Sie zunichst fiir A = ( __“12 —; )

(1) die Abbildungsmatrix von & beziiglich der geordneten Basis

p=((58).(28)-(34). (22D

(ii) die Dimension und eine Basis von Kern &,

(iii) die Dimension und eine Basis von Bild &.

(b) Weisen Sie nach, dass ® genau dann ein Isomorphismus ist, wenn A regulir ist.

Aufgabe 1.3 (4 Punkte)
Gegeben sei fiir a € R die lineare Abbildung

d: R®— Rs, (331,1'2,:337534;335,1’6) — (Y1, Y2, ¥3, Ya, Us)

mit

y1 = 3y + 3z, + 4dz3 + T4 + 6rs + aze
Ya = Ty, + 2z3 + x4 | + Te
Y3 = T3 + T2 + z3 + . Tz + Zs
Ysg = - 22y — 4z3 - 2z4 + afa + Dzs — 2z
¥ys = 21 + 2z, + Sz3 + 2z4 + zs + (a+3)ze .

Bestimmen Sie fiir den Vektor b = (1,0,1,a + 1,1) die Menge ®~!({b}) aller Urbilder in
Abhidngigkeit von a € R.

Aufgabe 1.4 (4 Punkte)

Es seien V ein Vektorraum iiber dem Kérper K und @ ein Endomorphismus von V.
(a) Geben Sie eine Definition der Begriffe ,Eigenwert* und , Eigenvektor® von @ an.
(b) Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Gilt ®* = @, so hat ® hachstens die Eigenwerte 0 und 1.
(i) Hat ®* den Eigenwert c?, so hat ® den Eigenwert c.

(iii) Ist @ invertierbar und ¢ Eigenwert von ®, so ist ¢c~! Eigenwert von &~1.



Aufgabe 1.5 (4 Punkte)

Es seien V ein endlichdimensionaler Vektorraum, ® : V — V eine lineare Abbildung sowie ¢
ein Eigenwert von @ mit zugehérigem Eigenraum U C V', U # V. Weiter sei

T ViU —V/U
e+ U — O(z)+ U

die von @ auf V/U induzierte lineare Abbildung. Zeigen Sie:

(a) Ist ® diagonalisierbar, so auch .

(b) Die Umkehrung von (a) gilt nicht. Betrachten Sie hierzu die Matrix A4 = ( i g ) .

(c) Fiir ¢ = 0 gilt: ¥ ist genau dann die Identitit auf V/U, wenn & eine Projektion ist.

Aufgabe 1.6 (4 Punkte)

Gegeben sei die reelle (n,n)—Matrix A, = (ai;) mit den Eintrdgen

[ HaT! wer T DAZ
: FREUND ODER FEINDT

1 firi=y,
-1 fire=79—-1,
TV fiwi=g4
0 sonst.

Bestimmen Sie det A, in Abhingigkeit von n € N.

Aufgabe I1.1 (4 Punkte)
Fir jedes a € R sei eine reelle (4,4)-Matrix A gegeben:

0 R 1
2 =1 1
A= a
l14a 0 1-a «
0 0 —-a 1+4a

Das charakteristische Polynom von 4 ist p = (z ~1)4
(a) Bestimmen Sie die Jordansche Normalform A von A in Abhéangigkeit von a.
(b) Geben Sie fiir den Fall ¢ = 0 eine regulire Matrix S an, so dass A = S~1AS gilt.

Aufgabe II.2 (4 Punkte)

Es seien V ein euklidischer Vektorraum und {by,...,b,} eine Orthonormalbasis von V.
Zeigen Sie:

(a) Fir alle z,y € V gilt:

n

(2,) = 3 {2.b:){y,bi).

1=1

(b) Fiir alle Vektoren vy, ...,v, € V gilt:

2

(Unbl) (Ulabn> (01,01) (vlavn>
- . :det .

det : : : :
(Vayb1) -+ (va,by) (Vn,v1) -+ (Un,vy)



Aufgabe I1.3 (4 Punkte)

Es seien V' ein n—dimensionaler euklidischer Vektorraum und ® und U selbstadjungierte En-
domorphismen von V. Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Bild & C Kern V.
(if) ® o ¥ ist die Nullabbildung.
(iii) Bild ® L Bild ¥.
Aufgabe II.4 (4 Punkte)

Im euklidischen Raum R* (versehen mit dem Standardskalar

produkt) sei ein Endomorphismus
® durch ®(z) := Az,z € RY, mit

a -1 -7 -1

-1 -7 -1 «
gegeben.

‘g)‘"Bestimmen Sie alle a € R, fiir die ® eine Isometrie ist.

(b) Bestimmen Sie fiir a = 7 die Normalform A der Isometrie ®, sowie eine Orthonormalbasis

des R* beztiglich der @ die Abbildungsmatrix A hat.

Aufgabe II.5 (4 Punkte)

Zeigen Sie:

(a) Gilt fiir vier verschiedene Vektoren a, b, ¢, d eines euklidischen Vektorraums

lla~bll=lb~c|| und fla-dj=}d-c|,
so sind die Vektoren @ — ¢ und b — d orthogonal.

(b) Die (a) entsprechende Aussage ist in unitdren Vektorrdumen falsch.

Aufgabe II1.6 (4 Punkte)

Es selen V = R3 der euklidische Standardvektorraum
Endomorphismus von V, fiir den

() o) (2

Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis B von V aus
Abbildungsmatrix von ® beziiglich B an.

und @ ein normaler, aber nicht injektiver

gilt.

Eigenvektoren von ® und geben Sie die



Losung I-1

(a) Firjedesz € Rgilt z+1=(z+1)> =z +2z+1=z+27+ 1.
Ziehe auf beiden Seiten z + 1 ab und erhalte 2z = 0.
Firallez,y€ Rgiltz+y=(z+y)’ =2 +ay+yz+y’=z+zy+yz +y
Addiere auf beiden Seiten 2y — z — y und erhalte zy = 22y + yz = y=.

(b) Fiir jedes € Rgilt z(z — 1) = 22 —~z = z — z = 0. Wenn R nullteilerfrei ist, folgt z = 0
oder z — 1 =0, also z € {0,1}.

o
lI

r&
k.

P

Losung I-2

N 10 0 0 0 1 00
N et Nt it Nt ! et et
=:B; =:By =:B3 =:B,

1 -1 10 1
@(31)24431:(2 _2)(0 1>=(__2 0>=B1—2B2
@(Bz)=A'Bz=(—l 8)=—-Bl+2Bz

0 1
<I’(B3)=A-B3=(O _2>=Bg—234
‘I’(B4)=A'B4=<8 —21>=—33+2B4

Die Abbildungsmatrix von @ beziiglich B lautet also:

1 -1 0 0
-2 2 0 0
Ae=1 g o 1 -1
0 1 -2 2

(ii) Rgde =2 = dimKern® =4 -2 =2.
Seix=(2%° ).Dmgith(X)=0¢A.X=o

d
a-c  b-d 00 _
@(—2a+2c —2b+2d>‘(0 0)@““6”"‘1'

a b 10 01
AlsoKem@:{(a b)la,beﬂ%}z[(l 0),(0 1)}.
(iii) dimBild® = Rgds = 2.

Bila® = (8(8), 8(8:), (5x), 8(80)] = Br-28, Bs280 =[( 5 ¢ ).(0 5 )

(b) @ Isomorphismus = ® injektiv <= AX = 0 ist nur trivial l§sbar

$ linear
dimV < o
<= die hom. LGSe A( i ) = ( 0 ) und A( 12 ) = ( 0 ) sind nur trivial 16sbar
Z21 0 T22 0

<= A regulire Matrix.



Lo6sung I-3

&-1({b}) ist die Losungsmenge des LGS Az = *b (transponiert, da in Aufgabe mit Zeilenvektoren
gearbeitet wird). Die (erweiterte) Matrix des LGS wird mit Gauss-Algorithmus umgeformt, bis
die Losung ersichtlich ist:

3

OO O D = OO O O

OO OO -

3
1
1

OO O =

SO O -

N O e BN

O O = N =

4
2

1 6 a 1
1 0 1 0
0 1 1 1
-2 ala+1) =2 ja+1
2 1 a+3 1
0 1 1 1
1 0 1 0
1 3 a-3| -2
-2 afa+1) -2 {a+1
2 0 a+2 0

1 1 1

0 1 0

3 a-—-3| -2
ala+1) 0 ja+1

0 a+1 0

1 1 1

0 1 0

3 a—-3| -2

6 a-7| -4
ala+1l) 0 ja+1

13111, V~III, IeIf]
~A

Der Rang der Matrix/erweiterter Matrix sind also

a= 0
a= -1
a# 0,-1

4/5
4/4 .
5/5

Iv42Ir, v-II
~r

Laut Vorlesung ist das LGS unl6sbar, d.h. ~1({b}) = 8, genau fiir a = 0. Sei jetzt a # 0.
Lt. Vorlsung hat der Losungsraum die Form Kern® + spezielle Lsg.

Eine spez. Lsg mit 2¢ = 0 kommt aus dem LGS

C cooc o

als

1

1
0
0
0

By =

O O )

~~~

0 1 1

1 0 0

1 3 -2
1 6 —4
0 ala+1){a+1

~1-40,2+3 -4

, also

2, 50) e a7 1({b})

a’a?

SchlieBlich ist noch der Nullraum der folgenden Matrix zu berechnen (wegen a # 0 kann die
letzte Zeile durch a dividiert werden).

SO OO~

OO OO =

SO O e

SO O O

SO N

COoO=O

0

[ Y S Gy Sy

I-ir1, Ir—-2I1r1, rrr-1v
~~p

OO OO -

DO O =D

OO = OO

OH OO0

0
1
0
0
0

OO OO

-1
0
1
0
0

-1
-1
0
1
0

1
-6
-3

6

a+1

0
-2a+7
4
a-—7
0

I+IV, HI+IV
Sy



Falls a + 1 # 0 ist, hat die Matrix Rang 5, also dimKern® = 6 — Rg(4) = 1, und z5 = 0.
Dann kann zg = ¢ (beliebig inIR ) verwendet werden.

Tg =t

Iy = (7 - a)t
I3 = —4t,

z2 =at

Iy = (3 - a)t

also Kern® = [(3—a,a,—4,7—a,0, 1)],dem nach (a # 0, 1) e H({p}) = bo+[(3—a,a,-4,7—4,0, 1)]

verbleibt a = —1 und

Hier ist dim Kern® = 6 — Rg(A) = 2,%5,z¢ konnen beliebig vor-

1000 4 -4 '

o1 00 0 1 geschrieben werden.

0010 -3 4 zs:o’xﬁzlgibt&t=8,.’83=—-4,1‘2=—-1,$1=4,
0001 6 -8 also by = (4, ~1,~4,8,0,1) € Kern?.

rs = 1,76 = 0 gibt bz = (-4,0,3, -6, 1,0)~€ Kern®,
beide linear unabhingig. Also Kern® = [by, bo] und $-1({b}) = by+[by, b2, bp{-1) = (3,0,-1,2,-1,0).

ICH BRINCE DIE BEI-
RACH NICHT

HONI UND D
"PRINZEN +

Losung I-4
(a) A € K heifit Eigenwert von &, wenn ein v € V' \ {0} existiert mit
®(v) =A-v.
v € V'\ {0} heifit ein Eigenvektor von &, wenn ein X € K existiert mit

O(v) = A-v.

(b) (i) Die Aussage ist wahr.
Frste Beweisvariante: Da ®2 = & gilt ist T2 — T ein annullierendes Polynom von ®.
Alle Eigenwerte von @ miissen daher Nullstellen von T% — T sein, also € {0,1}.
Zweite Beweisvariante: Es sei A ein EW von @, v # 0 ein Eigenvektor zum EW A
Es gilt: A%v = %(v) = ®(v) = Av, also (A2 = A =0.
Da v # 0 vorausgesetzt ist, folgt A2 = ), also A € {0,1}
(i) Die Aussage ist falsch (fiir allgemeine Korper). :
Wihle zB. K =R und V =R ,®: V = Vv = v Dann hat ®? den Eigenwert
1 = (~1)?, aber & hat nicht den Eigenwert -1.
Zusatz: Ist ¢ EW von &2, so ist ¢ oder —c EW von &. Denn:
2 ist EW von 82 < 8?2 — c%id = (® ~ cid)(® + cid) ist nicht injektiv
= & — cid oder ® — cid ist nicht injektiv

(iii) Die Aussage ist wahr.
Ist namlich ¢ EW von & und v # 0 EV zu ¢, 50 gilt zunachst ¢ # 0, da d(v) #0.
Es gilt aber v = 71(®(v)) = &1 (cv), also ¢~ tv = ®7H(v),
also ist v EV zum EW ¢! fiir &%

DAr?rz E%% Dy B | wo 1sT MEIN 1] EINEN




Losung I-5

(a) ¢ diag = es ex. eine Basis (21,22, -, Tks Tk+1> ..,Tn) von vV aus Eigenvektoren von ¢. Dabei
seien Tiy1,-%n €U und z1, 22, ..., 2k ¢ U.
Dann ist (z1 + U, Tk + U) eine Basis von V/U aus Eigenvektoren von 1), denn

blas+U) = ¢ +U =z + U =c(z+ U)s 1= 1, ..k
Somit ist 4 diagonalisierbar.

(b) Sei V :=IR?,

¢ .R2 > IR? ¢(z) = Az und A = ( i 2) Dann ist ¢ = 1 einziger EW von ¢ und

U= [( 2 )] #IR? zugehtriger Eigenraum, also ist ¢ nicht diagonalisierbar.

Oder: die Abb.matrix A von ¢ hat eine JNF, die keine Diagonalmatrix ist, dh. A und
damit ¢ ist nicht diagonalisierbar.
dmV/U=2-1=12>¢: V/U — V/U ist trivialerweise diagonalisierbar.

() e=0=2U= Kerng. Dann gilt:
Y =idyy & W(z+Kerng) = z+Kernd vz € V <= ¢(z)+Kerng = z+Kerngp Vz €V
> ¢(z) —z € Kerngp Yz €V & b((z) —z)=2 Ve eV & P (z) = p(z) Vz eV
<= ¢ Projektion

mﬂ‘:w"o':. WHOSE 1DEA WAS
HUTT THREE 1t Yo HIKE THE YOURS.
‘ BALL ON P1, AGAIN?  NOW KEE
g ! HONG,

Losung I-6

Die Matrizen haben die folgende Form:

1 -1 0 0 \
11 -1 :
0 22 1 -1 )
Av=110 0
-1 0
(n—2)* 1 -1
0 0 (n-1?% 1 .
Zunschst gilt
detd; = 1
det A2 = 1.-2=2!
1 -1 0
detdg = |1 1 -1 =14+4+1=6=3
0 22 1
; ‘11 01 g 1 -1 0 1 -1 0
det Ay = . - 1.1 1 -1|-(p-41 1 -1
0 22 1 -1 0o 22 1 0o 0 3
0 0 3 1

l-detA3+32detA2=6+9-2=24=1-2-3-4=4!




Behauptung: det A, =n!

Beweis mittels vollst. Induktion.
IA: fir n=1,2, 3,4 oben durchgefiihrt
IV:det A = k! gilt fiir alle k <N
IS: durch Entwicklung nach der letzten Spalte von Anyy wird gezeigt, dass det Apy1 = (n+ 1.

|1 -1 0o --- . 0
11 -1 :
o 22 1 -1
App1=]0 0
-1 0
n-1? 1 -1
\0 T 0 (n)? 1
1 -1 0 0
. ) 1 -1 0
\\1 1 -1 : °
| _ , 11 -1 :
\0 22 1 -1 R : .
—1.1 . . ) ) 0o 22 1 P
=119 0o - .. .. RGN _
, o , o 0 . o -1L0
) . : n—2 1 -1
: . (n=-2)? 1 -1 0 -0 een ( ) 0 n?
0 oo oo 0 m-1? 1

— det A, +n?-det An1 =nl-(1+n)= (n+1)!

ICH HAE

ZU SPAT ZUR ARBEIT KOMMT, |-
DESHALB TIBERNIMAMT SVEN
GUICKSPILZ DE STECHUHR!

Losung 11-1

(a) Fir das charakteristische Polynom von A gilt also p(z) = (= - 1)%. Damit hat Agenau den
EW A\ =1 und die JNF von A besteht aus genau einem Jordanblock der Lange 4.
Betrachte nun die Dimension des Eigenraums Eq:

-1 1 -1 1 -1 1 -11 -1 1 -1
e 1 -1 1 e+l 0 0 O | _ a+l1 0 O
Rg(A-E)=Rg| 441 0 -a o =Rgl 4410 0 O =Rgl o 0 -a
0 0 —-a a g 0 —a a o 0 O
Falll:a=0 :
Dann ist dim By = dimKern(A-E) = 4-Rg(A-E) =2 Es gibt also 2 Jordankii.stchen(JK).
0o 0 0 O .
. . 2 “"1 1 —1 1 ; 3
Weiter ist Rg (A — El=Rg| 1 1 -1 1 =1,Rg(A-E)" = Rg0=0.

o 0 0 O
Damit hat der Hauptraum H, den Index s = 3. dies ist die Linge des grossten auftretenden

Jordankéstchens in der JNF A. Somit ist

Aa=0 =

OO

0
0
0
1

oSO - -
o o O

o O



Fall 2: a = -1

Es ist in diesem Fall dim E; = dim Kern(
Ferner ist Rg (4 — E)?
den Index s = 2. Dies ist die

2 JK besteht, folgt somit

Fall 3: a ¢ {0,1}
Dann gilt dim E;

(b)

U, = Kern(A — E)?> =

Wihle Fl) € Hy \ Uy, also z.B. Fl) =

zu bestimmenden Jordanbasis festgelegt durch B; = (A~ E)Z—l) =

OO
OO O

OO

A-E)=4-Rg(A-E) =2, es gibt also 2 JK.
= Rg 0 = 0. Damit hat der Hauptraum H, zum Eigenwert A =1
Linge des grossten auftretenden JK. Da der Jordanblock aus

o OO

= dimKern(A -~ E) = 4 —Rg(A- E) = 1. Es gibt genau ein JK, das
notwendigerweise die Lange 4 besitat. Damit ist

Es gilt E; = Kern(4 - E) =]

100
- 110
Asgor} = 0 1 1
001
0 0
1 1
1) o |b
0 -1
1 1 1
1 0\ 0
0 -1 )7} 0
0 0o ) \1
1
0
0
0

(A-E)b = (A— E)?b =

Erginze nun noch b3 € E; zu einer Basis von E;, zum Beispiel durch E: =

0
-1
-1

0

—-o0 OO

], H, = Kern(A — E)® =IR*.

. Damit sind die Vektoren 3; und 33) einer

-1
0 und Fg) =
1
0
0
1
0
-1

- Damit ist durch B= {B—;, 5;, 5;, FZ} cine Jordanbasis gegeben. Die reguléire Matrix

leiste das Gewiinschte.

Losung 11-2

=
[ ]
o
o
o
>
v
i
oo O

1

-1 0 O
0 -1 1
1 -1 0
0o 0 -1

(a) Seien z,y € V beliebig. Dann gilt y = 3 {y,bi)bi, da {b1; .-, b,} ONB ist.
=1

Es folgt {z,y) = (z, 2_(y,b:)b

n

i=1

3 = 3o (2, b:) , b

=1

k
(b) Zunichst folgt (vi,v5) = 3 (vi, ba){vy, by) fidr allei,j € {1,..,n}. (¥
i=1

(’U1 b bl)

Sei A :=

(vn; b1>

o {v1,bn)

und B :=

(v, br)
Mit (*) ergibt sich A- AT = B und damit (det A)? =det A-det AT = det(A- AT) = det B.

{v1,11) {v1,vn)

<vn; v1) ('Un; Vn)

e T

55 A EY? oY
2 THINK TS

| g DECIMAL BOUNVALL
| OF g, TG 15 WAY |

@sma 2} ASKS m I
00 LASY




Losung 11-3

Beweis durch RingschluB: (i)=>(ii)=>(iii)=>(i)-
Vormerkung: Aussage (i) ist quivalent zu Tod=0 (V)
(i)=>(ii) Firallez,y€V gilt:
(@0 ()1) = (8(2),2W) =, (5 EEW) = (@ ¥ o 20))
= ‘ (o T)z)=0 = do¥ =0
setze y = (& o ¥)(z) z€V bel.
{-,-) ist pos.def.
(ii)=>(iii) Firallez,yeV gilt nach (ii) (¥(z), 2(y)) = (z, (2o ¥)(y)) =0
A . N’
=i 1 Bild® L Bild¥. =0
zr,y bel.
(iii)=(i) z.zg. ist nach (V) ¥(®(z)) =0 VzeV.

Beweis: Fir alle a(:I; ?m«)s) ‘; %ﬂ;’(ggg’(w)), y) = (¥(x), ®(y)) & 0.

= 0
& (i) bzw. (V)

=
setze y:=¥($(z))

Loésung 11-4

(2) Beh: @ Isometrie & a =7
Bew: "=>" Sei & Isometrie. Dann stehen die Spalten s1, 82, 33, 84 VoI A aufeinander senkrecht;
insbesondere 0 = (s1,84) = —a+7+7—a=>a=T.
nen g =7= AAT = E4 = & Isometrie.

7 0 0 -1
6 7 -1 0

- T 1. i
(b) B:=A+A" =3 0 -1 7 0 . Sei p das char. Polynom von B.
-1 0 0 7
7 — 5z 0 0 -1 7—5z 0 0
_ _ 1 0 7 -5z -1 0 1 0 7 -5z -1
p(e) = det(B-zBs) =50} ¢ 1 7-%c 0 |7¥| 0 6-5z 6-52
-1 0 0 7 -5z 6 — 5z 0 0
7 -5z 0 g -1 8 -5z 0 0 0
0 7—-55z -1 0 0 8—5z 0 O
=H(6-5) 1 y g |=w6- 'l g i 10
1 0 0 1 1 0 0 1
= &(6-5z)°(8 - 5z)? = EW.e von B sind § und & (beide doppelte NS)
3 410 O
i 9
~ 4 310 O 3 4
| 5 s (2= 2
= A o ‘ % _% , da 1 (5) 5
0 0|3 ¢

Beweis dazu: Eigenraum von B zum EW.

1 0 0 -1 1 0
oo 110 10 0 -1 . _.lo 1
$ 0 -1 1 0 {01 -1 0 = Eigenraum ist | o | 1 1
-1 0 0 1 1 0
1 3 0 0
0 4 -~ 4 1
T =% 0 y2=Az1=-5—§; 4 , X2 :=y2—(z1,yz)$1=3—\‘75 4 =>:1:2=:}=2= 1
\ 1 3 0 0
1 1 0
0 0 1
T3 = 7‘; 0 (bel. € o 'l 1 i)
K -1 1 0
4 0 0
= _ i -3 | ~ -3 !
yi=Azs=g5l g |rzai=ya— (T3, 973 = il o3 |77 v
—4 0 0

Beziiglich der geord. Basis (x1,..,za) nimmt & die NF A an.



Losung II-5

(8) Bs gelte fla— bl| = [Ib - cl und [}a — dl} = ld =l
lla — bl} = lIp el
e fla-bE=lb—d?
2 el - 2(aB) + [l = DI~ 200,0) + el
— {[al]? — 2(a,) +2(b,0) = el =0
— {lal? — 2(b,a =) — liell* =0 W

snalog lla - dll = 14— cll & llalfF ~2d.a =0 = lllP =0 @
Die Differenz (1) — (2) lautet:
—2{b,a — ¢} +2(d,a-c)=0
= —({b-da—c)=0
= (b-d)L(a—c)

(b) Einfachstes Beispiel ist im VR V = C! iiber C mit dem Standartskalarprodukt (z,w) =
a5, z,w € C'. Setze a 1= 1,b:=1,¢ = -1,d := —i.
la bl =1 —il=v2=L+i = b —cl
la—dl=n+i=v2={1—il=]ld-q
Aber {a —c,b—d) = 1+1){+9)=-4#0= (a—c) £ (b—4d).

Losung II-6
& ist diagonalisierbar, da normal.

Der Vektor | O | ist Eigenvektor von &. Der zugehorige Eigenwert ist # 0, da

1
0 0. 0 3 -5
@([(0 )])=[(0)]. Also ist (0) € Bild(®). Da auch ( 4 ) =¢>( 4 ) € Bild(®)
1 1 1 -7 1

3
gilt, liegt auch ( 4 ) in Bild(®). Daher ist Rang(®) > 2. Da Rang(®) < 3 gilt, ist Rang(®) = 2.
0

0 3 0
Bild(®) wird von den orthogonalen Vektoren ( 0 ) , ( 4 ) erzeugt. Da ( 0 ) EV ist, mufl
1 0 1

3
auch ( 4 ) ein EV von & zu einem von 0 verschiedenen EW sein. Da der Kern von $ das
0

.y | '
Orthogonalelement zu Bild(®) ist, wird er erzeugt von ( 3 ) .

—4 -3 0
Fine ONB aus Eigenvektoren besteht daher aus v; = § ( 3 ) U2 = 3 ( 4 ) , U3 = ( 0 )
' 0 0 1

Was sind die EWe? Wir nennen sie A1, A2, A3. Dabei ist A =0.

11
3 -5
Bug+ (-mus=| 4 | =2 4 =0+Asav2+11~,\3u3.=>>\2=25,A3=-{T.

-5
Nun gilt: 4 ) = %vl + %vz + 11vg. Auf diese Gleichung wenden wir P an:

11

0
Die Matrix von & beziiglich {’U1,’U2,'U3} ist daher ( 25 ) .
.4
i1



