Aufgabe 1

. 1 0 0
Es seien e; = (8) ey = ((1)) 63 = ((1)> € R? und U := [eq, e3] der von ey, e3 erzeugte

Untervektorraum.

Weiter sei
G:={Ac€GLB3,R)|A-e1=e;und A-U C U}.

(a) Zeigen Sie, dass G eine Untergruppe von GL(3,R) ist.

(b) Geben Sie einen Isomorphismus von Gruppen ¢ : GL(2,R) — G an.

Erinnerung: GL(n,R) bezeichnet die Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen.

Losung:

(a) e Die Einheitsmatrix Fj ldsst alle Vektoren im R? fest, also insbesondere e; und
U. Somit ist F5 € G.

e Fiir A, B € G gilt

(A-B)-e

1 A~(B-el):A‘elzel,
(A-B)-U=A.

(B-U)C A-UcCU.

Somit ist auch A- B € G.
o Weiter gilt fiir A € G:

61:E3'61:A_1'A'61:A_1'61.

Nun sei v € U und
A7l u = ey + Pes + es.

Da A - e; = eq, folgt nun
u=FEy-u=A-A" u=qae + A ey +7A-e3 €U = [eg, €3],
also o = 0. Somit gilt auch
A7l = Bey 4+ yes € U,
also A7!- U C U und insgesamt A~! € G.

(b) Zunéchst iiberlegen wir uns, wie die Matrizen A € G aussehen.

Die Bedingung A - e; = e; schreibt sich

11 Aaiz2 a3 1 a1 \ 1
a21 Q22 23 Ol=1laxn] =10
asy asy as3 0 asy 0

Folglich a;; = 1 und as; = az; = 0.



Die Bedingung A - U C U schreibt sich damit als

1 aip a3 0 a2f3 + aizy ' 0
0 agp ax|-|B]=axbB+asy]| =N €U
0 asz ass Y azo3 + assy 1

fiir beliebige 3,7 € R. Somit gilt a1 = a;3 = 0.
Also ist A € G von der Form

und da det(A) # 0 vorausgesetzt wird, ist assass — aszags # 0.

Nun definieren wir die Abbildung

®: GL(2,R) — R¥, (Z Z)H

o O =
o 2 O
QU o O

Dann ist ®(B) invertierbar fiir alle B € GL(2,R), da
det(®(B)) = 1-det(B) #0.
AuBerdem gilt offensichtlich
O(B)-e; =e1, P(B)-ey=aey+ ces,P(B)-e3 =bey+des € U.

Also Bild @ C G.

® ist ein Homomorphismus von Gruppen:

B(A) - B(As) — (1 Al) - <1 AQ) _ (1 N .A2> — DA, - Ay).

O ist surjektiv: Fiir A € G in der Form (x) ist B = (cm a23) ein Urbild

32 Aa33
unter &.

® ist injektiv: Das folgt sofort aus der Abbildungsvorschrift fiir ®.




Aufgabe 2

Gegeben seien zwei Untervektorriume U, W des R,

1 -2 1 0

1 1 2 2
U= 1171 -2 }’ Wﬁ[ 31712 }

1 1 4 4

(a) Bestimmen Sie eine Basis und die Dimension von U NW.

(b) Bestimmen Sie eine Basis und die Dimension von U + W.

Losung:

(a) Jeder Vektor im Schnitt muss sich als Linearkombination sowohl der Erzeuger von
U als auch der Erzeuger von W schreiben lassen. Also setze an:

1 -2 1 0
1 1 ! 2 2
oy | e, ;51 3 + o 9
1 1 4 4
mit Unbekannten aq, as, (41, B2 € R. Schreibe dies als LGS und 16se mit dem Gauf3-
Algorithmus:
1 -2 -1 0 100 3
11 =2 =2 (010 —3 ()
1 -2 -3 —4 001 1
1 1 -4 —4 000 O
Daraus lesen wir #; = 1, f3 = —1 ab, und somit wird der Schnitt erzeugt von
1 0 1
21 (2] _10
3 21 |1
4 4 0

Folglich ist dimU N W = 1.

(b) Aus dem LGS (x) lesen wir ab, dass die erste, zweite und dritte Spalte linear un-
abhéngig sind. Somit bilden sie eine Basis von U + W

U+W:[

— =
|
[\

=W N =
| IS




Aufgabe 3
Es sei V' ein K-Vektorraum und V* der Dualraum von V.
Fiir einen Untervektorraum U von V' definieren wir
U’ :={peV*|p(u) =0 fiir alle u € U}.
Zeigen Sie:

(a) U° ist ein Untervektorraum von V*.
(b) Fiir Untervektorrdume U, W von V gilt:

i) (U+W)° =U"nWwo.
(i) (UNW)?=U%+W°,

Losung:

(a) Die 0-Abbildung ist ein Element von U°.
Fiir p,¢ € U°, \, u € K und beliebiges u € U gilt

(Ap + pp)(u) = Ap(u) + po(u) = A -0+ p-0=0,
also Ao + pp € U°. Somit ist U° ein Untervektorraum von V*.

(b) (i) Ist p(u+w) = 0 fiir alle w € U,w € W, so gilt insbesondere p(u+0) =0 =
©(0 + w). Umgekehrt folgt aus der Linearitat von ¢, dass p(u) = 0 = p(w
auch ¢(u 4+ w) zur Folge hat. Also gilt:

(U+W) ={pecV*| p(u+w)=0 fir alle u € Uyw € W}
={p e V"] ¢(u)=0,p(w) =0 fir alle u € U,w € W}

={peV*|pu)=0firalleuec U} N{p e V" | pw)=0 fir alle w € W}

=U'nw°.

(i) ,2“: Fiir ¢ € U gilt insbesondere p(x) = 0 fiir alle x € UNW. Also U° C
(UN W)Y Analog W° C (U N W)Y Somit ist U° UW? C (UNW)? und da
letzteres ein Vektorraum ist, gilt auch

U4+ Wl =0 uw C (Unw)°.

,C“: Sei p € (UNW)°. Mittels linearer Fortsetzung kénnen wir folgende lineare
Abbildung definieren

vu(z) :z{ SOEf)’ igg\U .

Es ist ¢y € U°. Dann ist o == ¢ — ¢y € W und somit
o =u+ow U+ W,
und da ¢ beliebig gewiihlt war, gilt (U NW)°? C U° + W°.




Aufgabe 4

Es sei

-3 0 0
A=[2a B a] e R¥S3, a, B €R.
10 0 2

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A abhéngig von o und (3.

(b) Sei nun # = 2. Bestimmen Sie die Eigenrdume von A abhéngig von a.

Losung:

(a) Bestimme das charakteristische Polynom p4 von A:
-3-X 0 0

pa=det(A-—XE5)=det| 22 pf-X a |=(-3-X)F-X)2-X).
10 0 2-X

Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen von p4, also
)\1:_37 )\2257 >\3:2
Falls B # 2, —3 sind alle Eigenwerte einfach.

(b) Fiir 8 = 2 ist 2 ein doppelter Eigenwert von A, der Eigenraum von A kann also
Dimension 1 oder 2 haben.

(i) Bestimme den Eigenraum E(2) = Kern(A — 2 - Ej3):

-5 0 0 100
A—2-FE3=12a0 0 a|l~ |0 0 «
10 0 O 000
Fiir a = 0 ist der Rang dieser Matrix 1 und der Eigenraum ist
0 0
E(2) = [ 1], (o }
0 1
Fiir a # 0 ist der Rang 2, der Eigenraum ist
0
E(2) = [ 1 }
0
(ii) Bestimme den Eigenraum E(—3) = Kern(A + 3 - E3):
0 00 10 %
A4+3-E3=|2a 5 a|l~ 0 1 0
10 0 5 000

Der Eigenraum ist (unabhingig von «)




Aufgabe 5

Es sei A,, € K™*" die Matrix mit den Koeffizienten

_J L iy
Q5 = { O, i :] .
(a) Berechnen Sie det(A;), det(As), det(Az) und det(Ay).

(b) Zeigen Sie:
det(A,) = (=1)"- (n—1).

Losung:

Die Matrix A,, sieht folgendermafien aus:

0 1 1
A, = |1

. o

1 1 0

(b) Inspiriert durch das Vorgehen bei det(A4) 16sen wir den allgemeinen Fall mit den
folgenden Umformungen:

1. Subtrahiere die n-te Zeile jeweils von den Zeilen 1 bis n — 1:

0 1 -1 0 - 0 1

Lo 0 . e

det(An) = det ' ' . = det : . 0 1
RERRINERR | '

0 0 -1 1

! o 1 1 1 0

-1 0 0 1 -1 0 0 0
0 : 0
0 0 —-11 0 0 -1 0



3. Nun liegt eine untere Dreiecksgestalt vor, d.h. die Determinante kann als Pro-
dukt der Diagonalelemente abgelesen werden:

1 0 --- 0 0
0 : :

det(A,) =det | 0 0 =(-D)"t-(n-1)
0 0 -1 0




