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Aufgabe 1 (Kurzaufgaben) 15=3+2+1+2+2+2+3 Punkte

a) Berechnen Sie die Anzahl der arithmetischen Operationen der LR-Zerlegung von

dy 0 -+ 0 by
0 .o :
A= : R : e RN
0 -+ 0 do b
an_1 - - a; dy

unter der Voraussetzung, dass die LR-Zerlegung A = LR existiert. Begriinden Sie
dazu kurz, dass die Struktur von A wahrend des Algorithmus erhalten bleibt.
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b) Berechnen Sie ||A|; fir A= 4 -5 6
7 8 =9

c) Sei A € RVN reguldr und o € R\{0}. Bestimmen Sie die Kondition x(aA) in
Abhéngigkeit von k(A).

d) Sei x € FL eine positive, aber sehr kleine Zahl. Erklaren Sie, warum ein Computer
fiir den Ausdruck —1 + (1 4 z) den Wert 0 berechnen konnte. Ziehen Sie daraus
eine Schlussfolgerung im Bezug auf die bekannten Rechengesetze reeller Zahlen.

e) Sei A € R0 symmetrisch mit Eigenwerten A; > --- > Ajg. Geben Sie eine
mogliche Vorgehensweise an, um Ag zu berechnen, wenn eine hinreichend gute
Néherung an Ag bekannt ist. Erklaren Sie, worin der Hauptaufwand liegt.

f) Sei ¢: D — D C RY eine Kontraktion. Zeige: ¢ besitzt maximal einen Fixpunkt.

g) Seien A, B € RY*N reguliir und sei b € RY. Sei aufierdem | - | eine Vektornorm
und || - || die induzierte Matrixnorm. Zeigen Sie: Wenn || Iy — BA|| < 1 gilt, dann
konvergiert das Iterationsverfahren

" = 2% + B(b — Ax")

beziiglich | - | linear gegen A~'b.

Aufgabe 2 (Singuldrwertzerlegung) 6=2+44 Punkte
Sei A € RF*N mit R = rang A.
a) Erkldren Sie, was eine Singuldrwertzerlegung ist, indem Sie auf Singuldrwerte, die

Zerlegung und die Faktoren der Zerlegung eingehen.

b) Geben Sie mithilfe der Singuldrwertzerlegung von A eine Losung der Normalen-
gleichung mit b € R¥ an. Weisen Sie nach, dass es sich tatséichlich um eine Lésung

handelt.



Aufgabe 3 (Householdertransformation) 6=2+4 Punkte

a) Erkldaren Sie wie und mit welchem asymptotischen Aufwand durch eine @) R-Zer-
legung einer reguliren Matrix A € RV*N das LGS Az = b € RY gelost werden
kann.

b) Leiten Sie zu x € RV\{0} die Householdertransformation @ mit Qz = oe' her,
wobei Sie mogliche Ausloschung vermeiden und o konkret angeben sollen. Dabei
bezeichne e! = (1,0,...,0)" € RY den ersten Einheitsvektor im RY.

Aufgabe 4 (Newton-Verfahren) 6=2-+(141+2) Punkte
Sei F' € CY(RY,RY) gegeben.

a) Beschreiben Sie einen Schritt des Newton-Verfahrens zur Losung von F(z) = 0
und geben Sie die (bestmdogliche) Konvergenzordnung des Verfahrens an.

b) Seien A € RV*N regulir und G € CH(RY, RY) mit G(x) = AF(x) fiir alle z € RY.

(i) Zeigen Sie, dass die Nullstellen von F' und G identisch sind.

(ii) Zeigen Sie, dass das Newton-Verfahren angewendet auf F' und G bei gleichem
Startwert dieselben Iterierten liefert.

(iii) Diskutieren Sie mit der Wahl A = aly, a € R\{0} das STOP-Kriterium des
Newton-Algorithmus.

Aufgabe 5 (GMRES) 9=1+(342+3) Punkte

Gegeben seien

0o 1 0 0

: . . .o 0
A=1: U e RV*N und P =]:]eR.

0 -« -+ 0 1 0

1 0 - --- 0

a) Bestimmen Sie die eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems Az = e™ fiir
n=1,...,N. Dabei bezeichne e den n-ten Einheitsvektor im R”.

b) Betrachte nun das GMRES-Verfahren mit Startwert 2° zur Losung von Az = e”.

(i) Bestimmen Sie die Tterierten z',..., 2"V € RY ohne Vorkonditionierung fiir
n=N.

(ii) Zeigen Sie: Mit dem Vorkonditionierer By = A", 3 € R\{0}, konvergiert
das Verfahren fiir n = 1,..., N im ersten Schritt.

(iii) Bestimmen Sie einen Vorkonditionierer By # BAT, sodass das Verfahren fiir
n=1,..., N — 1 spétestens im zweiten Schritt konvergiert.



