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Aufgabe 1:

a) Gegeben sei die Gewichtsfunktion

{2, -1<x<0,
w(x) =

1, 0<x<1.

Bestimmen Sie eine zweistufige Quadraturformel

[ w)f ()dx =~ bifer) + baf (1)

-1
maximaler Ordnung. Wie hoch ist die maximale Ordnung dieser Quadratur-
formel?

b) Essei0 < a < % eine rationale Zahl. Wie grof3 kann die maximale Ordnung
der zweistufigen Quadraturformel

/01 f(x)dx = bif(c1) +baf(c2), c120= %:F ”

werden, wenn man b; , geeignet wahlt?

Aufgabe 2:

a) Berechnen Sie das Interpolationspolynom zu folgenden Daten:

f(-1)=-3, f(-1)=13, f(0)=1, f(1)=-1, f(2)=-27.

Bestimmen Sie aulBerdem mithilfe des Hornerschemas den Wert des Inter-
polationspolynoms an der Stelle x = %

b) Uberpriifen Sie, ob die folgende Funktion ein kubischer Spline ist:

1 19 14
—1—zx+=2x2— 228, —-1<x<0,
3 3 3
s(x) =
1 19 » 3
—1—§x+?x —4x°, 0<x<I1.
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Aufgabe 3:

a) Gegeben seien

Berechnen Sie die Choleskyzerlegung von A und lésen Sie damit das Gilei-
chungssystem Ax = b. Beachten Sie, dass der Rechenweg klar erkennbar
sein muss.

b) Sein >3undx = (1,...,1)T € R". Bestimmen Sie &, 3 € Rund v € R”
so, dass fiir die Householdermatrix Q = I — Boo’

Qx = a(ex +e3)
gilt.
Aufgabe 4:

Gegeben sei eine Matrix A € R™" mit m > n, Rang(A) = n und Singularwerten
0p 220, 2 0.

Zeigen Sie:
a) min ||Ax|> = 0,.
[x[l2=1
%
b A)=—.
) 12(A) o

c) Ist B € R™" symmetrisch und positiv definit, dann stimmen die Singularwerte
und die Eigenwerte von B Uberein.

d) x2(ATA) = 12(A)2.
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Musterlosung

Lésung von Aufgabe 1:

a)

Die Ordnungsbedingungen aus Korollar 1.8 liefern:

1 0 1 |
g=1: / w(x)dx:2/11dx+/0 ldx =3=0b;+ by

-1
1 1

1 0 1
g=2: /_1xw(x)dx:2/_1xdx—|—/o xdx:—l—l—iz—iiblcri—bz

1 0 1 |
g=3: / xzw(x)dx:2/ xzdx+/x2dx:§+%:1ib1c%+bz
-1 1 0

Wir ziehen die zweite von der dritten und die erste von der zweiten Gleichung
ab und erhalten

3
5= bici(c1 — 1),
7
5= bi(c; — 1),
und folglich
3 49 11
€1 = —§/ by = 2—0/ by = E

Die Quadraturformel lautet also
1 49 3 11
[ @@ f(x)dx = S (=3) + 36 (1),

Die Quadraturformel hat nicht Ordnung 4, denn wegen

/1x3w(x)dx——lig 3 34—2——z—|—1>0
1 420 7 20 140 140

ist die Ordnungsbedingung zu Ordnung 4 nicht erfillt. Die Gewichte b1, b, und
die zweite Stltzstelle c; waren eindeutig durch die Ordnungsbedingungen zu
Ordnung 3 bestimmt, also ist die maximal mégliche Ordnung 3.

Esists = 2 und wegen p > s ist die Ordnung mindestens 2.

Nach Satz 1.7 sind die Gewichte durch die Stitzstellen ¢; bestimmt und daher
b1 = b,. Da die Quadraturformel symmetrisch ist, ist die Ordnung nach Satz
1.6 aus der Vorlesung gerade, damit haben wir nicht Ordnung 3.

Nach Satz 1.17 ist die maximale Ordnung 2s = 4, welche nur durch eine
GauB-Quadraturformel erflllt werden kann, vgl. Satz 1.22. Diese hat aber mit
Beispiel 1.24 Knoten aus R \ Q, folglich ist die Ordnung nicht 4, sondern 2,
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Musterlosung

Lésung von Aufgabe 2:

a) Mit Hilfe des Tableaus der dividierten Differenzen

xi | yi oy Sy Sy Sy
-1 -3
13
—-1| -3 -9
4 3
0] 1 -3 —2
—2 -3
1] -1 —12
—26
2 | =27

erhalten wir das Interpolationspolynom
p(x) = -3+ (x+1) (13 F(x+D)(—9+x(3+ (x - 1)(—2))))
=1—x>+x>—2x* (Vereinfachen nicht verlangt)

Wir werten nun noch p(x) mithilfe des Hornerschemas fiir Polynome in Newton-
Form (Algorithmus 2.2) an der Stelle x = 1 aus.

Es ist:
(i) p = 0%[xo, ..., x4] = =2
(i) p=y[xo,..., 23]+ (G —x3)p=3+(G—-1)(-2)=4
(i) p==0%[xo,..., 2] + (3 —x)p=—-9+3-4=-7
(iv) p:=26[xo,..., il + 3 —x)p=13+ (L +1)(-7) =2

Also ergibt sich p(3) = 3.

b) Wir missen Uberprufen ob die Funktion (zusammengesetzt aus zwei kubi-
schen Polynomen) aus C2[—1,1] ist. Da aber die ersten drei Koeffizienten
der beiden Polynome Ubereinstimmen, stimmen Funktionswerte und die ers-
ten beiden Ableitungen an der Stelle 0 Uberein und damit ist die Funktion aus
C?[-1,1].
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Musterlosung

Lésung von Aufgabe 3:

a)

Wir bestimmen (vgl. Algorithmus 4.1)
111 = a%{z = 1,

In=an/lh1 =2,
Is1 = a3 /li1 =3,
_ 2\1/2 1/2
122 = (6122 - 121) = (8 — 4) = 2,

I3 = (6132 —Isiln)/lp = (4—3-2)/2 =1,

I3 = (as3 — I3 — 152)1/2 =1 -9-1)"=1.
Somit ergibt sich
1
L=1|2 2
3 -1 1
Wir wollen nun
Ax=LLTx=b
|6sen. Daflr 16sen wir zundchst Ly = b durch Vorwartssubstitution, also
1 n 1
2 2 Y2 | = 8
3 -11 Y3 —1
Das fuhrt auf y; = 1,
8§ —2
2y1—|—2y2:8 — yZZT:3

3y1 —y2+y3 = —1 — y3=-1-3+3=-1.

AnschlieBend I6sen wir LTx = y durch Riickwértssubstitution, d.h.

12 3 X1 1
2 —1 X2 = 3
1 X3 —1
Das ergibt x3 = —1,
3—-1
2xp —x3 =23 — XZZTZL
und x1+2x+3x3=1 — x1=1—-243=2,
2
alsox =11
—1
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Musterlosung

b) Wir stellen zunachst fest, dass x # 0 und x ¢ span{e; + e3} und gehen
vor, wie in Lemma 4.21 aus der Vorlesung. Aus der Orthogonalitat von Q folgt
Vi = ||x|| = ||Qx|| = |a||lez +e3]| = |a| /2. Somitist |a| = /n/2. Wir

setzen o« = —+/n /2, mit

Qx = x — Bv(v'x) = a(ey + e3)

folgt dann
x —a(ex +e3)
0 =
BoTx

Da die Normierung von v keine Rolle spielt, kbnnen wir
v=x—uwales+e3)=[1,1+ \/n—/2,1+\/n—/2,1,...,1]T
wahlen. Weiter berechnen wir
vlo=n—-2+4+2(14vn/2)?

=n—-24+24+4vVn/2+n
=2(n+V2n),

also ist
2 1

b= ol n—|—\/2n'

Lésung von Aufgabe 4:

a) Wir verwenden, dass A reell ist und die Singularwertzerlegung (Satz 4.26)
A = UXVT mit unitaren Matrizen U,V und ¥ = diag(c1,...,0,) und be-
rechnen fir ein x € R" mit ||x||, = 1,

Jaxl, = UZVTe], = V7

2/
da U unitér ist. Weiter schreiben wir VTx = y. Damit gilt
T2 Sy 2\ 2 2 {14,112 2
HZ‘V tz - Z‘T]y] > 0, Zy] — Un ”yHZ = Oyy
j=1 j=1

wobei wir verwendet haben, dass ¢; > o, und V' untéar ist. Wir haben somit
gezeigt, dass minj,,—1 ||Ax|]2 < 0,,. Um Gleichheit zu zeigen, verwenden
wir x = Ve,,, wobei e,, den n-ten Einheitsvektor bezeichne. Dann gilt

[Ax[l, = [[Zexll, = on.
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Musterlosung

b) Mit Lemma 4.14 und Satz 4.28 folgt, dass 02 > 0, also 0, > 0 ist. Nach
Definition 4.17 qilt

max|,|,—1 | Ax
K(A) = Dhxlp=1 4712

min -1 || Ax|[2”

Mit der Identitat max ,|,—1 [|Ax|2 = ||Al|, = o1 aus der Vorlesung (Satz
4.28) und Teil (a) folgt die Behauptung.

c) Sei x # 0 ein Eigenvektor von B zum Eigenwert A > 0. Dann gilt
B"Bx = B*x = ABx = A%x,

wobei wir die Symmetrie von B verwendet haben. Nach Satz 4.28 aus der
Vorlesung gilt somit

0?(B) = Ai(B"B) = A?(B), i=1,...n.

Da B positiv definit ist, folgt die Behauptung.
d) Da A reell ist, haben wir ATA = AT A. Dann gilt nach Satz 4.28

AMATA) = {dt,...,02})
und AT A ist symmetrisch und positiv definit. Mit Teil (b) und (c) folgt

K(ATA) — max(SW ATA)  max(EW ATA)
- min(SW ATA)  min(EW ATA)’

so dass 5
K(ATA) =oi /oy = (01/0u)” = k(A)?,

wie behauptet.
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