Aufgaben Numerik I Friithjahr 2013

Aufgabe 1 (Cholesky-Zerlegung)

(a) Unter welchen Voraussetzungen an eine quadratische Matrix M € RY*¥ existiert eine Cholesky-
Zerlegung M = LLT?

(b) Unter der Voraussetzung, dass eine Cholesky-Zerlegung einer Matrix M € RV*N existiert, nen-
nen Sie einen ausschlaggebenden Vorteil der Cholesky-Zerlegung gegeniiber einer L R-Zerlegung.

(¢) Gegeben sei nun das lineare Gleichungssystem Az = b mit

0 0 8 5 -5
8 5 0 O 13
A= 16 8 0 0 |’ b= 24
0 0 16 8 -8

(i) Geben Sie eine Permutationsmatrix P an, so dass PA eine Chorlesky-Zerlegung LL”
besitzt.

(ii) Berechnen Sie die Chorlesky-Zerlegung PA = LLT und lésen Sie damit das Gleichungs-
system Ax = b.

Aufgabe 2 (QR-Zerlegung)

Sei A = (a1, -+ ,a,) € RV*N mit den Spalten a; € RY. Zeigen Sie unter Verwendung der QR-
Zerlegung von A die folgende Abschitzung:

N
|det A| < T Iyl
j=1
Begriinden Sie jeden Schritt ausreichend.
Aufgabe 3 (Gerschgorin)

(a) Formulieren Sie den Satz von Gerschgorin zur Abschéitzung von Eigenwerten einer Matrix
A e RVXN,

(b) Beweisen Sie den Satz von Gerschgorin.

(c) Gegeben sei die Matrix

Bestimmen Sie mit Hilfe des Satzes von Gerschgorin eine Abschiitzung fiir die Konditionszahl
%Q(AN).



Aufgabe 4 (Ausgleichsproblem und Singulidrwertzerlegung)

(a) Gegeben seien die Wertepaare

i 0 1 2 3 |4
t; | 1/511/411/3|1/2]1
yi | 10 6 5 2 |2
Bestimmen Sie a und b so, dass die Funktion
4 b |2
qﬁ(a,b):; yi—<a+ti> ., (a,bER)

fiir (a,b) ihr Minimum annimmt und berechnen Sie dieses.

(b) Wie ist eine Singuldrwertzerlegung einer Matrix A € RE>*Y mit Rang R definiert? Geben Sie
alle Eigenschaften (inkl. Groflen) der zugehorigen Matrizen an. In welchem Zusammenhang
stehen die Singulirwerte von A zu den Eigenwerten von AT A?

Aufgabe 5 (GMRES- Verfahren)
(a) Sei C € RN*N d € RN, Geben Sie die Definition des k-ten Krylovraums K (C, d) an.

(b) Sei 2V der Startvektor fiir das GMRES-Verfahren zur Berechnung einer Losung des linearen
Gleichungssytems Az = b mit A € RN*N_ p ¢ RV,
Was (und in welchem Raum) wird beim GMRES-Verfahren (mit Vorkonditionierer B) im k-ten
Schritt minimiert?

(c) Seien nun speziell

0 1 1 0
1 0 0 :

A= o e RVXN, b=| . | eRrRY, z=| * | eRY,
1 0 0 1

so dass x die eindeutige Losung des LGS Ax = b darstellt. Zeigen Sie:
Das GMRES-Verfahren (ohne Vorkonditionierung, d.h. B = Iy) mit Startwert 2° = 0 liefert die

Vektoren 2! = 22 = - = 2N-"1 =0 und 2% = 2.
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Da das Institut keine Losungen bereitgestellt hat, hat die Fachschaft diese Losung erstellt und
garantiert nicht fiir dessen Richtigkeit.

L6sung zu Aufgabe 1
(a) Die Matrix M muss symmetrisch und positiv definit sein.
(b) Ein Vorteil der Chorlesky-Zerlegung ist, dass sie numerisch stabiler ist.

(¢c) (i) Die Permutationsmatrix lautet

0010 16 8 0 0
010 0 8 5 0 0
P=19 0 01 = M:=PA=1 0 4 5 s
1000 00 8 5

(ii) m31 = M3y = M4l — NM4yy — 0 = l31 = l32 = l41 = l42 =0 (denn 0 bleibt 0).

= /mi = V16 =4

ma1 8

l :7:7:2
21 lll 4
l22= mgg—l§1:\/5—4:1
l33:\/m3 =V16=4
m43 8
l :7:7:2
43 l33 4

l44:\/m44—li3:\/5—4:1

Daraus folgt

4000
2100
L=10040
0021

Es gilt PA = LL".
Somit folgt fiir unser LGS

Ar=b <& PAr=Pb < LLTz=Pb.

Ausrechnen der rechten Seite ergibt

Pb =

Weiter gilt



Wir berechnen nun zunéchst y mit Hilfe des LGS Ly = Pb

4 0 0 024
0] 13
0| —8
1

1
0
0 -5

S O N
N = O

Daraus folgt

-1

Somit bleibt noch auszurechen LTz = y, also

4 2 0 0| 6
01 001
00 4 2|-2
000 1|-1
Daraus folgt
1
. 1
=1 o

L6sung zu Aufgabe 2

Mit | - |2 bezeichnen wir die 2-Norm. Die i-te Spalten der Matrix @ bzw. A bezeichnen wir mit ¢;
bzw. a;. Die Diagonalelemente der Matrix R bezeichnen wir mir r;;.

|det A|] = |det(QR)| = | det@ |-|det R| = |det R)|

——
e{-1,1}

N N N

CcsU
= H‘Tn’ = H|q;fai| < H\Qi\z\az’b
i=1 i=1 i=1 ]
N

= J]lail

i=1
Lésung zu Aufgabe 3
(a) Zu A € RV*N sind die Gerschgorin-Kreise durch

Kn:{)\eC: |/\—A[n,n]]§]§A[n,k]|}, n=1,...,N

gegeben.
(b) Sei A ein Eigenwert von A.
Fir 1 <i < N gilt

N
Ar = r +— Zaikﬂ% = \z;
k=1

N
e ()\ — CL”):EZ = Z ATk

k=1
ki



Sei nun m € {1,..., N} mit ||z||ec = |Zm]-
Daraus folgt |\ = @l - [[]loc < SR=1 lami| - ||z]loc, also A € K.
k#m

(¢) Fir die Konditionszahl von Ay gilt

ax) = [32).

Amin
Weiter gilt fiir den ersten und N-ten Gerschgorin-Kreis
Ki=Ky={MeC:|A=-5|<1}
= |A| € [4, 6]
Fiir die restlichen Kreise gilt
Ki={AeC:|A-5|<2}, ie{2,...,N -1}

= |A[ € [3,7]
Insgesamt erhélt man [Apax| < 7, [Amin| < 3. Fiir die Kondition von Ay ergibt sich schliefilich

7

Anmerkung: Da die Matrix symmetrisch ist, sind alle Eigenwerte reell. Somit kénnen die obigen
Betrachtungen alle in den reellen Zahlen gemacht werden.

Loésung zu Aufgabe 4
(a) Berechnen der Funktion ¢(a,b) ergibt

oo <[ (oo 55 ) +fo= (v 7)o (2 55)
2 2
+‘2—<a+1l/)2) +‘2—<a+(1)>

=10 —a—5b2+6—a—4b>+|5—a—3b* +]2—a—2b°> + |2 —a — b

2

Sei
1 5 10
1 4 6
A= 1 3 |, c= 5 ,
1 2 2
11 2

Dann gilt fiir ¢

Wir berechnen

T 11 v, (5 15 r (25
A= 21)’ AA_<15 55)’ Ac_<95)'

= AT¢ ergibt

5 15|25
<15 5595) = (@b)=(=12).

11
5 4

Losen von AT A <Z



(b) Als Singulidrwertzerlegung einer Matrix A € R¥*Y mit Rang(A4) = R bezeichnet man ein
Produkt der Gestalt A = VEUT, wobei V € REXK 7 € RV*N grthogonal sind und ¥ € REXN
mit X(r,7) =0, firr=1,...,Rund X(k,n)=0fir k=1,...,K,n=1,...,N, k # n. Dabei
bezeichen wir mit o, = /A, mit 7 = 1,..., R die Singuldrwerte von AT A (\, sind die Eigenwerte
von AT A).

Lésung zu Aufgabe 5

(a) Der k-te Krylovraum ist gegeben durch

Ki(C,d) = span{d,Cd,C?d,...,C*td} = {P(C)d: P € Py_1}.

(b) Beim GMRES-Verfahren wird der Ausdruck | B(b—Az)|> wobei 2 den Raum 2%+span{v?, ... v*}
durchlauft.

()
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Aufgabe 1 (LR-Zerlegung) 7 Punkte
Gegeben sei die Matrix

= DN 00 W~
=N e N
Y = 00 O
O UL = N

Geben Sie zu A eine LR-Zerlegung mit Spaltenpivotsuche an, so dass PA = LR gilt
mit einer Permutationsmatrix P, einer unteren Dreiecksmatrix L mit Eintrdgen be-
tragsmafBig kleiner gleich 1 und einer oberen Dreiecksmatrix R.

Geben Sie weiterhin die Determinante von A~! an.

Aufgabe 2 (QR-Zerlegung) 7 Punkte

Sei A € CV*N nichtsinguldr mit den Eigenwerten \;,..., Ay und der QR-Zerlegung
A = QR. Zeigen Sie:

Ist A normal und |A] < [Ag] < -+ < |An], so gilt fiir die Diagonalelemente von R

‘)\1‘§|Tjj|§|>\N| ]:1,7N

Hinweis: A ist genau dann normal, wenn eine unitdre Matrix U und eine Diagonal-
matrix D = diag(\y, ..., \y) existiert, so dass U¥ AU = D.

. . . . . . HpH
noch ein Hinweis: Verwenden Sie in Ihrem Beweis % und DA D.

Aufgabe 3 (Iterationsverfahren) 4 Punkte

Betrachten Sie zur Losung des Blocksystems
Al B Ty bl
B A, Yy ~\be

die beiden Methoden

(]_) Alflkarl + Byk = bl, BZL‘k + Agyk+1 = b2

(2) All'k—"_l + Byk = bl, BI']H_I + Agyk+l = bg .

Geben Sie hinreichende Bedingungen fiir die Konvergenz beider Schemata bei beliebiger
Wahl der Anfangsdaten 2°,4° an.



Institut fiir Angewandte und Numerische Mathematik

\“(IT Sommersemester 2013
B

Prof. Dr. Christian Wieners, Dr. Daniel Maurer

Numerische Mathematik I Klausur vom 10.09.2013 - Seite 2/3

Aufgabe 4 (Eigenwertberechnung) 5 Punkte

(a) Sei A € RM*N und B € RY*M, Zeigen Sie, dass die von Null verschiedenen
Eigenwerte von AB genau die von Null verschiedenen Eigenwerte von BA sind.

(b) Gegeben sei
121 2
! B:(?, 2 1 2)'

Berechnen Sie die Eigenwerte von AB.

NN~ DN

Aufgabe 5 (Ausgleichsproblem) 5 Punkte

Gegeben seien die Messwerte einer unbekannten Funktion f:

ti| 0 w2 7 2rm
fil-1 2 0 -1

Es wird vermutet, dass f der Gleichung
f(t) =a-cos(t) +b- cos(2t)

geniigt. Bestimmen Sie mit Hilfe eines Ausgleichsproblems die Werte a und b.
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Aufgabe 6 (Fragenteil) 7+3 Punkte

(a) Kurzaufgaben:
Beantworten Sie die Aufgaben auf einem separaten Blatt.

i) Bestimmen Sie die angegebenen Normen und Konditionen folgender Matri-

zen:
2 3 1 4
S CRV R Y

D AL 1) JAle  HD) |Bl;  IV) ra(B)

ii) Geben Sie die Fehlerabschidtzung des cg-Verfahrens ohne Vorkonditionierer
(d.h. B = I) zur Losung des Gleichungssystems Az = b mit einer symmetrisch
positiv definiten Matrix A an (hierbei bezeichnet z* die k-te Iterierte):

|xk—x|A <

iii) Sei A € RM*YN symmetrisch und positiv definit, sowie b € RY. Vergleichen Sie
den Aufwand (Anzahl arithmetischer Operationen) des LR-, Cholesky und
@ R-Verfahrens zur Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b. Welches
der drei Verfahren wiirden Sie verwenden?

iv) Gegeben sei das eindeutig losbare lineare Gleichungssystem Az = b mit
A € RV*N_ Es sei 7 eine Ndherungslésung und r das Residuum. Zeigen Sie:
Fiir den Fehler gilt (in einer beliebigen Norm)

@ — ] <A 7]

(b) Multiple-Choice:
Fiir jede richtige Antwort erhalten Sie 0.5 Punkte, fiir jede falsche Antwort erhalten
Sie 0.5 Punkte Abzug. Beantworten Sie diesen Aufgabenteil in der ausgedruckten
Tabelle auf einem der Losungsblétter. Auf diesen Aufgabenteil erhalten Sie min-
destens 0 Punkte.

i) Die Addition und Multiplikation zweier positiver Zahlen ist immer gut kon-
ditioniert.
ii) Sei (A) die Konditionszahl einer Matrix A. Es gilt £(A?) = rk(A)%.
iii) Sei A € RV*Y eine reguldre Matrix. Die Q R-Zerlegung von A ist eindeutig
(@ orthogonale Matrix, R rechte obere Dreiecksmatrix).
iv) Jede Givens-Rotation wird durch eine symmetrische Matrix beschrieben.

v) Die Matrix A € RY*¥ habe einen separierten betragsmiBig groften Eigenwert
Amax. Die Vektoriteration konvergiert fiir jede quadratische Matrix und fiir
jeden Startvektor xg # 0 immer gegen einen Eigenvektor zu Ay ..

vi) Fiir jede Matrix A € RV*V gilt p(24) = 2p(A), wobei p den Spektralradius
bezeichnet.
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Kasim Karadeniz

18. Oktober 2013

Erstellt und geTeXt von Kasim Karadeniz. Das Institut hat keine Losung zur
Verfiigung gestellt.

Aufgabe 1
42 6 2 1
A_|8 484 :] p_ |2
|2 2 45 N !
446 6 4

beim Spaltenpivotisieren nimmt man das betragsméfig groBte Element einer
Spalte und vertauscht die entsprechende Zeile mit der ersten Zeile der Matrix.
Wir beginnen mit der ersten Spalte: die 8 in Zeile zwei ist der grofite Eintrag.

=29 =D (=)
Q+ ! }

= N =~ 0o
NN
S = O
S TN
=W N

oS O @
— O
N DN Co

A:

=W =N

4

0

4]713—
0 2 2 4

Pivotisieren und zwar in der zweiten Spalte die 2

8 4 8 4 2
(o 2 2 4 |-(- |4
A= 01 2 4 Q+’ P= 3
00 2 0 1

8 4 8 4 2

0 2 2 4 4

A= 0 0 1 2 :’ P= 3

00 2 0 1

Nochmal Pivotisieren in der dritten Spalte die 2
8 4 8 4 2
A=10 0 2 ey C =l
2

0 0 1 2 Q‘F 3



A= . P=

oo w
=Rl CRN

O N 00
OO R
SRS )

0 0

Hier raus kann man die Matrizen L und R ablesen.
Die Permuationsmatrix lautet:

P =

o= OO
SO o=
— o O O
o O = O

Die links untere normierte Matrix L lautet:

1 0 0 0
I_ 1/2 1 0 0
{12 0 1 0
1/4 1/2 1/2 1
Die regulére rechts obere Matrix R lautet:
8 4 8 4
0 2 2 4
R= 00 2 0
00 0 2
1

Es gilt PA = LR und det(A™!) = det(A)~! = —1/64. Damit erhalten wir:

det(PA) = det(P) - det(A)
= —1-det(A)
= —1-det(LR)
= —1-det(L) - det(R)
=—1-1-det(R)
=—-1-1-64
= —64

Aufgabe 2

Da A normal ist, existiert eine orthonormale Matrix U und eine Diagonalmatrix
D = diag(A\1,...,Ay) mit D =U? . A.U und U¥ - U = I. Mit dem Hinweis
folgt D .D =UH . A" . A.U. Weiterhin gilt R = Q¥ - A, also R - R = A" . A.
Damit gilt auch D¥ - D =UH . RE . R .U = diag(|]\1]?,. .., | \N]?)-

Betrachtet man fiir x # 0:

2" R¥Re _ «MUUMRTRUUMx _ y"DHDy _ SN Pyl

wiz ZAUUHz u'y Sl lyil?

Wegen |A1]? < ... < |An|? ergibt sich nun folgende Ungleichung

- RT. Rz (R-2)! - (R-2
< Tt D)




R ist eine obere Dreiecksmatrix und besitzt somit die EW r;; (j =1, ..., N).

Sei nun z; ungleich 0 ein EV zu EW r;;. Es folgt:

(Ra)" (Rmj) _ |7“~|2
w]Ha:J — 1N

Mit der oberen Ungleichung folgt

A < Jrgg P < [

Nachdem Wurzelziehen ergibt es die Behauptung

[Aa] < frjsl < [An]

Aufgabe 3

Damit beide Methoden konvergieren, miissen die Spektralradien der Iterations-
matrizen kleiner als eins sein.

(1)

Damit ich die Iterationsmatrizen sehe, muss ich nach z**! bzw. y*t! auflésen.
Es gilt:

e = ATT.p — AT By

Yyt = Ayt by — AT B -2t

Die Tterationsmatrizen sind A;*- B und A5 ' - B. Damit diese Tteration konver-
giert, muss gelten: p(A;' - B) <1 und p(4;' - B) <1

(2)
Damit ich die Iterationsmatrizen sehe, muss ich die erste Gleichung nach z

auflésen und in die zweite Gleichung einsetzen. Daraus folgt, dass Afl inver-
tierbar sein muss. Es gilt:

k+1

Yl = A7 by — A7V -B-ATN b+ Ay -B-AT-Byf

Die Tterationsmatrix ist Ay' - B - AT' - B. Damit diese Tteration konvergiert,
muss gelten: p(A;' - B-A;'-B) <1
Daraus folgt, dass A, ! invertierbar sein muss.

Aufgabe 4

4a)

Sei z # 0 ein EV zu einem A # 0 beliebigen EW. Also gilt A-B-z =\ -«
Da x # 0 ist, folgt daraus B - x # 0. Mit der Multiplikation von links erhalten
wir

B-A-B-x=(B-A)-B-xz=\-B-u.
Daraus folgt B -z # 0 ist ein EV zu einem EW X\ # 0 von B - A.



Fir die Riickrichtung gilt zu einem EV y # 0 und einem beliebigen EW
w# 0. Also gilt B-A-y = p-y. Day # 0 ist, folgt A-y # 0. Mit der Multiplikation
von links erhalten wir

A-B-Ay=(A-B)-A-y=p-A-y.

Daraus folgt A -y # 0 ist ein EV zu einem EW p # 0 von A - B.
Da EW beliebig waren, stimmen alle EW iiberein.

4b)

Da die EW von A- B und B A die selben sind, berechne ich die EW der Matrix
B - A, da diese nur eine 2 x 2-Matrix ist. Das Charakteristische Polynom lautet
(=\)2-(A+1)- (X —16). Die EW sind -1, 16 und 0 als doppelte Nullstelle.

Aufgabe 5

Aus der Tabelle lasst sich folgendes Gleichungssystem ableiten:

w/2) 4+ b-cos(2-7/2)
0=a-cos(m)+b-cos(2-m)

In Zahlen:

—1l=a-14+0b-1
2=a-0+b-(-1)
0=a-(-1)+0b-1

—1=a-1+45b-1

Daraus lasst sich folgende Matrix ablesen:



Das Ausgleichsproblem wird mit der Normalengleichung

AT-A~(Z>:AT-C

gelost. Dazu berechnen wir zunéchst AT A und AT ¢ und erhalten dann (z):

T 4_ (31
N
AT e = <:Z>
Mit einfachem Gaussen folgt a = —14—1 und b = —%.

Aufgabe 6
6a)

i) 1) |A]; ist die Spaltensummennorm. Es gilt nach Definition:

K
4 = g, 3 lAlkn)

yeeey

Also: |A]y = max{|2]| + [0], |3| + |4]|} = max{2,7} =T7.

2) |A|w ist die Zeilensummennorm. Es gilt nach Definition:

N
|Aloe = szfﬁﬁZ%M[hﬂH
Also: |Alse = max{|2] + [3|, |0] + |4|} = max{5,4} = 5.

3) | Bl ist definiert als Spektralnorm. Es gilt:
|Bl2 = \/Amaz (BT - B)
Die EW von BT - B lauten 25 und 9. Die Spektralnorm nimmt den grof-
ten EW und das ist 25 und laut Formel muss noch die Wurzel gezogen
werden und es ergibt als Losung die 5.

4) Die Kondition ist definiert als der Quotient vom betragsmaflig groBiten
EW vom betragsméfig kleinsten EW. Die EW von B lauten 5 und 3.
Der Quotient davon ist g Also ist die Kondition von B gerade g

i) [2F —z|s < €|z —2|a
Laut Fehlerabschitzung gilt:

k
2. @ <e
Vk+1
iii) Fir die Operationen der Verfahren gilt: QR-Zerlegung: %O(N 3), LR-Zerlegung:

%O(N?’), LT L-Zerlegung: %O(N?’). Die Cholesky-Zerlegung benétigt die
wenigsten Operationen, deshalb wéhle ich die Cholesky Zerlegung.



iv) r=b—A-Zund z = A~! - b. Dann:

|z —a|=|2— A" bl

— A" (A-F D)
<A b— A 7]
=147

6b)

i) wahr

ii) falsch

iii) falsch

iv) falsch

v) falsch

vi) wahr
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Aufgabe 1 (Newton-Verfahren) 3 Punkte

Formulieren Sie fiir das Gleichungssystem

0 = exp(x) +¢*
0 =3+ 3y +sin(z)

das Newton-Verfahren und fiihren Sie einen Newton-Schritt mit dem Startwert
(x0,%0) = (0,0) durch. Wie lautet (xy,y;)?

Aufgabe 2 (Newton- und Hermite-Interpolation) 242 Punkte

(a) Berechnen Sie mit dem Newton-Schema das Interpolationspolynom P(t) zu fol-
genden Daten:

i |
t;
fi |-

(b) An den Stellen ¢y und ¢ werden nun zusétzlich Werte der ersten Ableitung vorge-
geben. Berechnen Sie das Interpolationspolynom Q(t), das Q(t;) = fi, @' (to) = —3
und @' (ty) = 5 erfiillt, indem Sie das Newton-Tableau aus Teil (a) in geeigneter
Weise erweitern.

N OO

1
1
0

= NN

Aufgabe 3 (linearer Spline) 6+1 Punkte

Sei A ={a=ty <t <--- <ty =>b} eine Zerlegung eines gegebenen Intervalls [a, b].
Sei C'Ala,b] der Raum derjenigen stetigen Funktionen f: [a,b] — R, die stiickweise
differenzierbar sind.

Seien fo, f1,..., fnv € R Stiitzwerte und S die zugehorige interpolierende lineare Spline-
funktion. Zeigen Sie:

(a) Fiir jede Funktion f € Cx[a,b] mit f(t;) = f; fiir j =0,1,..., N gilt:

D Af =S5 =1f15— 15
ii) Fiir eine beliebige (beziiglich A) lineare Splinefunktion ¢ gilt die Abschétzung
[ =50 < [f = ¢lo-

Hierbei wird fiir eine stetige Funktion ¢: [a,b] — R die Lo-Norm

o= ( [ P ) "

verwendet.
(b) Die interpolierende lineare Splinefunktion S 16st das Minimierungsproblem

minimiere |f'|o fir f € CAla,b] mit f(t;) = f; fir j=0,...,N.
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Aufgabe 4 (Orthogonalpolynome) 2+3 Punkte

(a) Die durch die Rekursionsformel
T()(t) = 1, Tl (t) = t, Tk+1(t) = 2tTk(t) - Tk—l(t) fir k Z 1,

definierten Chebychev-Polynome T;, sind orthogonal auf [—1, 1] beziiglich der Ge-
wichtsfunktion W (t) = (1 — t?)~'/2 (dies muss nicht gezeigt werden!).
Bestimmen Sie die Stiitzstellen der GauB-Quadraturformel mit 3 Knoten zu W.

(b) Gegeben sei ein System {P, }neny, P € P, von Orthogonalpolynomen auf dem
Intervall [a,b] beziiglich einer (positiven, stetigen) Gewichtsfunktion W. Zeigen
Sie, dass das n-te Orthogonalpolynom genau n Nullstellen im Intervall ]a, b[ hat.
Hinweis: Betrachten Sie hierzu das Polynom

P, €Pp, Qu(t)=]](t—t),
i=1
wobei t;, i = 1,...,m die Nullstellen von P, im Intervall |a, b sind.
Aufgabe 5 (Quadratur) 5 Punkte

Gesucht ist eine Quadraturformel

/0 £(t) dt — af(0) + bf'(0) + cf(t)

welche fiir alle Polynome von Grad m (mit m moglichst grofl) exakt ist. Bestimmen Sie
a,b, c,t; und geben Sie den erreichten Exaktheitsgrad an.
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Aufgabe 6 (Fragenteil) 5.542.5 Punkte

(a) Fragenteil:
Beantworten Sie die Aufgaben nicht hier, sondern auf einem separaten Blatt.

i) Sei P(t) das Interpolationspolynom einer zu interpolierenden Funktion f mit
Stiitzstellen ¢, . . . , t; und zugehorigen Funktionswerten fy, ..., fy. Geben Sie
die zugehorigen Lagrange-Basis-Polynome an. Wie lautet damit das Interpo-
lationspolynom P(t)?

ii) Bis zu welchem maximalen Polynomgrad ist die Gau-Quadratur mit N € N
Stiitzstellen auf [-1,1] exakt?

iii) Geben Sie die (exakte) Fehlerformel fiir die Simpsonregel I»(f) an:

b
- [ ro-g ]

iv) Wieviele Operationen (in  O-Notation) benétigt die Fast-Fourier-
Transformation (FFT) zur Berechnung von N Koeffizienten?

(b) Multiple-Choice:
Fiir jede richtige Antwort erhalten Sie 0.5 Punkte, fiir jede falsche Antwort erhalten
Sie 0.5 Punkte Abzug. Beantworten Sie diesen Aufgabenteil in der ausgedruckten
Tabelle auf einem der Losungsbléatter. Auf diesen Aufgabenteil erhalten Sie min-
destens 0 Punkte.

i) Sei (Qo, @1, ..,Qn) eine Folge von Orthogonalpolynomen. Sei n < N und
AT, ..., A die Nullstellen von ),,. Dann ist in jedem Fall A} keine Nullstelle

von Qpy1-

ii) S(t) = 0 fir t € [—1,1] ist die eindeutige Losung der kubischen Spline-
Interpolation von f(t) = sin(nt) an den Stiitzstellen ¢ty = —1,¢; = 0,12 = 1
mit hermiteschen Randbedingungen f'(t;) = 5'(¢;),i =0, 2.

iii) Seien ty,...,ty dquidistante Stiitzstellen. Fiir N ungerade sind die Newton-
Cotes-Formeln exakt vom Grad N + 1.

iv) Die Summe der Betrige der Gewichte jeder Newton-Cotes-Formel ist 1.

v) Bei der GauB-Quadratur héngen die Gewichte nicht von der zu integrierenden
Funktion f ab.
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Fiir Richtigkeit und Vollstandigkeit wird wie immer keine Gewahr iibernommen.

1. AUFGABE (NEWTON-VERFAHREN)
Es gilt

0 it = () = (o) mer () = () e e

Berechne

Benutze

um f’ zu invertieren:

(f ' (y)) ~ 3exp(a) —13y2 cos(z) <— cjs@) e;%)) '

Newton-Verfahren: zF1 = 2& — (f/(2%))~! | k =0,1,2,... Einsetzen ergibt fiir die ersten
beiden Folgenglieder:

(0w (3 () - 0)-

wie man das TeXt. In b) hat man dann ¢y und ¢y einfach doppelt drin, wobei beim zweiten
Mal jeweils der Wert der Ableitung an der jeweiligen Stelle angegeben wird anstatt des
Funktionswertes.

1
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3. AUFGABE

a) f € CXla,b], f(ti)=fi, S interpolierender linearer Spline.
i) 7u zeigen: |f' — S'[3 = [f'[3 — |53 mit U = [} W) dt

b
-8 = [0 - 502 a
b
=/UﬁW—sz9w+w%Wm
b
—/uwW—zUuywww—wmﬁa

~—_——
(*)

=1f15 186 — 2 (+)

mit
b N-1 tha1
)= [ 1 - S0 et = = 1) dr
/“ k=0 /tk
N—-1 o1 N-1
DY st [T smar= Y sty - s 2o
k=0 b k=0

(wx): S'(t) ist konstant auf (ty,ty41) (setze den Wert auf S}). (s % *): S ist inter-
polierend, d.h. S(tx) = f(tx), k=0,..., N, somit gilt

[f = SIF = (F = $)(trer) — (f — S)(tx) = 0.
=0 -0

ii) Betrachte f — W, dann ist S — ¥ die interpolierende lineare Splinefunktion.

=SB =1 - ) - (8T - )R
21y - - |8 - v

0

>

<|f -V

b) Nach (a)i) gilt 0 < |f/ — S'|2 = |f'|3 — |9'|3, also |S'|2 < |f'|2 fiir alle f € CAla,b] mit
ft5) = fj-
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4. AUFGABE

a) Die ersten vier Orthogonalpolynome lauten:

To(t) =1,
Ti(t) =t,
Ty(t) = 2% — 1,

Ts(t) = 4t — 2t — t = 4¢3 — 3t.
Bei der k-punktigen Gaufl-Quadratur sind die Stiitzstellen gerade die Nullstellen des

k-ten Orthogonalpolynoms. Wir berechnen hier also die Nullstellen von T3:

T3(t) =0 = (42 =3t =0 < t=0V t—i\/i

Die gesuchten Stiitzstellen sind also:

t——\/gt—Ot— 3
0 — 471—72— 4

b) Da W positiv ist, besitzt P, mindestens eine Nullstelle, denn aufgrund der Orthogo-
nalitdt zu po(t) = 1 gilt

/b 1-pnp(t)w(t)dt =0.
a ~~

>0
Seien also t1, ..., ty, (1 < m < n) die Nullstellen von P, in (a,b) und Q,(t) = [[;~, (t—t;).
Dann ist fab Q(t)P,(t) W(t)dt # 0. Also ist @ vom Grad > n, da P, senkrecht auf
—_——

keine VZ-Wechsel
P,,_1 steht beztglich W. Somit m = n.

5. AUFGABE

Da sowohl die gegebene Quadraturformel als auch das Integral linear ist, geniigt es, nur
Monome zu betrachten [Nota bene: Fiir diesen Satz gibt es oft bereits schon einen Punkt!].
Grad 0 (f :=1):

1
/ ldt=l=%a4c=a-14+b-0+c-1
0

1
/ z dt =
0
1
/ 22 dt =
0

Grad 1 (f(z) := z):

!

=b+cti=a-0+b-14+c-t;

N | =

Grad 2 (f(z) := 2?):

=cti=a-0+b-0+c-t3

W =
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1
/ 2> dt =
0
1
/ 2 dt =
0

Wir erhalten aus den ersten vier Gleichungen folgendes Gleichungssystem:

Grad 3 (f(z) := 23):

et =a-0+4b-0+c 8

AN

Grad 4 (f(z) := z%):

Zett=a-04b-0+4c-t!

Q| =

(1) 1=a+c
2) %:b—l—ctl
(3) 3=t
(4) §=eff

Aus (33) und (4) erhalten wir: 3ct? = 4ct? und ¢ # 0 # t1. Dies impliziert 3 = 4¢1, also
Z.

t1 = 5. Folglich ist mit (3):
oL 1 (4)2 16
= 3 7= 3 — = —
3(3) 3\3 27

und mit (2):
b_1 16 3 1 4 9 8 1
2 27 4 2 9 18 18 18

und mit (1):
16 27—16 11
a=1—c=1——= =

Also sind die gesuchten Variablen:

11 16 3
Tor VT T Ty
Die Quadraturformel ist also fur Polynome bis zum Grad 3 genau dann exakt, wenn die
Parameter so aussehen (das erhélt man, indem man obige Rechung so aufschreibt, dass
iiberall Aquivalenzpfeile stehen). Fiir Polynome vom Grad 4 ist diese Formel mit diesen
Parametern allerdings nicht mehr exakt:

4@ 1 13 _
1=y 4 4
3.

Folglich ist der maximale Exaktheitsgrad m =

3 1
ct 1 = E#ga
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6. AUFGABE

a) 1) Die Lagrange-Basis-Polynome sind:

N
— Uk
Ln(t):Ht — > n=0,..,N
o M k
k#n

Das Interpolationspolynom lautet damit:

N
P(t) = PN(t) = anLn(t)
n=0

ii) Besagte GauBi-Quadratur stimmt fiir Polynome bis zum Grad 2N — 1 exakt mit
dem Wert des Integrals iiberein.
iii) Es gilt nach Vorlesung

b _a\?
IQ(f)—/ f(t):%. (b 5 > FO (1) fiir ein 7 € (a,b).
O(N log(N)).

v

b) i
ii
iii

v
A%

Falsch, denn z.B. —m = f'(tg) = S’(to) ist fur S(t) = 0 nicht erfiillt.
Falsch, !'TODO: Gegenbeispiel?. Die Aussage stimmt allerdings fiir N gerade.

Falsch, ab N > 4 konnen auch negative Gewichte auftreten.
Richtig.

— N S N
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Aufgabe 1 (Orthogonalpolynome) 7 Punkte

Fiir n € Ny werden die Hermite-Polynome durch

n

H,(t)=(-1)" exp(t2)% exp(—t?), teR

definiert. Zeigen Sie:
(a) (5 Punkte) Die Hermite-Polynome geniigen fiir n € N der Rekursionsformel
H,1(t) =2tH,(t) — 2nH,_1(t)
mit Hy(t) =1 und Hy(t) = 2t.
(b) (2 Punkte) Fiir die Ableitung von H,, gilt:
H! (t) =2nH, 1(t).

Hinweis: Verwenden Sie die Leibnizsche Produktregel fiir die n-te Ableitung

n

foan-5() (S) (5

Aufgabe 2 (Interpolation) 12 Punkte

Hinweis: Alle Aufgabenteile sind unabhéngig voneinander l6sbar!

(a) (4 Punkte) Beweisen Sie: Fiir die Lagrange-Polynome L, (t) zu Stiitzstellen
tg < - <ty gllt

(b) (4 Punkte) Gegeben seien die Stiitzwerte y,, an den Stiitzstellen t,, mit

tw |-2[0]1]3
Un [ 5 [3]8]6

Interpolieren Sie diese Wertetabelle nach der Interpolationsformel von Newton.

(¢) (4 Punkte) Die Funktion f: R — R sei zweimal stetig differenzierbar. Sei P(t)
die lineare Interpolation zu den Knoten tq < t;. Zeigen Sie fiir den Fehler die

Abschétzung
ty — to)?
sup [7(1)— P(o) < 110

te [to ,tl]

sup |f"(t)].

te[to,tﬂ
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Aufgabe 3 (Quadratur) 12 Punkte

Hinweis: Alle Aufgabenteile sind unabhéngig voneinander 16sbar!

(a) (4 Punkte) Das Integral I = fol f(t) dt soll mit einer N-punktigen Quadratur-
formel numerisch approximiert werden. Erklaren Sie die Unterschiede und Ge-
meinsamkeiten einer N-punktigen Newton-Cotes-Quadraturformel und einer N-
punktigen Gauf-Quadraturformel beziiglich der Wahl der Knoten und der Ge-
wichte. Welchen Exaktheitsgrad liefern diese beiden Formeln?

(b) (4 Punkte) Sei f eine stetige Funktion auf [—1, 1] und folgende Funktionswerte
seien bekannt:

1 1
fED =2 f(=5)=0, fO=-1 JG)=1 f1)=2.
Berechnen Sie mit Hilfe dieser Funktionswerte eine Approximation fiir das Integral

fjl f(t) dt mit dem Romberg-Schema.

(c) (4 Punkte) Zeigen Sie: Fiir die Gewichte b; einer Quadraturformel der Ord-

nung N zur Approximation von fol f(t) dt mit Knoten ¢; < .-+ < ¢y, welche
C;, = 1-— CN+1—i5 1= 1, ceey N erfl'jllen, gllt bz = bN+1—i fiir ¢ = 1, ceey N.

Hinweis: Verwenden Sie die explizite Formel zur Bestimmung der Gewichte b;.

Aufgabe 4 (Kurzaufgaben) 9 Punkte

(a) (1.5 Punkte) Zur Approximation der Ableitung einer punktweise gegebenen
Funktion f verwendet man die erste dividierte Differenz

(Dnf)(t) == flt,t +h].

Schiitzen Sie den Approximationsfehler (Dj, f)(t) — f'(t) fiir eine geniigend glatte
Funktion f ab (fithrende Ordnung in A fiir h — 0 reicht aus).

(b) (2 Punkte) Geben Sie Vor- und Nachteile einer Spline-Interpolation in Bezug zu
einer Polynominterpolation an.

(¢) (3 Punkte) Geben Sie drei Typen von Randbedingungen einer kubischen Spline-
Interpolation S zu einer Funktion f € C! mit Randpunkten ¢ und b an und
benennen Sie kurz die Eigenschaft (Formel gentigt).

(d) (1 Punkt) Zur Approximation 27-periodischer Funktionen werden trigonometri-
sche Polynome verwendet. Geben Sie die Definition eines solchen trigonometri-
schen Polynoms T'(¢) bis zum Grad n an (komplex oder reell).

(e) (1.5 Punkte) Geben Sie die Definition der Chebychev-Polynome im Intervall
(—1,1) an (direkt oder per Rekursionsformel). Welches Gewicht W (t) wird hierfiir
verwendet?



