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A.

m Es werden nur Lésungsvorschliage gewertet, bei denen der Losungsweg klar
zu erkennen ist. Die Angabe des Endresultats alleine gibt keine Punkte.

a Die Klausur dauert 90 Minuten. Bei vollstandiger Lésung erhalten Sie flr jede
Aufgabe 8 Punkte. Zum Bestehen dieser Klausur sind 20 Punkte hinreichend.

m Als Hilfmittel ist eine DIN-A4-Seite, handgeschrieben und nicht kopiert mit be-
liebigem Inhalt erlaubt. Weitere Hilfsmittel sind nicht zugelassen, insbesondere
keine elektronischen Geréte (z.B. Taschenrechner) und keine Zeichenschablo-

nen (aul3er Lineal und Geodreieck).

Aufgabe 1:  (weiB)

L 3 +1
Gegeben sei die Funktion f(x) = —

a) Zeigen Sie, dass f genau einen stpunkt X im Intervall [0 1] hat und die Fixpunktiteration fiir
jeden Startwert xg € [0, 1] gegen X konvergiert.

b) Fihren Sie mit dem Startwert xo = 0 so viele Schritte der Fixpunktiteration durch, dass
|2, — x| < 0.05 gilt. | - .
Hinweis: Benutzen Sie die a-posteriori Fehlerschranke.

Aufgabe 2:  (gelb)

a) Berechnen Sie mit Hilie des Satzes von Gershgorin eine moglichst kleine Menge die alle Ei-
genwerte der Matrix | ) |

0 -1 0
A=1 -1 10 1
0 1 5

enthalt.



b) Schatzen Sie mit den Resultaten aus a) moglichst genau die Konvergenzgeschwindigkeit der
Potenzenmethode zur Approximation des betragsgroBten Eigenwerts A; der Matrix A aus a)
ab, d.h. bestimmen Sie 77 und « so, dass fir den Rayleigh—Quotienten py im k-ten Schritt

lox — M| < CH°

fir eine Konstante C > 0 gilt.

c) Es sei A € C™" gine beliebige Matrix und &« € F(A). Zeigen Sie, dass eine unitére Matrix
U € C™" existiert so, dass a das (1,1)-Element von U7 AU ist.

Hinweis: F (A ) bezeichnet den Wertebereich von A.

Aufgabe 3:  (rosa)

Gegeben ssi eine nicht singuldre, diagonalisierbare Matrix A € R™" und ein Vektor b € R", b # 0,
n 2> 10. Wir verwenden die Notation:

A=XAX"', A=diag(Ay,...,An) mit A(A)={A1,..., Au}.

Wir verwenden das GMRES Verfahren mit x; = 0 um das lineare Gleichungssystem Ax = b zu
IGsen.

a) Zeigen Sie, dass die Residuennorm im m-ten Schritt die folgende Abschatzung erfdlit:

r < %(X) min max |p(A;)] [[7oll, -
Irmll; < %2(X) min max |p(A) [l
p(0)=1
~ Hinweis: Zeigen Sie zunachst, dass r,, = p(A)b fir ein gesignetes Polynom p gilt.
b) Seinun A; = (—1)i furi = 1,...,n. Zeigen Sie, dass das GMRES Verfahren nach maximal 2
Schritten die exakte Losung A ™15 liefert.

Aufgabe 4:  (grin)
- Gegeben sei die folgende Variante des BiCG-Verfahrens:

1: Wahle xo € C", setze 7o = b — Axp; po = ||70]|,
2. Wahle einen linken Startvektor wy # 0;

3. Initialisiere pgo=go = 0,00 =1, 41 =0,m=1; .
s: while p,,_; > toldo

Berechne 8y = Whirm_1, #hy = 6m/0m—1;

5.

6: Setze pm = rm—1 + u;npm—ls m = Wm +ﬁ:nqm—1;
72 Berechne &/, = gl Apm;

g: if 5;, # 0 then

g: . Berechne wy = 0m/0,,

10: else

11: Setze L = m, Stopp;

12: end if

‘i3: Setze 'm = T'm—1 — wmAPm’ Wm41 = Wm — wmAqu!
14; Setze pm = ||7m||; |

15: Update: x;m = Xpm—1 + WmPm:

16: If 6, = O then

17: Setze L = m + 1, Stopp;
18: end If

19: m=m+1;

20. end whlle




a) Geben Sie den minimalen Rechenaufwand dieses Verfahrens fir den m-ten Iterationsschritt,
m > 1, gemessen an der Anzahl der Matrix-Vektormultiplikationen, saxpy's und Skalarprodukte

dn.

b) Geben Sie dis minimale Anzahl von Vektoren an, die fiir die Implementierung des Verfahreng
gespeichert werden missen (der Speicheraufwand fir die Matrix A soll unbericksichtigt blei-
ben). |

c) Zeigen Sie, dass fur m = 1,2,...,L gilt:
span{rg,...,”m—1} = span{py,..., pm} = Km(A,10)

Hinweis 2u a) und b): Begriinden Sie Ihre Aussagen. Sie kénnen hierfur die angegebenen Zeilen-
nummern verwenden. |

Aufgabe 5:  (blau)

~ Geben Sie bei maximal 8 der foigenden 10 Aussagen an, ob sie jeweils wahr oder falsch sind, indem
Sie die Nummer der Aussage in den entsprechenden Kasten auf dem blauen Blatt eintragen.

Es sei eine nicht singulare Matrix A € IR™" und ein beliebiger Vektor b € R" \ {0} gegeben. Ferner
sei X eine Losung von Ax = b und der Startwert xo = 0 gewahlt.

1) Es gilt 5b + 2A%b € Ks(A, b).

2) Esgiltdim X,(A,b) = Rank(A).

3) Die m-te lterierte des GMRES-Verfahrens minimiert die Maximumsnorm des Residuums im
Raum K, (A, b). | |

4) Ist Kin(A,b) = Kpi1(A, b) und xp die m-te lterierte des QMR-Verfahrens, dann gilt x,,, = X.

5) Ist A = AT positiv definit, so stimmt die FOM-lterierte mit der cg-lterierten ﬁbérein.

6) Ist A = AT positiv definit, so minimiert die m-te Iterierte des cg-Verfahrens die A-Norm des
Residuums im Raum K., (A, b). |

’

'7) Die FOM-lterierten existieren fiir jedes m = 1,2, ..., Rank(A).
8) Ist A = AT positiv definit, so konvergiert das cg-Verfahren linear.

- 9) Ist A normal, so kann man mit dem Satz von Bendixson das kieinste achsenparallele Rechteck
finden, welches alle Eigenwerte von A enthait.

10) Mit Hilfe des Satzes von Gershgorin, kann man ein Intervall konstruieren, in dem alle Eigen-
werte von A enthalten sind. ' -

Hinweis zur Bewertung: (zu Aufgabe 5) |
Wenn Sie mehr als 8 Aussagen bearbeiten, werden die 8 Aussagen mit den niedrigsten Nummern

gewertet.

Sie erhalten fur jede richtige Antwort 1 Punkt, fur jede falsche —1 Punkt und 0 Punkte, wenn Sie
keine Antwort geben. Die minimale Gesamtpunktzahl betragt O Punkte.




L6sungsvorschla: | Aufgabe 1

a) Wir zeigen, dass f eine kontrahierende Selbstabbildung auf der abgeschiossenen Menge [0, 1]
Ist. Dann folgt die Behauptung direkt aus dem Banach'schen Fixpunktsatz. |

Selbstabbildung Die Funktion f is monoton wachsend. Daraus folgt

£(0,1) = [£(0), f)] = [, 3] € [0,1],

also ist f eine Selbstabbildung.
Kontraktion Aus

f0)~fW) = 3| = 9| = 3 [+ v+ |l -y < 21z -y

folgt, dass f Lipschitz—stetig ist, mit Lipschitzkonstante L = -i— < 1. Also f ist kontraktiv.
Alternativ genigt es

3 3
= aXx ! X} = — ax xz = -

xrél[o,l] lf (x) ' 4 xIéI[O,l] ‘ I 4
abzuschéatzen. | |

b) Die A-posteriori-Schranke ist: .L
1— T ka — Xk—1

e =
Aus Aufgabenteil a) wissen wir L = 3/4 also,
L

-
b —

1-L
Die gewtinschte Genauigkeit ist dann schon nach 2 lterationen erreicht::

x; = 1/4, - e <3|1/4—-0| = 3/4,
x2 = ((1/4)° +1)/4 = (65/64)/4=65/256, |es| < 365/256 — 1/4 = 3/256 < 0.05.

=3,

| dsungsvorschlag: | . | Aufgabe 2

a) Da A = AT symmetrisch ist, betrachten wir nur die Gershgorin-Kreise von A und wissen
vorher schon das A(A) C RR. Dann erhalten wir

AA) € [-1,1]U[4,6)U[8,12].



b) Da A symmetrisch und damit auch normal ist, wissen wir aus Satz 6.24, dass die Potenzen-

methode mit
pa(yx) = A+ O(n%).
konvergiert. Da die Gershgorin—Kreise aus Teil a) disjunkt sind wissen wir (mit Satz 6.16), dass

AMel[-1,1, A €46, A €[812].

Damit lasst sich das Verhaltnis zwischen zweit-groBtem und gréBtem Eigenwert abschétzen
durch

A2 6 3
T=1A 5873
und wir erhalten
palyx) =M+ 0 ( 3/4)2")
c) Ista € F(A), dann gibt es u; € C" mit ||u;|| = 1 so, dass u{'IAu] = a. Wir erganzen u
durch uy,...,u, € C" zu einer Orthonormalbasis des C”. Dann ist U = [ug U3 ... Un) Unitar

und das (1, 1)-Element ist
el UM Ale; = ull Aug = o,

Losungsvorschlag: | | Aufgabe 3

a) Das GMRES Verfahren verwendet die Bedingung (M), also

rmlls = [Ib— AX = b— Ax
Irally = b= Aznly = _min o= Axl];.

Sei nun xp, € Km(A, b}, dann gibt es ein g € Py mit xp = g(A)b. Es gilt:
tm=b— Axm =b— Aq(A)b = (I —q(A))b = p(A)b

mit . S
p(z) =1-29(z), p € Pm, p(0) = 1.
Also ist |
o ~-1
7wl = min {[p(A)bl, = min |Xp(A)X~],
p(0)=1 p{0)=1
-1
< min Xl IP(A)1 |X 2], 121

p(0)=1

Die Behauptung folgt nun mit

o TPl = max p()]

n=b  xX)=|X];|x’

b) Wir wihlen das Polynom p(A) = 1 — A%. Dann gilt:

pePy, p0)=1  p(-1)=p(1)=0.
Mit der Ungleichung aus (a) Tell folgt also

|Ir2]l; < x2(X) max 1p(A:)] lIroll, = 0.

Also ist xo schon die exakte die Lisung.




Alternativ: Da A = diag(—1,1,-1,1,...,(—1)") ist
A%h = XAXIXAX b = XA2X" b= XX b= b
und der dritte Krylov—Raum damit invariant, d.h.
K3(A,b) = Ko(A,b).

Die exakte L&sung liegt also schon in K2(A,b) und ist durch x; gegeben.

Losungsvorschiag: | Aufgabe 4

a) Rechenaufwand:

® 2 Matrix-Vektormultiplikationen: Ap,y, in Zeile 7, AHgp in Zeile 13.
m 5 saxpy's: je 2 in Zeile 6 und 13, eins in Zeile 15
® 3 Skalarprodukte: &, in Zeile 5, 8%, in Zeile 7, p,, in Zeile 14

b) Speicheraufwand 6 Vektoren: je ein Vektor fUr p,y,, Gms Tm, Wy X sowie ein temporarer Vektor
fir Apm und AHg,, (wird in Zeile 7 und 13 benétigt).

c) Dam < L gilt wy, ul, # 0. |
Der Beweis wird durch Induktion nach m geflihrt. Sei also m = 1, dann ist

'?'0 = Kl (A/ rO)
= 19 — U} =r9 € K1(A4,r
P1="10—H1 po =0 € K1(4,ro)
=0
und die Behauptung folgt, da dim K1 (A, 7) = 1.
Wir nehmen nun an, dass die Behauptung fir ein festes m (mit m + 1 < L) gelte. Dann

Tm = Tm-1 —Wn, APm € K"H—l (A: T'O) \ KM(AI 7'0)
S~ N el

em (A,?'o) eK:m-i—l (Arrﬂ)\’(:m (A,?’o)

also -
Km+1(A,rg) = span{.rg,. osTm} -
Analog gilt | )
Pm+1 = T'm " ~Mmi1 Pm € Km+1(4,10) \ Km(A, rg)
€K m41(Ar0)\Km(A,7p) €Xm(Arg)

und damit auch span{ps,..., pm+1} = Kms1(A4, o).

Losungsvorschlag: - ; o Aufgabe 5

1) (wahr) Es ist sogar 5b + 2A%b € Ky(A,b) C Ks(A, b).

2) (falsch) Z.B. gilt fir einen Eigenvektor b, dass dim K, (A, b) = 1.
3) (faisch) GMRES minimiert das Residuum in der Euklid-Norm.

4) (wahr) Satz 7.5

N m




/

f 5) (wahr) Die Residuenvektoren des cg-Verfahrens sind orthogonal und spannen den Krylov-
Raum auf.

6) (falsch) Die cg-lterierten minimieren die A-Norm des Fehlers

7) (falsch) Die Iterierten existieren genau dann, wenn H,, nicht singular ist.

8) (wahr) Konvergenzrate 2(( vE-1)/(Vx+ 1))

9) (wahr) Da A normal ist, ist der Wertebereich die konvexe Hille der Eigenwerte von
symmetrisch zur reellen Achse liegen. |

R sei das Rechteck aus dem Satz von Bendixson, d.h. F(A) C R. Es genugt zu z
R das kleinste Rechteck ist. Dies foigt aus '

x
2

10) (falsch) Die Eigenwerte von A missen nicht resll sein.

A, welche

gigen, dass

1

Efo(A — AF)x = Imx" Az,

HA4+ A")x =Re x Ax,




