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Aufgabe 1 (3+8+4 Punkte)

Gegeben sei die Matrix

A =





25 4 2

3 14 1

1 1 5



 .

(a) Formulieren Sie zunächst allgemein den Satz von Gershgorin.

(b) Verwenden Sie den Satz von Gershgorin, um eine möglichst genaue Abschätzung für den

betragsmäßig größten Eigenwert λmax und den betragsmäßig kleinsten Eigenwert λmin von A

zu erhalten.

(c) Begründen Sie, dass A nur reelle Eigenwerte besitzt, ohne diese explizit zu berechnen.

Aufgabe 2 (5+4+3 Punkte)

(a) Formulieren Sie den Algorithmus der Inversen Potenzmethode mit Shift in Pseudo-Code.

(b) Sei nun A ∈ R
n×n eine symmetrische Matrix. Zeigen Sie, dass für den größten Eigenwert λmax

von A die Gleichung

λmax = max
x∈Rn\{0}

xTAx

xTx

erfüllt ist.

(c) Erläutern Sie, wie mit dem Quotienten xTAx

xT x
der Algorithmus der Inversen Potenzmethode mit

Shift sinnvoll modifiziert werden kann. Nennen Sie einen Vorteil und einen Nachteil dieser Mo-

difikation.

Aufgabe 3 (3+10+4 Punkte)

Sei für α ∈ R die Funktion Φα : [0, 1]2 → R
2 gegeben durch

Φα

(

x

y

)

=

(

1

1

)

+ α ·

(1

2
x2 + 1

2
y

x+ 1

2
y2

)

.

Betrachten Sie die Fixpunktgleichung
(

x

y

)

= Φα

(

x

y

)

.

(a) Geben Sie zunächst allgemein alle Voraussetzungen des Banach’schen Fixpunktsatzes an.

(b) Bestimmen Sie alle α ∈ R, für die aus dem Banach’schen Fixpunktsatz die Existenz einer

eindeutigen Lösung (x∗, y∗)T ∈ [0, 1]2 für die Fixpunktgleichung folgt. Dabei sei R2 mit der

Norm ‖ · ‖∞ versehen.

(c) Berechnen Sie einen Schritt der Fixpunktiteration mit 1 und dem Startwert T
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‖ · ‖∞

(c) Berechnen Sie einen Schritt der Fixpunktiteration mit α = −1

4
und dem Startwert (x0, y0)

T =
(0, 0)T und bestimmen Sie mithilfe der a priori Abschätzung des Banach’schen Fixpunktsatzes

die kleinste Anzahl von Iterationsschritten k für welche die Abschätzung

∥

∥

∥

∥

(

xk
yk

)

−

(

x∗

y∗

)∥

∥

∥

∥

∞

≤ 2−7

erfüllt ist.

Aufgabe 4 (1+1+4+3 Punkte)

Sei A ∈ R
n×n und b ∈ R

n.

(a) Geben Sie die Definition des m-ten Krylov-Raums Km(A, b) an.

(b) Sei nun A regulär und b 6= 0. Zeigen Sie, dass folgenden Aussagen äquivalent sind:

(i) Für m = 1, . . . , n gilt dimKm(A, b) = 1.

(ii) b ist ein Eigenvektor von A.

(c) Für m = 1, . . . , n− 1 sei dimKm(A, b) = m. Zeigen Sie:

Wenn v ∈ Km(A, b) und v /∈ Km−1(A, b), dann gilt Av ∈ Km+1(A, b) und Av /∈ Km(A, b).

(d) Sei nun A symmetrisch und positiv definit. Geben Sie eine Fehlerabschätzung der m-ten Ite-

rierten xm des CG-Verfahrens für Ax = b in Abhängigkeit der Konditionszahl κ(A) von A an.

Aufgabe 5 (4+3 Punkte)

Der folgende noch lückenhafte MATLAB-Code soll das Gauß-Newton Verfahren ausführen.

1 function [ x , n ] = gauss_newton ( f , df , x0 , t o l )

2 % Gauss−Newton

3 % −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
4 % INPUT f − f u n c t i o n handle der gegebenen Funkt ion f

5 % df − f u n c t i o n handle der Ab le i tung von f

6 % x0 − S t a r t v e k t o r

7 % t o l − Toleranz

8 % OUTPUT x − Approximat ion

9 % n − Anzahl der I t e r a t i o n e n

10 % −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
11 % I n i t i a l i s i e r u n g

12 n = 0;

13 x = x0 ;

14 nde l tax = 2∗ t o l ; % I n i t i a l i s i e r u n g von nde l tax

15

16 % Sch le i f e

17 while ( )

18 f x = feva l ( f , x ) ; % Auswertung von f an der S t e l l e x

19 dfx = feval ( df , x ) ; % Auswertung von df an der S t e l l e x

20 de l t ax = dfx \ (− f x ) ; % Lsg des Ausgleichsproblems

21 x = % Berechnung der neuen I t e r i e r t e n

22 % Berechnung von nde l tax

23 n = n+1; % Anzahl der I t e r a t i o n e n

24 end
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Um ein lauffähiges, korrektes Programm zu erhalten, muss in Zeile 21 die neue Iterierte berechnet

werden. Zusätzlich muss die Variable ndeltax in Zeile 22 auf den Wert ‖∆x‖2 gesetzt werden und in

Zeile 17 zusammen mit der Toleranz tol in der Abbruchbedingung für die while-Schleife verwendet

werden.

(a) Geben Sie an, was in den Zeilen 17, 21 und 22 stehen muss, um das Gauß-Newton Verfahren

korrekt zu programmieren.

(b) Nennen Sie den Problemtyp, zu dessen Lösung das Gauß-Newton Verfahren verwendet wird

und formulieren Sie allgemein ein solches Problem.
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Musterlösung
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