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Aufgabe 1:  (weil3)

Es seien A, Xo € R% symmetrische und positiv definite Matrizen mit AXo = XoA. Wir betrachten

die lterationsvorschrift

Xn+1 =-%(Xn+X,','1A), pi() 157 .8

a) Zeigen Sie, dass fir d = 1 die lterationsvorschrift dem Newton-Verfahren angewandt auf
f(x) = x* — A entspricht.

b) Zeigen Sie, dass die lterierten X, symmetrisch und positiv definit sind sowie AX, = XnA gilt
fur alle n € IN.

Hinweis: Es gilt X;1A = X;1/2(X;1/2AX8/2) X 1%

c) Bestimmen Sie den Grenzwert fir den Fall, dass die Folge konvergiert.

Hinweis: Sie dirfen ohne Beweis verwenden, dass fr jede symmetrische, posiiiv definite Matrix
B € R% eine eindeutige, symmetrische, positiv definite Matrixwurzel B1/2 € R*# existiert.

Aufgabe 2: = (gelb)

a) Schreiben Sie eine Funktion hessenberg(A, n) (z.B. in Python oder in Pseudocode), welche
eine Matrix A € R™" so effizient wie mdglich mit einer unitiren Ahnlichkeitstransformation

auf obere Hessenberg-Form transformiert.

Fiir die Transformationen dirfen Sie eine Funktion (v, B, &) = house(x) verwenden, die lhnen
einen Vektor v und Skalare a, B liefert, so dass Qx = we; gilt, wobei Q = I — Boo! die

zugehorige Householder-Matrix bezeichnet.
b) Gegeben sei eine beliebige Matrix A = (aij)ﬁjzl mit Elementen a;; # 0,1, = 1,...,4.
Begriinden Sie, ob sich die Matrizen
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aus der Matrix A durch Multiplikation mit einer Householder-Matrix von rechts und einer
Householder-Matrix von links erzeugen lassen. '
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Aufgabe 3:  (rosa)

a) Berechnen und skizzieren Sie mit Hilfe des Satzes von Gershgorin (bzw. Yarianten davon)
eine moglichst kleine Menge, die alle Eigenwerte der Matrix A enthalt, wobel

s .00 U

2 =3 . 2 =2

it 012 0=t
=1l ]2

b) Schatzen Sie mit den Resultaten aus Aufgabenteil a) méglichst genau die Konvergenzge-
schwindigkeit der Potenzenmethode zur Approximation des betragsgrofBten Eigenwerts Aj
der Matrix A aus a) ab, d.h., bestimmen Sie 7 so, dass fir den Rayleigh—Quotienten py im
k-ten Schritt '

ok — M| < C7'
fur eine Konstante C > 0 gilt.
c) Es sei eine normale Matrix A € C™" mit Eigenwerten A;, 1 = 1,...,n, gegeben. Fir die
Eigenwerte gelte |A1| > Az > ... > |A,]. ’

Zeigen oder widerlegen Sie: Die Folge der Rayleigh-Quotienten zu den Vektoren aus der
Potenzenmethode konvergiert flr jeden Startwert xo # 0 gegen A;.

Aufgabe 4:  (grin)
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b = e mit zirkulanter Shiftmatrix

0 1
A= i, =[82 gt Cn 81]€Rn'n.
i
0 1-0

a) Zeigen Sie, dass das Arnoldi—Ve.rfahren angewandt auf die Matrix A und den Vektor b die
Basen (in Matrixnotation)

m::[el £y 5.5 em], ‘m-——;-].,...,n,. .

liefert. Geben Sie alle Matrizen H,, aus dem Arnoldi-Verfahren (also aus der Krylov-Rekursion
AV = V,,o1Hy) explizit an.

b) Zeigen Sie, dass fir die Iterierten des GMRES-Verfahrens angewandt auf Ax = b mit Start-
wert xp = 0 gilt

Xm=Xo0, m=1... n—1, xn=A-'1b=en.

c) Was gilt fr die lterierten x,,, m = 1,...,n, des FOM-Verfahrens angewandt auf Ax = b mit
Startwert xp = 07
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Musterlosung

——

Losung von Aufgabe 1:

: . , . 1
a) Fird = 1ist f'(x) = 2x. Das Newton-Verfahren angewandt auf die Funktion f(x) = x* =4

ergibt somit
Xn1 = Xn = f'(xn) 7 f(2n)
1 A
:xn_(zxn)—l(x%_A) E(xn_{,_ ) 7’1.:0/1,----

b) Der Beweis erfolgt per vollstandige Induktion.
W: Nach Voraussetzung erfiillt X, die geforaerten Eigenschaften.

Induktionsschritt: 7 ~~ n + 1

Da AX, = XuA nach Induktlonsvoraussetzung, gilt auch X;1A = AX;! (Xn regulér, da
positiv definit) und somit

AX. iy = (AX,, + AX;lA)

NIHNIF—‘

= 5 (XaA+X;144) = % (Xn+ X;1A) A = Xpi1A

Die Symmetrie qilt, da

X1 =3 (X + (&14)7) = 3 (X A7) = 5 (X X:74) = X

wegen der Symmetrie von X, (und damit auch X:1) und X;1A = AX;;! nach Induktions-
voraussetzung und der Symmetrie von A. |

Da A nur positive Eigenwerte hat (da symmetrisch und positiv definit), hat auch
X 1A = X 12(X 12 AXY 2 X1 /2 o (Hinweis)=

als Ahnlichkeits- und Kongruenztransformation von A nur positive Eigenwerte (aber nicht die-
selben). Da X, 1 A auBerdem symmetrisch ist, ist X 1 A somit auch positiv definit. Damit ist

X. 1= % ( Xn+ X5 lA) als Summe zweier positiv definiter Matrizen ebenfalls positiv definit.

c) Die lterationsvorschrift ist aquivalent zu

XXy %(X,%+A), n L.0:1) a8

Falls die Folge konvergiert, gilt also fur den Grenzwert X = limy,_, X,

X2 = (X2+A) a2

1
2

Da ferner nach Aufgabenteil b) alle Iterierten X, symmetrisch und positiv definit sind, ist der
Grenzwert X symmetrisch und positiv semidefinit, da fir alle v € C” gilt:

O<vHX,,v—+vHXvZO ' f[]rn—>op.

Da zusatzlich X? = A symmetrisch und positiv definit ist, muss X ebenfalls positiv definit
sein. Somit handelt es sich bei dem Grenzwert X um die eindeutig bestimmte positiv definite

Wurzel A/2 von A (Hinweis).
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Musterlosung

Losung von Aufgabe 2:
Notation: Fiir A € R™" wird mit Ay, ;i (1 <i<j<n1<m<n)de Teilmatrix

Am,i:j — [ Am,i Am,i+1 --- Am, ]

bezeichnet.

a) Variante 1:

function HESSENBERG(A, n)
fork=1,...,n—2do
Berechne v, B, & = HOUSE(Ak+1:nk)
Setze A1k = &, Akt =0
Setze Ak+1:n,k+1:n = Ak+1:n,k+1:n g (ﬁ(vTAk-J,-l:n,k-kl:n))
Setze Ay k+1:n = Alk+1m — (/5(A1:n,k+1:n U))UT
end for
return A
end function

Variante 2 (nur mit Vektor-Operationen):

function HESSENBERG(A, n)
fork'=1:...-n—2do
Berechne v, B, & = HOUSE(Aj+1:n k)
Setze Ak+1,k — KX, Ak+2:n,k =0
fory=k+1,...,ndo
Setze Ak+l:n,j = Ak+1:n,j 5, (tg(vTAk+1:n,j))v
end for ~
for i = 1wisyndo ~'1
Setze Aj,k+1:n — Aj,k+1:n = (ﬁ(Aj,k—f-l:n v))vT
- end for
end for
return A
end function

b) Wir definieren I, = diag(—1,1,...,1) € R™". Hierbei handelt es sich um eine Householder-
Matrix, denn I, = [ — Zele;r .

Die Matrix B; kann auf die geforderte Art erzeugt werden: Es sei x! die erste Spalte der Matrix
A. Definiert man die Householder-Matrix Q) durch
Ox = aeq mit & = + |[x]|,
SO ergibt sich
AQ = By,

wobei El die fir By geforderte Struktur hat. Multipliziert man von links mit der Householder-
Matrix I4, so erhalt diese die Struktur der Matrix und

By = 4B = LLAQ

besitzt ebenfalls die geforderte Struktur.
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Musterlosung

Die Matfix B> kann ebenfalls erzeugt werden: Man kann zur Multiplikation von rechts die Matrix
Q wie fir B; verwenden und es ergibt sich analog

AQ e Elr

wobei B, die gleiche Struktur wie By besitzt. Wir bezeichnen mit E,-]-, i,1=1,...,4,de Ele-

mente der Matrix §1. In dem Fall, dass §1 bereits die fir B, geforderte Struktur besitzt, kann

zur Multiplikation von Links P = I; verwendet werden. Andernfalls kann man eine Matrix der
Form

verwenden, wobei P eine Householder-Matrix ist, so dass

S| b 1 b2
Plbsw |l =al|0 mitid.= /= b3y
| by 0 i bao

gilt. In beiden Fallen besitzt B, = PAQ die gewinschte Struktur.

Losung von Aufgabe 3:

a) Wir definierenfurr > Qunda € C
B,(a)={z€C : [z—4 <tk
Mit dem Satz von Gershgqrin gilt fur die Matrix A
A(A) € My = {8} UB4(~3) U Ba(~3) U Bs(2),
Fr die Matrix AT gilt
A(AT) C My = B3(8) U B3(—3) U B3(—3) U By(2).
Der Schnitt der beiden Mengen ergibt 2
M; N My = {8} UBs(=3) U B,(2) U {5}

Mit der Verscharfung des Satzes von Gershgorin (Satz 6.16) kann 5 als Eigenwert ausge-
schlossen werden: Da der Gershgorinkreis {8} von A disjunkt zu allen anderen Gershgorin-
kreisen von A ist, folgt direkt, dass 8 ein einfacher Eigenwert ist. Somit kann der Gershgorin-
kreis {z € C : |z— 8| < 3} von A’ der disjunkt zu allen anderen Gershgorinkreisen von A’
ist. nur den Eigenwert 8 und somit keinen weiteren Eigenwert bei 5 enthalten.

Insgesamt ergibt sich die kleinstmogliche Menge, die die Eigenwerte von A enthélt, zu

A(AT) = A(A) € M3 = {8} UB3(—3) UB(2).

Skizze der Mengen M, - und M3 (gepunktet)
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Musterldsung

————

Rez

b) Wir nehmen an, die Eigenwerte sind betragsméaBig sortiert:
A1| 2 |Az] 2 [As] = |Ag].
Fur die Potenzenmethode gilt nach einem Satz aus der Vorlesung (Satz 6.24)

A2

pAly) =M+ 0, = s

Aus Teil a) wissen wir, dass

A1 =8 und Al <6 fir 1=2,3,4.

Damit lasst sich das Verhaltnis zwischen dem betragsmaBig zweitgréBtem und groBtem Ei-
genwert abschatzen durch | -
A2

6 i3
— L - ==='7
T I)Ll el il T
und wir erhalten : -
pa(yx) — M| < C(%) = C7j"*.
c) Die Aussage ist falsch. Zum Beispiel gilt flir
A = i und X0 = v

0:2

dass y; = A*xy = x fur alle k € N ist und somit

o(yr) =Ar=1A2=17A, k— o
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Musterlosung

/ Losung von Aufgabe 4:

Fiir die zirkulante Shiftmatrix A gilt Aej = ej;1,j=1,...,n — 1, und Aey = €1.
a) Wir beweisen v; = €, 1 =1,...,n, mittels vollstandiger Induktion.
Induktionsanfang: Esist 8 = ||b|| = 1und v1 = b = e;.

Induktionschritt: m ~~ m + 1 furein m < n. Es gelte also Vi, = [el €y it em].Danngilt
hj,mzvf{Avmzo farj=1,...,m

und somit 5
5m+1 o— A'Um s Z h}"m'()]‘ — A'Um e— Aem = Em+1
. ]'____1 .

Da hyt1,m = ||Om+1]| = 1, folgt 041 = €m1.

Fir die Matrizen H,, gilt: Aus der Induktion folgt farm =1,...,n —1

0 0
1.0

‘ 0 120
0 1

Fur m = n gilt wegen Av,, = e

und damit 0. 1
1o Qe
ﬁn _— i e
0 10
0 0

b) Aus dem Arnoldi-Prozess im GMRES—-Verfahren ergeben sich dieselben Matrizen V7, und Ha,
m = 1,...,n, wie in Aufgabenteil a), da xo = 0 und somit ro = b ist. ‘

Im GMRES—-Verfahren wird vy, so gewahlt, das

Fir m < n gilt somit y,, = 0 und deshalb x, = Viyym = 0.

Fir m = n ist y, = e, und damit ebenfalls x, = e,. (Alternativ: Ein Krylov-Veriahren ange-
wendet auf eine regulare Matrix der Dimension n liefert nach héchstens n Schritte die exakte

Lésung nach Lemma 7.4.)

c) Analog zu b) gilt, dass sich im Arnoldi-Prozess des FOM-Verfahrens dieselben Matrizen Vy,
und H,,, m = 1,...,n, wie in Aufgabenteil a) ergeben.

IM FOM-Verfahren wird vy, so gewahlt, dass y, = ﬁH;lel = H,';lel ist (Satz 7.7).

Da H,, fir m < n singuldr ist, existieren y,, und somit auch die FOM-lterierten X, = Viyym
nicht fur m < n. ’

Fir m = nist H,, = A regular, und es gilt x, = e,. (Alternativ: Ein Krylov-Verfahren ange-
wendet auf eine regulére Matrix der Dimension # liefert nach héchstens n Schritte die exakte
Lésung nach Lemma 7.4.)
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