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Aufgabe 1:  (weiB3)
Gegeben sei die Funktion f: R®> — R® durch
1 sin(xq) + cos(x3) + 2 X1
flx) = 1 sin(2x1) —sin(xp) +sin(x3) -1 |, x= | X2
cos(xp) cos(x3) — 2 X3

a) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix | £ von f und zeigen Sie flr alle x € R’

=100

@), <1 und 1@ <

D) Beweisen Sie, dass f einen eindeutig bestimmten Fixpunkt X € Q = [—1,1]3 besitzt.
c) Fur welche Startwerte x” € R® konvergiert die Fixpunktiteration gegen X ?

d) Wahlen Sie eine geeignete Norm ||-|| und bestimmen Sie fiir xX’ = Ound p € IN ein k =
k(p) > 0, sodass |

1% — xk|| <5-1077

gilt, wobei x* € R die k-te Ilterierte der Fixpunktiteration bezeichnet.

Aufgabe 2: (gelb)

a) Sei A € R™" symmetrisch und positiv definit sowie D = diag(c;) € R™", 0; € {0,1}.
Zeigen Sie: Flur den Wertebereich von AD A gilt

F(ADA) C [0, Amax(A)?],
wobei mit Amax(A) der groBte Eigenwert von A bezeichnet wird.

b) Gegeben sei die Matrix '
61 =2 0

S =i 2. £30.11 »1
0 =1 =51

«) Berechnen und skizzieren Sie mit Hilfe des Satzes von Gershgorin und Symmetrieeigen-
schaften von S eine moglichst kieine Menge M, die alle Eigenwerte von S enthilt.

B) Was kénnen Sie Uber die Vielfachheit der Eigenwerte sagen?

v) Wir betrachten die Potenzenmethode mit einem Startvektor, der zu keinem Eigenvektor
von S orthogonal ist. Kdnnen Sie aus der Menge M die Konvergenz der Potenzenme-
thode schlieBen? Begrinden Sie Ihre Antwort.
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Aufgabe 3:  (rosa)
Es sei A € C™" eine reguléare Matrix und.b € C". Wir betrachten die naherungsweise Losung des

Gleichungssystems

Ax =Db
mit einem vorkonditionierten GMRES-Verfahren, d. h., wir wenden das GMRES-Verfahren auf BAx =
Bb mit einer regularen Matrix B € C™", B ~ A~ an.
Der folgende Pseudocode gibt das GMRES-Verfahren ohne Vorkonditionierung an:

1: Wahle xo € C", tol > 0 und setze rg = b — Axy
2. Initialisiere m = 0, B = po = ||70]||, V1 = "0/ P

3: while p,, > tol do

4: m=m-++1

5.  forj=1,.../mdo

6 him = 07 AUp

7. end for '

8 Ums1 = AUm — Ljzg Bjm0;
o

hm+1,m T ||5m+1||
10: Um-:-l — '5m+1/hm+1,m | Aaptl
L nk Berechne yn, als Losung von ||Ber — Hyy|| = min

12: om = ||Ber — HuYnml||
13: end while

14: Setze x,, = xo+mem

a) Modifizieren Sie den angegebenen Algorithmus so, dass das vorkonditionierte Problem gelOst
wird. Geben Sie hierzu die veranderten Zeilen (vollstandig) unter Angabe der Zeilennummer

drl.

b) Wie viele Matrix-Vektormultiplikationen mit A und mit B sind fur k Schritte des Verfahrens
bei effizienter Implementierung notwendig? Begrunden Sie lhr Ergebnis durch Angabe der

Zellennummern.

c) Sei x,, die Naherungslésung nach m Schritten des vorkonditionierten GMRES-Verfahrens mit
xo = 0. Zeigen Sie, dass es einen Untervekiorraum X,, gibt, sodass

|B(b— Axp)| < ||B(b— Ax)||  furalle x € Ky,

gilt und geben Sie K, an.

d) Zeigen Sie: Das vorkonditionierte GMRES-Verfahren mit Vorkonditionierungsmatrix B = A™!
Iiefert.die exakte Losung nach einem Schritt.
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Aufgabe 4:  (grin)
Gegeben sei die Funktion f: [0,271] — R, definiert durch

f(8) = 2cos(24 ) — cos(¢),

sowie fur ein festes N € IN die Stiitzstellen Gj = 2}751’ $=0,1,... ;N — 1.
a) Zeigen Sie, dass flir die Fourierkoeffizienten von f gilt

f(£1) = —%_-, f(£24)=1, f(k)=0, keZ)\{£l,£24}.

. A ¥ N-1
b) Bestimmen Sie fir N = 20 die diskreten Fourierkoeffizienten fx (k) des Vektors (f(¢)) i=0
furk=—-N/2,-N/2+1,...,N/2-1.

c) Bestimmen Sie fir N = 20 das reelle trigonometrische Interpolationspolynom iy zu den
Daten (&, f(¢i)).j=0,1,...,N—-1.

d) Wie groBB muss N gewéhlt werden, sodass das trigopnometrische Interpolationspolynom £y
aus Aufgabenteil c) mit der Funktion f ibereinstimmt?

—_—_-_-—___—_H\_—-—
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! ' Musterldsung

Lésung von Aufgabe 1:

a) (3P; J¢, Normen)  Die Jacobimatrix ist gegeben durch

1 [ cos(x1) 0 — sin(x3)
Jr(x) = 2 2 cos(2x1) — cos(x7) cos(x3)
0 — sin(xy) cos(x3) — cos(xy)sin(x3)

Far die Zeilen- bzw. Spaltensummennorm erhlt man mit |sin(&)|,|cos(¢)| < 1furd € R

die Abschatzungen 1 1 3
1T£(x)leo < 7max{2,4,2} =1, [Jf(x)[h < 7 max{3,2,3} = -.

b) (3P; Banach: abgeschlossen, Selbstabbildung, kontraktiv in ||-|;)
Wir verwenden den Banach'schen Fixpunktsatz und zeigen dafr
) Selbstabbildung: Fir die Komponenten fi von f gilt

fi(x)| £1, i=1,2,3 = f(x) € Q firalle x € R,
B) Abgeschlossenheit von Q: Klar,

) Kontraktion bzgl. ||-||;: Gilt nach Teil a).

Damit existiert ein eindeutiger Fixpunkt ¥ € Q).

c) (1P) Variante 1: Wir kénnen den Banach’schen Fixpunktsatz auch auf R® anwenden und er-
halten auch hier einen eindeutigen’ Fixpunkt und die Fixpunktiteration konvergiert fir jeden

Startwert. Da dieser nach Teil b) in Q) liegen muss, erhalten wir Konvergenz gegen x fiir alle
x € R°.

Variante 2: In Teil b) haben wir gesehen, dass fiir beliebiges x¥, der Wert x! = f (xo) € ()

erfullt. Mit dem Startwert x! erhalten wir aber aus Teil b) die Konvergenz der Fixpunktiteration
gegen X, sodass wir x € R® beliebig wéhlen kénnen.

d) (3P) Wir verwenden die a-priori-Abschitzung des Banach’schen Fixpunktsatzes in der ||-||,-
Norm:

k L {0
X=2x < “x —x“ :
” “1‘1—L 1

Dazu berechnen wir die erste lterierte . =

1 3
X1 = f(XO) = Z —1
—1
und damit
| -2, = <], =3
1 17 ¥4°
sodass sich mit L = 2 die Schranke
3:kD 3.
g
| <4(3)2=5(2
”x > “1 <4(z7) 1=5(3)
ergibt. Damit ist
Hf— xk‘ <5-107
erfullt, falls ; y
k X p
-) <1077 <= —klog;n= < —p < k>
YU e logy 3
gilt.
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Musterlosung

Losung von Aufgabe 2:

a) (3P; symmetrisch, > 0, || A||%)

Da A und D symmetrisch sind, folgt (ADA)T = ADA, also ist ADA symmetrisch. Damit
folgt aus dem Satz von Rayleigh-Ritz .

J:(ADA) = [/\min(ADA)r )‘max(ADA)] C R.
Ferner gilt fir x € C" mit ||x|| = 1 wegen D* = Dund D = D!
' 2
papa(x) = xHADAx = X" ADDAx = (DAx)"(DAx) = |DAx||" 2 0.

Daher ist AD A positiv semidefinit und es gilt Apin(ADA) > 0.

Alternativer Beweis flir AD A positiv semidefinit: Wegen ADA = ATDA unq A nicht'singulér
(da A positiv definit ist), folgt aus dem Tragheitssatz, dass in(ADA) = in(D). Damit hat
AD A keine negativen Eigenwerte.

Weil ADA symmetrisch und positiv semidefinit und ||D|| < 1 ist, folgt ’
0 < Amax(ADA) = |ADA| < [AIP|ID]| < A" = Amax(4)°

und daraus die Behauptung.

b) «a) (4P;0,5P fﬁrjeden Kreis, 1P flr schiefsymmetrisch, 1,5P Skizze)
Wir definieren furr > Qunda € C Bi(a)'={z €C : |z —a| < r}.

Mit dem Satz von Gershgorin gilt ~ A(S) € M; = By(6i) U B3(0) U By (—5i).

Da auBerdem S = —SH gilt, erhalten wir
A(S) CiR.
Durch den Schnitt der beiden Mengen ergibt sich
A(S) C Mz = MjNiR =i ([4,8] U [-3,3]U[—6, —4]).

Imz-

Skizze der Mengen M, '~ und M3 (gepunktet):

_
3

s
3
B
a
2
'
Al
-
‘u
R

B) (1P) Da alle 3 Gershgorin-Kreise disjunkt sind, enhalt

jeder Kreis genau einen Eigenwert
und somit sind alle Eigenwerte einfach.

v) (2P) Aus der Menge M kann man keine Konvergenz

der Potenzenmethode schliefl3en,

da beispielsweise [A1| = [A2| € [4, 6] gelten kdnnte

und man daraus nicht y = ]l-%l[ < 1 folgern kann.

R R A R R R R AR A E TR R
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Musterldsung

Lésung von Aufgabe 3:

a) (3P) Es mussen folgende Modifikationen vorgenommen werden:
o Zeile 1: Wahle xo € C", setze ryp = B(b — Axp),
o Zeile 6: hjy = vi'BAvp,

© Zelle 8: Uiy = BAvm — LiL) hjmv;.

b) (3P) Fur die einzelnen Zeilen gilt:

o Zeile 1: Je eine Multiplikation mit A und B (da B ausgeklammert wurde).

o Zeile 6: Je eine Multiplikation mit A und B und Speichern von BAwv,, in temporarem
Vektor, dieser muss somit nur einmal vor der for-Schleife berechnet werden.

o Zeile 8: BAv,, aus tempordrem Vektor kann wiederverwendet werden, somit ist keine
weitere Multiplikation nétig.

Da die while-Schleife bei k Schritten k-mal durchlaufen wird, ergibt sich damit insgesamt ein

Aufwand von jeweils k + 1 Multiplikationen mit A und B (einmal vor der while-Schleife und
danach einmal pro lteration).

¢) (2P) Nach Vorlesung (Satz 7.6) minimiert das GMRES-Verfahren angewendet auf BAx = Bb

die Norm des Residuums ||Bb — BAx,,|| = ||B(b — Ax.)|| Gber den Krylovraum K, =
Kom(BA, Bb).
d) (2P) Die vorkonditionierte Gleichung
BAx = Bb
hat mit B = A~ die Form
Ix = A"1b.

Da jeder Vektor ein Eigenvektor von I ist, ist K1 (I, B(b — Axg)) invariant. Somit liefert nach
Vorlesung (Satz 7.5) das GMRES-Verfahren nach einem Schritt die exakte Losung x; =
A~:h:
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Musterldsung

Losung von Aufgabe 4:

a) (2P) Da f stetig differenzierbar und 277-periodisch, stimmt f mit seiner Fourierreihe tberein.
Wegen cos(t) = 2( et + e ~i) fur t € R gilt

f(&) =2-5(e* + e~ A8 _ e el +67H%) = 281 L

woraus mit der Definition der Fourierreihe Y17 f (k)e*¢ mittels Koeffizientenvergleich folgt,
dass

f(:ﬂ) — i f(::24) =1 f(k) — 0, ikt 24

b) (4P) Die Berechnung der diskreten Fourierkoeffizienten erfolgt mithilfe des Aliasing-Theorems:

= Y f(k+jN) firke {-N/2,-N/2+1,...,N/2—-1}.
ieZ

Far N = 20 gilt dann mit Aufgabenteil a)

Fo(x1) = F(#1) = 5 und  Fao(x4) = fl224) =1

da f(k) = 0 fur alle k ¢ {%1,£24}. Mit der gleichen Argumentation folgtfzo(k) = 0:for
k & {—4,-1,1,4).

c) (3P) Fur N gerade ist ein trigonometrisches Interpolationspolynom gegeben durch

tn(C) = % (fN(—N/Z)e_iNg/Z +fN(N/2)€iN§/2) + Y fn(k)e™,

k| <N /2

wobei fN( k) periodisch fortgesetzt wird ( f (N72): = fN( —N/2)). Fir N = 20 und aus
Aufgabenteil b) ergibt sich damit

t20(§) 1 (fZO( 10) —2015/2+f (10)62015/2) 28 Z f20 k)elkij
|k|<10

= —%—(eig +e7%) + (¥ 4 e~46)

= —cos(() + 2 cos(4¢).

Insbesondere folgt hieraus direkt f([0,27]) C RR.

d) (1P) Nach der Vorlesung stimmt eine beliebige 277-periodische Funktionen f: 0,2t] — C

mit f ( ) = 0for |k| > K, K € IN, mit dem trigonometrischen Interpolationspolynom (iberein,
wenn N > 2K. Da hier K = 24, gilt also N > 48.

Anmerkung: FUr die hier gegebene Funktion stimmt das oben definierte trigonometrische In-
terpolationspolynom bereits fiir N = 48 (iberein.
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