Q@ChSChe’} Umbruch von Raphael WS 19/20 26022020

Version 1 03.08.2021
s B0
3 A 0 ] ) Hochbruck
U 3 " -
) 3 Numerische Mathematik 2
N
@Kaﬂsmher Instityt > Dauer: 90 min. Losung: offiziell

fr Technologie (KIT)  Bemerkungen: Hilfsmittel: Einseitig beschriebenes DINA4-Seite
Aufgabe 1:  (weil3)

Gegeben sgien die Funktion f: (—Z%,Z) = R, f(x) = sin(x), sowie die lterati-
- onsvorschrift

Xn+1:xn-—tan(xn), ' 7’120,1,..., Xo € (—-725,-72!')

a) Zeigen Sie, dass das Newton-Verfahren angewandt auf f der lterationsvor-
schrift entspricht.

b) Zeigen Sie mit Hilfe des Banach’schen Fixpunktsatzes, dass die Iterationsvor-
schrift fir xg € [—a,a] mit 0 < a < Z gegen 0 konvergiert.

c) Zeigen Sie, dass die lterationsvorschrift mindestens lokal kubisch gegen 0 kon-
vergiert.

d) Zeigen Sie, dass fiir xp # 0 mit tan(xg) = 2xo in der lterationsvorschrift keine
Konvergenz eintritt. |

Hinweis: sin(%) = cos(§) =

S

Aufgabe 2: (gelb)

Sei A € C™" eine komplex symmetrische Matrix, d.h. A = AT, Fir vg = 0 und
v, € C" \ {O} sel
Um+1 — Avm P Oéml)m £ ﬁmvm_l, m = 1, 2, e R L,

5m 5m—1

gegeben. Ferner sei L > 0 so definiert, dass 6; # 0 fur j =1,...,Lundd 43 =0.
a) Zeigen Sie span{vi, . ; et = (Ao urm=d "1

b) Zeigen Sie v/ v, = 0fir1 < j<m < L.

Hinweis: Induktion Uber m.

c) Falls v;.1 # 0 ist, spricht man von einem ernsthaften Zusammenbruch. Zei-
gen Sie, dass K (A, v1) ein A-invarianter Unterraum ist, falls kein ernsthafter

7Zusammenbruch auftritt.

d) Geben Sie fur n = 2 und L = 0 ein Beispiel fur einen ernsthaften Zusammen-
bruch an.
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Aufgabe 3: (rosa)

a) Es sei A € C™" eine komplexe Matrix mit Wertebereich F(A).
x) Zeigen Sie F(aA) = aF(A)furallen € C.
p) Furk = 1,...,K sei 6 € [0,27r) und A = €% A. Weiter seien die
Rechtecke R; definiert durch
Ri = F (3(Ac+ Af)) x iF (3(A— AF)) C C.

Zeigen Sie, dass sich der Wertebereich von A einschlieBen lasst durch
F(A) C (e ™Ry
k=1

) Geben Sie flr die Matrix

Al ) B ﬂ

die Mengen Ry, k = 1,2, mit §; = 0 und 0, = 7t /4 an.

Skizzieren Sie auBerdem die Mengen e %R, k = 1,2. sowie die schar-
fere EinschlieBung fiir 7(A) aus Teil B).

: 5 /4 __ 141
Hinweis: e 7k

D) Zeigen Sie schematisch, wie man durch Multiplikation mit maximal drei House-
holder—Matrizen von links oder rechts in der Mattrix

XiiXmX: O 0 0
X=X X 00
A:@xxxxo
\ D) 0 Mg X X
0. 0 0 X X X
0.40= 020y 31 %

das Element @ eliminiert, ohne zusatzliche Nichtnullelemente zu erzeugen.
Verwenden Sie hierzu das zuséatzliche rosa Aufgabenblatt.
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Aufgabe 4:  (griin)

a) Selen M € IN, N = 2M + 1 sowie Daten ({;,y;) mit {; = 22l und y; € C,
i=0,...,N —1, gegeben. Weiter sei

M
CENA G Z e

ein tngonometnsches Polynom, wobei ¥k, k € Z die diskreten Fourierkoefii-
zienten von (y]) ! sind. -

x) Zeigen Sie, dass ty die Interpolationseigenschaft tn(l;) = y; far alle
j=0/°--/N—1 hat.

B) Zeigen Sie, dass fir reelle Dateny; € R,j =0,..., N — 1,

tn(Q) = Jo +2 ;(Re(yk) cos(kZ) — Im (%) sin(k())

- sowie ty(C) € Rfir ¢ € R qilt.
Hinweis: Sie dirfen ohne Beweis 7_x = ¥k, k € Z, verwenden.

b) Es sei L € N und N = 2". Schreiben Sie in Python oder in Pseudocode eine
Funktion z = tiefpass(y,N,K), welche die Anwendung eines Tiefpassfilters
auf einen Vektor y € CN so effizient wie méglich berechnet und das Ergebnis
zurickgibt. Der Tiefpassfilter soll alle Frequenzen groBer K € IN herausfiltern,
d.h.. die Fourierkoeffizienten des Filters sind gegeben durch

A L o nl-<K,
(Pn — .

0, sonst.

Fur die Implementlerung dirfen Sie Funktioneny = fft(y) undy = ifft(§)
verwenden, welche die schnelle (mverse) Founertransformatlon eines Vektors

berechnen.

Geben Sie zuséatzlich den asymptotischen Gesamtaufwand (Additionen, Sub-
traktionen und Multiplikationen) der Funktion tiefpass in O-Notation beziig- -
ich N an.
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MusterlGsung

L.

Lésung von Aufgabe 1:

a) Da f’(x) = cos(x), ist die Iterationsvorschift des Newton-Verfahrens gegeben durch

fxn) _ sin(xy )

filen) ~ " cos(am)
D) Wir definieren die Funktion F(x) = x — tan(x). Da F(0) = 0 ist, ist 0 ein Fixpunkt. Wir
zeigen, dass F auf |—a, a| eine kontraktive Selbstabbildung ist. Es gilt
1
F(x)=1-
. (%) cos?(x)
und fir x € (=%, F) ist cos?(x) € (5,1]. Somit ist

xn+1 e xn b —_ Xn pe-w tan(xrl)

1< F(x) <0 fir alle x € (ET%

und daher |F'(x)| < 1 fur alle x € [—a, a]. Damit ist F kontraktiv und auBerdem eine Selbst-
abbildung, denn fir |x| < a folgt

F(x)| = |F(x) — F(0)| < x— 0] = |x| < a.

Somit konvergiert die Rekursion nach dem Banach’schen Fixpunktsatz gegen 0.

c) Der Fehler im n-ten Rekursionsschritt ist gegeben durch e, = x,, — 0 = x,,. Fiir die kubische
Konvergenz ist zu-zeigen: Es existiert eine Konstante C > 0 und ein ng € INg, sodass

leps1| < C |en|3 far n > ny.
FUr den Tangens gilt o

1
cos?(0)
Taylor-Entwicklung des Tangens um 0 liefert somit fir alle x in einer Umgebung U von 0

tan(0) = 0, tan’(0) = =1, tan”(0) =0 (datan ungerade).

tan(x) = x + tan® ()x® fiir ein 7 € (0,x),
sodass

x — tan(x)| < Cx° mit C = max tan®(77)| .
neld

Damit erhélt man flr alle n € IN lokal in einer Umgebung um 0

ens1] = |tns1] = |t — tan(za)] < C|x3] = Clenf®.

d) FUr den ersten lterationschritt gilt
X1 = Xxp — tan(xp) = —xp.
Da der Tangens ungerade ist, gilt flir den zweiten lterationschritt
Xp = x1 — tan(x1) = —xp + tan(xg) = xo.
Insgesamt ergibt sich somit
= (=1)"x n=01,...,

die lterationsvorschrift konvergiert also nicht.
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Musterlosung

/ Losung von Aufgabe 2:

a) Nach Definition des Krylovraums gilt span{v;} = K1(A, v1).

Angenommen, es gelte also bereits span{vy,...,vm} = Km(A,v1) firm = 1.5 ,L -1
Falls Avm € Kii1(A,01) \ Kim(A, v1), so ist

Um+1 = AUpm — 0y Um — ﬁmvm—l S ,Cm-l-l(Ar ’01) \ /Cm(A, '01),

Ist Avy, € Ki(A,01), soist K (A, v1) A-invariant und damit

Span{vlr° : -rvm+1} - Span{'()l,. . .,’Um} — ]Cm(A, Ul) — }Cm+1(A,Z)1).

b) Falls L € {0,1} ist, ist nichts zu zeigen. Sei also L > 1. Wir zeigen die Aussage mittels
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Induktion Uber m.
Induktionsanfang: Fur m = 1 ist die Aussage wahr.

Induktionsannahme: Esgeltevamzo'fﬂrl <j<m<L-1

Induktionsschritt: m ~~ m + 1 (es gilt also m + 1 < L). "Multiplizieren" wir die Rekursion von
links mit 'OjT, i=1,...,m, erhalten wir
v;‘-rvmﬂ = v]TAvm - amv]?rvm ~ ﬁmv]-Tvm_l. ‘ (1)

Farj=1,...,m — 2 gilt dann wegen.A = A’ und der Induktionsvoraussetzung

.’I

i Um—1 = (Av]-)Tvm.

Da nach Aufgabenteil a) 0; < K:]'(A, Ul), gilt A'U]' = IC]'_H(A, Ul) G ’Cm—l(Ar '01). Damit

folgt erneut aus der Induktionsvoraussetzung, dass (Av;) v, = 0. Also gilt v}rvmﬂ = 0 fir
g=1":"""m—72. '

Far j = m in (1) gilt wegen der Indukiionsvoraussetzung und den Definitionen von &, und a,

T T It

Fur j = m — 1in (1) gilt erneut wegen der Induktionsvoraussetzung und der Definition von B,,

T Lateld T P i T
OUm—-19m+1 = vm—lAvm — &mUp_19m — ﬁmvm—lvm—l o m°_1A'0m = ﬁmém_l = ().

Falls L = 0 ist, gilt 61 = 0. Da v # 0, tritt somit ein ernsthafter Zusammenbruch auf.

Seialso L > 1 mit oy = 0. Tritt kein ernsthafter Zusammenbruch auf, so ist v; .1 = 0 und
es gilt

0=v141 = Avy — v — L1 <  Avp =arv + BLvr_1.

Da vp,vr-1 € KL(A, 1), ist auch (als Linearkombination) Av; € Kp(A,v1). Also ist
K1 (A, v1) ein A-invarianter Unterraum.

Furden Vektoro; = [ 1 i )" git 6, =0l =1-1=0,

es tritt also ein ernsthafter Zusammenbruch (fur L = 0) auf.
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Musterlosung /

Losung von Aufgabe 3:

a) a) Esgiltfira € C

F(aA) = {f—g]—?)—f X € C”\{O}} =a{x:£x . X € C"\{O}} =aF (A)
B) Nach dem Satz von Bendixson-Hirsch gilt
' F(Ag) C Ry
Mita) folgt firk =1,...,K . F(A) = F(e % A) = ek F(Ay) C e Ry
und damit auch F(A) C () e~ "R,
k=1

) Esqgilt A; = A und

(A + AH) = [l ‘ZJ, ~(A— AH) = - [l 2]-

2 2 4 2i 2. 4
Die Eigenwerte von -
T 2]
(2“4

sind gegeben durch Ay = 0, A, = 5. Somit ist
Ry =[0,5] x i[-5,0].
Weiter ist e
AzzeiZAr—-\/EB ﬂ
und Ry = F(Az) = [0,5v/2]. Somit ergibt sich aus B) die EinschlieBung von F(A) zu
F(A) C Rq ﬂe"’%Rz = e"i%Rz = {x—ix | x € [0,5]}.

Skizzen der Mengen /., und e 2R, = Ry Ne~2R,: Imzy

Rez

D) Multiplikation von A mit Householder-Matrix

X a0 0 0
1 MU X Y oD ()
' X , )3 a6 .56 .. ()
()y:= 2 liefert A1 = (A= 000 % % e
13 0 0.7 0 =X+ XieX
0 0.0 0. x
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Musterlosung

« % %0 00
13 a0 X 0 O
g 0 xposonXipX 0
Q2 = v liefert A, = A1 = 0. 0o 18X - pX i
0 00D % X
Multiplikation von A, mit Householder-Matrix
D AP 0:420.1r 0
s i aeantet 020
14 O iy GILD Shis P 0
Q3 = X X | liefert .\ A3 =0aM=1n"0 % x X X
e 0.0 0(ixXsXa X
00020 .0 XX

Losung von Aufgabe 4:

2711

a) a) Es seij beliebig, aber fest. Wegen der Periodizitét von ¥j und wn = e~ N folgt mit der
Definition der diskreten (inversen) Fouriertransformation

N—lA e N—lA i iy i
IN(Gj) = ) k™ = ) Twy = ‘(PN y)], T (FN FN?)]. Sl

B) Day; € Rfirallej =0,...,N —1, gilt nach dem Hinweis y_x = 7 fir alle k € Z.
Zusammen mit et = cos(t) +isin(t) folgt daraus furk =1,..., M

gkeikg i g_k e—ikg sl y\keikg il gkeikg
= 2 Re(7;e™)
— 2Re((Re(§7k) + 1Im(¥x)) (cos(kQ) + isin(k(',’)))
= 2Re(¥x) cos(kl) — 2Im(yy) sin(kl) € R.

Somit ist fir { € R

M M
tN(C) T Z ?kelkg — gO 7 Z (Akelké T y—ke—lkg)
k=—-M k=1
M
= %o +2)_ (Re(Hi) cos(kZ) — Im(¥y) sin(kZ)).
k=1
Da auBerdem
i T 1 N-1
j=0
istin(l) € Rfirallel e R.
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Musterlosung &

b) Variante 1 (Pseudocode): _ .
Die Indizierung der Vektoren beginnt bei 0, fiir y € C" bezeichnet y;.; den Teilvektor

function TIEFPASS(y, N, K)
if K < N/2then
Berechne i/ = FFT(y)
gK+1:A7—K—1 =0
y = IFFT(Y)
end if
return y
end function

Variante 2 (Python):

# y, y_hut numpy arrays

def tiefpass(y,N,K):
3T K < N/2:
y_hut = fft(y)
y_hut [K+1:N-K] = 0
y = ifft (y_hut)
return y

Im Fall K < % liegt der dominante Hauptaufwand in der Berechnung der FFT bzw. IFFT
und betragt O(Nlog(N)), anderenfalls wird keine Filterung durchgeflihrt und der Aufwand
betragt O(1). '
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