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Aufgabe 1:  (weil3)
Seib € R"und A € R™ mit |A|| < 1 gegeben, wobei ||| eine beliebige Vektornorm und die
davon induzierte Matrixnorm bezeichne.

Betrachten Sie zu der Funktion f: R" — R" mit f(x) = Ax+bdie Fixpunktiteration Xj+1 = f(xx)
mit Startvektor xp € R". '

a) Zeigen Sie, dass die Fixpunktiteration fir jeden Startvektor xg € R" konvergiert. Begrinden
Sie damit, dass die Matrix I,, — A invertierbar ist.

b) Geben Sie die lterierten x; in Abhangigkeit von A, b und xo an und zeigen Sie unter Verwen-
dung von Teil a) .

lim Z A" = (I, — A)"b.

k—)oo

¢) Formulieren Sie das Fixpunktproblem in ein dquivalentes Nullstellenproblem um und zeigen
Sie, dass das darauf angewandte Newton-Verfahren flr jeden Startvektor xp € IR"™ nach

einem Schritt die exakte Losung liefert.

Aufgabe 2: (gelb)

a) Schreiben Sie eine Funktion einschluss(A,n) (z.B. in Python, Matlab oder Pseudocode),
welche fir eine symmetrische Matrix A € R™" mithilfe des Satzes von Gershgorin zwei

Zahlen ymin Und Umax zuriickgibt, sodass A(A) C [#min, Umax| Qilt.
Verwenden Sie dazu nur elementare Rechenoperationen.

b) Wenn in einer unteren Bidiagonalmatrix die letzte Spalte Null ist, kann die letzte Zeile mit
einer Folge von Householdertransformationen von links eliminiert werden und zwar so, dass
sich am Ende.-wieder eine Bidiagonalmatrix ergibt.

Beschreiben Sie das Vorgehen schematisch mit einer 5 X 5-Matrix und verwenden Sie hierzu
das zusatzliche gelbe Aufgabenblatt.
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Aufgabe 3:  (rosa)

Es sei eine Hermitesche und positiv definite Matrix L € C"" sowie ein Faktor & € C mit Re a =0
gegeben. Wir betrachten die Lésung des linearen Gleichungssystems

Ax=b mit A=1I,+al, beC"

mit Hilfe eines Krylov-Verfahrens mit Startvektor xo = 0. V,, sei die Orthonormalbasis aus dem
Arnoldi-Verfahren angewandt auf L und b, d. h.

LVin = ViuHm + hypi1 mOms161 .
Zeigen Sie:
a) Esist A = AH genau dann. wenna € R.
b) Es gilt Xpn(A,b) = Km(L,b) firm=1,2, .1

c) Die Krylov-Relation
AVip = Vig Ty + tm+1,mvm+ler7;z
gilt mit einer Tridiagonalmatrix T,,. Geben Sie I'n in Abhangigkeit von H,, an.

d) Die Galerkin-lterierte x,, an die Losung von Ax = b existiert fiir jedes m = 1,2, . .. .

Aufgabe 4: (gran)

Gegeben sei die Funktion f: [0,271] — R, definiert durch

f(§) = — cos(20¢) + sin(21¢),

sowie fur ein festes N € N die Stltzstellen §]- — 3}51 1.=:0;1, =0, N'—i1.

a) Zeigen Sie, dass flr die Fourierkoeffizienten von £ gilt

5 1 2

fl£20)= -2,  f(=21) = ::-;-,

~~

f(k) =0, keZ \ {£20, 27}

b) Bestimmen Sie fur N = 20 die diskreten Fourierkoeffizienten fN(k) des Vektors ( f (Cj)),—l\:)l
firk=-N/2,-N/2+1,...,N/2-1.

c) Bestimmen Sie fir N = 20 das reelle trigonometrische Interpolationspolynom ¢5 zu den
Daten (Cj,f(g,-)),jz 01,.7.,N=1

d) Wie grof3 muss N gewahlt werden, damit das trigonometrische Interpolationspolynom t aus
Aufgabenteil c) mit der Funktion f Ubereinstimmt? -
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Musterlosung

Losung von Aufgabe 1:

a) (3P) Wir verwenden den Banach'schen Fixpunktsatz. Die Abgeschlossenheit von R und die
Selbstabbildung sind klar. Weiter gilt fiir alle x,y € R"

1£(x) = FW) = | Ax — Ay]| = | A(x = y)]| < Al 1 — Il
Da nach Voraussetzung ||A|| < 1, ist f eine Kontraktion (mit Lipschitzkonstante L = ||A])-

Es existiert somit ein eindeutiger Fixpunkt x, € IR” und die Fixpunktiteration konvergiert far
jeden Startwert xo € IR"” gegen den Fixpunkt.

Da ein (eindeutiger) Fixpunkt x, = f(x,) existiert, besitzt das lineare Gleichungssysiem

x*=Ax*+b N—— (In—A)x*-_—'b
eine eindeutige Losung. Da b beliebig gewahlt ist, ist I, — A invertierbar.

b) (4P) Es qilt

. k—1
xp = Axpy +b= A%+ Ab+b=...= A'x + ). ATD.
=0
Da x. = (I, — A)~!b, gilt somit
k

Y A™b— (I, — A)~1p| = ||xk_,_1 — ARy, — 7,

m=(

< || %K1 — x| + X0 I

< llxeas — x|l + A %0l = 0, k= o0,

da ||A|| < 1 und nach Teil @) limy_00 Xk+1 = Xs.

c) (3P) Sei g: R” — R", g(x) = x — f(x) = x — Ax — b. Das Fixpunktproblem
suche x € R", sodass x = f(x)
ist aquivalent zu dem Nulistellenproblem

suche x € R", sodass 0 = g(x).

Das Newton-Verfahren angewandt auf das Nullstellenproblem ist gegeben durch

xka1 = Xk — Jo(xk) T g (%) = x — (In — A) ' (% — Axg — b) = (I, — A)~ 1,

da Jo(x) =1, — Afirallex € IR™ (die Invertierbarkeit von I, — A wird in Teil a) gezeigt).

Offensichtlich konvergiert das Newton-Verfahren nach einem Schritt, da unabhangig vom Start-
wert x1 = (I — A)"lb gilt (Losung des Nullstellenproblems bzw. des Fixpunktproblems).
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Musterldsung
Losung von Aufgabe 2:
a) (6P)
function EINSCHLUSS(A, n)
Setze Hmin = Al,lr}‘max = Al,l
ork=1....ndo
=1
forf=:13¥.-ndo
if kK = ( then
r=r+|Agl
end if
end for
if min > A — 7 then
Hmin = A — 1
end if
if Umax < Ay + 7 then
Umax = Ay + 1
end if
end for
return min, ¥max . -
end functi}c‘)n 3 X 810 046:05.0
XEIX w02 040
b) (4P) Die Matrix A istgegebendurch A= |0 x x 0 0
O 02X %0
00,40 "0
Multiplikation von A mit Householder-Matrix S 120 6041040
BE ! e xea0 050
Q1 = XX liefert s - A1 =/OpA = |:0::¢ w10 %0
X 75X | 05200 xaixi:0
: 0 0 ® 00
Multiplikation von A1 mit Householder-Matrix
-y . XU () BEQE U 250
i 5 . Xeooes 05080
(o — 1 liefert A= (A= 1.0-D¢.:%50:0
? X 0020 5 Xanxa ()
- = O PP 0R=0 0
Multiplikation von A, mit Householder-Matrix ; A
" - - X3 0we- 00 rs Q
1 ol Xt 0. =01 0
(o — # ] s liefert Age= 0 Ao:="1:0 coxA %::05:0
‘ (210 "G Eexar0
b g aing e 0 0 0 0
Multiplikation von A3 mit Householder-Matrix
%0 0:20%0
B ¥ X Xeo() w220
Q4 = I3 liefert Ar = OsAsi=10ex. 0:0
i : 02 052X ()
0250200 (0
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Musterlosung

Losung von Aufgabe 3:
a) (1P) Es qilt

A" = I, +&LH = I, + &L.
Da L positiv definit, also L # 0ist, folgt A = AH genau dann, wenn a = &, also a € R ist.
b) (2P) Es qilt ‘

k ’ .
Ak=(1n+aL)k=}:<}f>a1L/, K= 1 2

i=0 \J
Also ist nach Definition des Krylov-Raums furm = 1,2, ...

Km(A,b) = span{b, Ab,...,A™ b} C Km(L,b).
Analog folgt aus aL = A — I,,, dass K (L, b) € K(A,b) und daraus folgt die Behauptung.
c) (3P) Wir multiplizieren die Krylov-Relation fiir L mit a und addieren V;,. Dies liefert
(Iy + aL) Vg = AVip = Vin(Im + 2Hu) + &1 s1,mOm+16m

H,, ist eine obere Hessenberg-Matrix, fir die Hy = Vi LVy = HH wegen L = LA gilt.
Daher ist Hy, tridiagonal und dasselbe gilt fir Ty, = Iy + aHpm.

d) (4P) Aus Satz 7.7 der Vorlesung wissen wir, dass die Galerkin-lterierte genau dann existiert,
wenn T, nicht singular. Nach Lemma 7.8 gilt firr die Wertebereiche F (Tp,) C F (A). Insbe-
sondere, folgt aus 0 & F(A), dass 0 &€ A(Ty) C F(Tm), also Ty, nicht singular ist.

Nach Definition von L gilt F(L) C {z € R | z > 0}, weil L Hermitesch und positiv definit ist.
Daraus folgt

F(A)=1+aF(L)Cc{l+az|zeR,z>0} Cc {ze C| Rez > 1}.
Insbesondere ist 0 ¢ F(A). Daher existiert die Galerkin-lterierte.

Losung von Aufgabe 4:

a) (2P) Da f stetig dlfferen2|erbar und 27t-periodisch ist, stimmt f mit seiner Fourierreihe Uberein.
Wegen cos(t) = 1 (e + ™) und sin(t) = 5;(e" — ™) fir t € R gilt

21
£(2) = _% (6201'; i 6—201‘5,) + _21_1 (ezlig o e—21i§) ezo:g ~1 1,-20i¢ _ i i ,21i +4 1,21
woraus mit der Definition der Fourierreihe } jc7 f (k)e‘k‘: mittels Koeffizientenvergleich folgt
dass o, 1 i ] o
f(£20) = —5 f(£21) = ?C-z-, (k) =0, k£ £20,327:

b) (4P) Die Berechnung der diskreten Fourierkoeffizienten erfolgt mithilfe des Aliasing-Theorems:

= Zf(k+jN) furk € {-N/2,-N/2+1,...,N/2-1}.
jEZ

Fur N = 20 gilt dann mit Aufgabenteil a)

N

Fao(0) = F(20) + F(—20) = =1 und  fao(1) = f(21) = 1

2/
da f(k) = 0 for alle k & {=£20,£21}. Mit der gleichen Argumentation folgt fo(k) = 0 fiir
ke {—1,0,1}.
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Musterlésung U

c) (3P) Fur N gerade ist ein trigonometrisches Interpolationspolynom gegeben durch

IN(E) = : (j?zxz(—N/Z)e"""g/2 +fN(N/2)e”,"¢./2) + ). fn(k)e™,
lk|<N/2

wobei fn (k) periodisch fortgesetzt wird (fy(N/2) = fn(=N/2)). Far N = 20 und aus
Aufgabenteil b) ergibt sich damit

t20( ) 1 (fZO( 10) —20i5/2 +f (10)62015/2> 5 Z fZO zkg

k| <10
R BT e O L T
1 2(8 =0 1'2i(e e '¢)
= —1 4 sin(¢).

Insbesondere folgt hieraus direkt tzo([0,27r]) C R.

d) (1P) Nach der Vorlesung stimmt eine beliebige 27t-periodische Funktionen f: [0,27t] — C
mit f(k) = 0 fur |k| > K, K € IN, mit dem trigonometrischen Interpolationspolynom Uberein,
wenn N. > 2K. Da hier K = 21, gilt also N > 42.

Numerische Mathematik 2 6 ©fsmi.uni-karlsruhe.de Kl fsmi.kit W fsmikit
Hochbruck WS 20/21 E-Mail: mathe-klausuren@fsmi.uni-karlsruhe.de



