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Aufgabe 1 (Newton Interpolation) 2+4+2+2=10 Punkte
Seien & < & < - < &n und fo, f1,..., fn € R gegeben. Eine Interpolationsaufgabe sucht ein Polynom
Py € Py mit
Py(&,) = fn, n=0,...,N.
a) Geben Sie die Newton-Basis von Py an.
b) Berechnen Sie zu den gegebenen Stitzstellen das Interpolationspolynom P, mithilfe der dividierten
Differenzen
n |0 1 2
&, -1 2 3.
fml 1 3 3
Hinweis: Sie miissen das Polynom nicht in Monomdarstellung bringen.
¢) Betrachten Sie die zusatzliche Stelle £3 = 5 mit f3 = —1. Berechnen Sie mit der neuen Stitzstelle
das Interpolationspolynom Ps.
d) Nennen Sie zwei Nachteile der Lagrange Darstellung gegeniiber der Newton Darstellung.
Aufgabe 2 (Splines) 3+3=6 Punkte

Gegeben Sei die Funktion S: [0, 1] — R definiert durch

—4x3 + 4z — 1, z < 0.5,
S(z) =
423 — 1222 + 10z — 2, x > 0.5.

a) Zeigen Sie, dass es sich bei der angegebenen Funktion S um einen kubischen Spline handelt.

b) Sei S der interpolierende Spline zu f: [0,1] — R mit den gegebenen Randwerten f/(0) = 4, f”(0) =
0,f' (1) =—-2und f"(1) = 1.
Priifen Sie, welche aus der Vorlesung bekannten Randbedingungen der Spline erflllt.
Hinweis: Zeigen Sie auch, welche Bedingung verletzt ist, wenn eine der Randbedingungen
nicht erfullt ist.

Aufgabe 3 (Gaul3 Quadratur) 3+4=7 Punkte
Gegeben Sei das folgende Integral und Skalarprodukt

Mﬂ:[ﬂ@&, WW:[ﬂ@WNt

auf der Menge der stetigen Funktionen auf [—1, 1]. Die zugehdérigen Orthogonalpolynome hei3en Legendre
Polynome P,,. Wir betrachten die GauB-Legendre Quadratur zur Approximation von I(f)

a) Definieren Sie die Stltzstellen und Gewichte der GauB3-Legendre Quadratur mit NV Stitzstellen.

b) Zeigen Sie, dass die Quadratur mit N Stitzstellen exakt ist fir alle Polynome bis zum Grad 2N — 1.
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Aufgabe 4 (Quadratur) 4+2+2+3+2=13 Punkte
Gegeben seien f € Cl|a,b] sowie dquidistante Stitzstellen &, = a + nh, n = 0,..., N mit Schrittweite
h = (b —a)/N. Die summierte (linksseitige) Rechtecksregel ist definiert durch Ry (f) = Zﬁ’:l hf(&n—1).

a) Zeigen Sie die Fehlerabschéatzung

b—
< =5 hosup |0
t€la,b]

b
/ F(Odt — Ru(f)

b) Geben Sie die summierte Trapezregel T, (f) an und erklaren Sie, warum diese gegeniber der sum-
mierten Rechtecksregel bevorzugt werden sollte.

c) Geben Sie die Formel der extrapolierten Trapezregel T}, ; an.
d) Zeigen Sie, dass T3 ; der Simpsonregel entspricht.

e) Geben Sie einen adaptiven Algorithmus auf Basis der extrapolierten Trapezregel an. Nennen Sie
auBerdem einen Vorteil gegeniiber dem nicht adaptiven Algorithmus.

Aufgabe 5 (Fouriertransformation) 3+3+2+2=10 Punkte
Sei N € N. Wir bezeichnen mit T den Vektorraum der trigonometrischen Polynome

T(t) = % + ﬁ: (an cos(nt) + by, sin(nt))

mit reellen Koeffizienten ag,...,any und bq,...,by.

a) Zeigen Sie: T'(t) lasst sich auch komplex darstellen als
N
TC(t) = Z cn, exp(int)
n=—N

mit geeigneten ¢,, € C.

b) Zeigen Sie: Hat ein trigonometrisches Polynom 7" € Ty mehr als 2N verschiedene Nullstellen im
Intervall [0, 27), dann sind alle Koeffizienten ap =--- =ay =b1 =---=by =0.
Hinweis: Verwenden Sie a) und substituieren Sie y = exp(it).

c) Definieren Sie die diskrete Fouriermatrix Fy und geben Sie die Inverse an.

d) Gegeben Sei eine zirkulante Matrix C € CM*N mit N = 2K K ¢ N. Erklaren Sie kurz, wie Sie die
Eigenwerte der Matrix C mdglichst effizient bestimmen kdnnen. Geben Sie den zugehérigen Aufwand
and.
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