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Aufgabe 1: Zu einer Matrix A € R™*" m,n € Nyund b € R™ sei M = {x € R" : Az < b} gegeben.
Zeigen Sie, dass x € M genau dann eine Ecke von M ist, wenn

V :=span{a;, :i € I(z)} = R"

gilt, wobei a;, die i-te Zeile der Matrix A bezeichnet, und I(x) = {i € {1,...,m} : (Az);, = b;} die
aktiven Indizes an der Stelle x angibt.

Aufgabe 2: Losen Sie mit Hilfe des Simplex-Verfahrens das lineare Optimierungsproblem

Min —x1 — 29 — 23
zeM

auf
M={zeRy a1 +225 <2, 23>1, —z5 — 2z + 223 < 2} .

Aufgabe 3: Gegeben ist , ,
) Min f(z) = etz %)
re

auf
M={zeR?: |zs| —21 <0, 25+ 21 <1} .
(a) Zeigen Sie, dass es sich um ein konvexes Optimierungsproblem handelt.
(b) Begriinden Sie, dass (P) eine Losung besitzt.
(c) Berechnen Sie eine Losung zu (P) unter Verwendung der Dualitétstheorie und dem Sattelpunkt-
satz.

Aufgabe 4: Das Optimierungsproblem

(P) M% flx)=—a3+23 auf M={zeR®: (2—2)(23+23) =2}, 22 <1}
TEe

ist 16sbar. Berechnen Sie eine Minimalstelle z € M.

Aufgabe 5: Esseien p € R”, b€ R™, A € R™*" mit Rg(A) = m gegeben. Gesucht ist eine Losung
x € R™ des Gleichungssystems Ax = b mit kleinstem euklidischen Abstand zu p.

(a) Formulieren Sie das Problem durch ein dquivalentes quadratisches Optimierungsproblem.

(b) Begriinden Sie, dass es zu jedem p € R™ mindestens eine Losung des Optimierungsproblems gibt.
(c) Zeigen Sie, dass fiir eine Losung & die Differenz # —p € {ATv : v € R™} im Bild von A" liegt.
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Musterlosung

Aufgabe 1:

Loésung: “=:" Angenommen es ist V # R™. Da V Unterraum ist, gibt es ein z € R™ mit z # 0 und
z L V,dh. (Az); =0 fiir ¢ € I(z). Betrachten wir die Konvexkombinationen

1 1
xzi(x+€z)+§(a:—z—:z).

Dann ist (A(x £ ez)); = b; fiir ¢ € I(x). AuBerdem lisst sich, wegen (Ax); < b; fir i & I(z), e >0
hinreichend klein wéhlen, sodass (A(z £¢2)); < b; gilt. Also gilt x ez € M. Somit ist = keine Ecke
von M.

“<” Ist V = R" und = = Az! + (1 — \)2? eine Darstellung von # € M mit 2/ € M, j = 1,2, und
A€ (0,1). Fir i € I(x) gilt

Also ist (Azl'); = (A2?%); = b; fiir jedes i € I(z). BEs folgt (A(z! — 22)); = 0, und wir erhalten
2! — 22 e V1 = {0} bzw. 2! = 22. Somit ist x Ecke von M.

Aufgabe 2:

Loésung: Da nach Einfithren von Schlupfvariablen fiir die Ungleichungsbedingungen noch keine
Basislosung ablesbar ist, starten wir zunéchst mit Phase 1 des Simplex-Verfahrens und stellen zu
Mine' (b — Az) auf My = {z € RGZO : Az < b} das entsprechende Tableau auf:

1 2 0 1 0 0 100 2
0 0 [1] 0 =1 0 01 0] 1
-1 -2 2 0 0 1 00 1| 2
1 -1 -1 0 0 0 00 0| n
0 0 3 -1 1 —1000[y-5

mit der Basislosung z = (0,0,0,0,0,0,2,1,2)". Mit der Bland’schen Regel wihlen wir das markierte
Pivotelement und berechnen im ersten Schritt

1 2 0 0 0 1 0 0| 2
0 O 1 0 -1 0 O 1 O 1
-1 -2 0 O 2 1 0 -2 1 0
-1 -1 0 0 -1 0 0 1 0[n+1
0 o 0 -1 -2 -1 0 3 0|~v—2
Zwei weitere Gaul-Jordan-Umformungen liefern
1 2 01 0 0O 1 0 O 2
0 0O 10 -1 0 O 1 O 1
-1 -2 00 1 0 -2 1] 0
-1 -1 00 -1 0 0 1 O0|n+1
1 2 00 -2 -1 1 3 0[~=0
und
1 2 01001 0 O 2
1 1 1
—? -1 1 0 0 ? 0 0 ? 1
—g -1 0 0 1 ? 0 -1 ? 0
—2 200010 0 Ifpt1
0 0O 000 O0OT1 1 1|v-0
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Also ist mit 2 = (0,0,1,2,0,0)" eine Basislésung zum Optimierungsproblem (mit Schlupfvariablen)
gegeben. Wir erhalten fiir die Phase 2 das Tableau

2 0100 2
1 1
- 1100 % 1
001 I o
2 1
-5 =200 0 3[n+1
Mit dem gewéhlten Pivotelement ergibt sich
12010 0] 2
1 1
00103 2
000 31 5] 1
010350 5[n+4

Aus dem letzten Tableau lesen wir die Losung des Optimierungsproblems & = (2,0,2) " mit Zielfunk-
tionswert —&1 — Z9 — 23 = —4 ab.

Aufgabe 3:

Losung: (a) Wir setzen hy(z) = |xa| — 21 und ho(x) = 23 +x1 — 1. Mit A € [0, 1] folgt fiir x,y € R?
hi(Az + (1= N)y) = [Azz + (L= Nya| = (Azy + (1= A1)
< Az —21) + (1= A)(Jg2] = y1) = Mu(z) + (1 = Mha(y).-

Also ist hy konvex.

Weiter sehen wir aus

Vha(z) = <2i2> und  V2hy(z) = (8 g) :

dass die Hessematrix positiv semidefinit ist. Also ist hy auch konvex.

~ 2
Genauso erhalten wir fiir h(x) = 2% + (z2 — 1)? mit der positiv definiten Hessematrix <0 g) eine

konvexe Funktion h : R? — R. Weiterhin ist die Exponentialfunktion mit §(t) = e’ konvex (da die
2.Abl. positiv ist) und streng monoton steigend auf R. Somit ist auch f : R? — R eine konvexe
Funktion, da mit der Konvexitit von h die Abschitzung

fO+ (1= Ny) =3 (B + (1= \y)
(M) + (1 = Vi)

g
Af (@) + (1 =) f(y)

IN

IN

fiir z,y € R? gilt.

(b) f ist als Verkettung stetiger Funktionen stetig und M ist beschrénkt; denn aus z; > |z2| > 0 und
71 < 1— 13 <1 ergibt sich 21 € [0,1], und weiter liefert 23 < 1 — 27 < 1 die Beschrinkung || < 1.
Da dariiberhinaus M abgeschlossen ist, ist M kompakt. Mit dem Satz von Weierstraf3 ergibt sich die
Existenz von Losungen & € M zu (P).

(¢) Zunichst folgt mit x = (1/2,0)" € M aus hi(x) = —1/2 < 0 und ha(x) = —1/2 < 0, dass die
Menge M die Slater-Bedingung erfiillt. Somit gibt es nach dem starken Dualitéitssatz eine Losung
4 € {ueR%,: F(u) > —oo} zum dualen Problem mit

F(U) = lélﬂ£2 (e-’f%‘l'(xz—l)? + ul(|$2| — 551) + UQ(.’E% + T — 1)) .
X
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Fiir das Paar &, gilt die Komplementarititsbedingung @' h(#) = 0 und mit dem Sattelpunktsatz
die Abschitzung
ejc%Jr(gbfl)2 + ul(\ng\ — .@1) + UQ(CE'% + 21 — 1)

< @D gy (|| — 1) + (33 + 8y — 1) = PTHE7D
< @D L (1zo| — 21) + fig(a? + 21 — 1)

fir alle x € R%, u € ]RQZO.

Aufgabe 4.

Loésung: Mit g(z) = (2 — 21)(23 + 22) — 23 und h(x) = 22 — 1 betrachten wir zunichst die MFB
Bedingung. Es gilt

—37? — 23 — 23
Vyg(z) = 2(2 — x1)x2 #0
2(2 — xl).’Eg

genau dann, wenn z # 0 ist. Weiterhin gibt es 7 € R3 mit h(z) + h'(2)Z = 23 — 1 + Z < 0 und
(Vg(x))T 2 = 0. Somit ist die MFB fiir alle z € M mit z # 0 erfiillt.

Mit der Lagrange-Funktion
L(z,u,v) = —x3 — 25 + u(xy — 1) + v [(2- x1) (23 + 22) — :L‘il)’]

ergibt sich fiir eine Extremalstelle die notwendge Bedingung

0 0 —37% — 23 — 23
Vel(z,u,v)=| =323 | +ul| 1 | +v 2(2 — x1)x2 =0.

213 0 2(2 —z1)x3

Wir erhalten insgesamt sieben Bedingungen:

Aus (1) folgt entweder v = 0 oder = 0. Den Fall x = 0, bei dem die MFB verletzt ist, beriicksichtigen
wir spiter. Mit v = 0 erhalten wir aus (3) z3 = 0 und aus (2) u = 323 > 0. Mit (4) folgt z; # 2
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Aufgabe 5:

Lésung: (a) Wir betrachten die Zielfunktion f(z) = |z — p||*> und zerlegen z = 2+ — 2~ mit
z} = max{z;,0} und z; = max{—x;,0} fiir i = 1,...,n. Setzen wir y = (z7,27)7 € R?" so ergibt
sich

|z = pl|* = (z,2) — (z,p) — (p,2) — (. P)

I -1
_ T . p 2
(L7 )2 (2 e,

=:QER2nXx2n =:ccR2"

Insgesamt erhalten wir mit der Matrix ) und dem Vektor ¢ das dquivalente quadratische Optimie-
rungsproblem
Min y ' Qy+c'y
auf
M={yeR¥y: (Al—A)y=>}.

(b) Mit
y'Qy+c'y=|z—pl>—|p|*> —oco, firalleyeRY,

ist die Zielfunktion nach unten beschrénkt. Auflerdem ist M zulissig, da es zu Az = b wegen Rg(A) =
m stets eine Losung zu Ax = b gibt. Mit dem allgemeinen Existenzsatz zu quadratischen Problemen
folgt Existenz einer Losung ¢ bzw. & des Optimierungsproblems.

(c) Mit den Kuhn-Tucker Bedingungen fiir eine Lésung g zum quadratischen Problem gibt es 0 € R™
mit
AT
(i) 2Qg+c+<_AT>@20
AT '
(ii) <2Q@+c+<_AT>O> g=0.

Mit 2+ = §; und 2~ = 4, ergibt sich aus der ersten Bedingung (i), dass 2(27 =2~ —p)+ AT9 >0
und —2(2F — 27 —p) — AT9 > 0 gilt. Somit ist 2 —p=—-24To € {ATv:veR™}

Bemerkung: Mit b — Ap = A(2 — p) = —3AA"d folgt —30 = (AAT)"1(b — Ap), da die Inverse zu
AAT wegen Rg(A) = m existiert. Einsetzen liefert die Darstellung & = p — 3AT9 = p + Af(b — Ap)
mit der Pseudo-Inversen AT = AT(AAT)~! fiir die Losung des Optimierungsproblems.
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