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Aufgabe 1:

(a) Beweisen oder widerlegen Sie die folgende Aussage:
Jedes zuldssige Optimierungsproblem der Form

Min f(z) auf M={rec X : g(z) <0,h(x)=0}
mit X CR”, f: X - R, g: X — R und h: X — R™ besitzt eine Losung, falls

inf{f(z) : x e M} > -0

(b) Ein Reifenhersteller stellt zwei verschiedene Reifen aus unterschiedlichen Gummimischungen
her. Fiir je ein Reifenset des Typs Ry bzw. Ry werden unterschiedliche Mengen der Rohstoffe
A und B verwendet, von denen pro Monat eine gewisse Maximalkapazitit zur Verfiigung steht.
Beim Verkauf eines Reifensets werden unterschiedliche Gewinne erzielt, die zusammen mit den
anderen Daten in folgender Tabelle aufgelistet sind.

R, Ry Kapazitat
Rohstoff A (Mengeneinheiten/Set) 1 2 32
Rohstoff B (Mengeneinheiten/Set) 4 2 60
Gewinn (Euro/Set) 45 30

Der Reifenhersteller mochte seinen Gewinn maximieren. Formulieren Sie dieses lineare Opti-
mierungsproblem in der Normalform.

Aufgabe 2: Losen Sie mit Hilfe des Simplex-Verfahrens und der Regel von Bland das lineare
Optimierungsproblem

Max 1 + 29,
zeM

wobei

M = {(.Tl,xg) eR?: 1+ 2x9 > 2, 41 + 429 < 1}

Aufgabe 3: Betrachten Sie das Optimierungsproblem

(P) Min x;+e" unter 3z —2¢"2>10 und x9>0

(a) Beweisen Sie, dass es sich um ein konvexes Optimierungsproblem handelt.
(b) Zeigen Sie, dass die Slater-Bedingung fiir (P) erfiillt ist.

(c) Stellen Sie das zu (P) duale Problem (D) auf. Geben Sie die in (D) auftauchende Funktion

F(u,v) = inf L(x,u,v)
z€R?

explizit an.

(d) Losen Sie (D).
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Aufgabe 4: Betrachten Sie das Optimierungsproblem
(P) Min (z; — 1)2 - x% —1—3::2), —4x3 unter 1+ z9—x23=0 und o —1—333 =0.

(a) Bestimmen Sie alle KKT-Punkte von (P).

(b) Zeigen Sie mithilfe der notwendigen Optimierungsbedingung 2. Ordnung, dass die Funktion f
im Punkt (0, —1,—1) kein lokales Minimum besitzt.

Aufgabe 5:

(a) Beweisen Sie die folgende Aussage:
Wird das Minimum des linearen Optimierungsproblems
Min f(z) auf {zcR%,: Az =0}

in mehr als einem Eckpunkt angenommen, so wird es auf der konvexen Hiille dieser Eckpunkte
angenommen.

(b) Sei A € R™*™ b € R™. Beweisen Sie den folgenden Alternativsatz von Gale: Genau eine der
beiden Aussagen

(1) Az <b hat eine Losung z € R"

bzw.
(I1) ATy=0, y>0 b'y<0 hateine Losung y € R™

ist richtig.

© 0o
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Musterlosung

Aufgabe 1:
Loésung:

(a) Die Behauptung ist falsch. Ein Gegenbeispiel liefert die Funktion f: R — R mit f(z) = e”.

(b) Mit x bezeichnen wir die Anzahl der (hergestellten) Reifensets vom Typ R1, mit y die Anzahl
der (hergestellten) Reifensets vom Typ R2. Das Optimierungsproblem im ]RQZO lésst sich damit
folgendermafien schreiben:

max 4bx + 30y
xyER%O
unter x4+ 2y < 32,

und 4z + 2y <60

Wir schreiben das Maximierungsproblem in ein Minimierungsproblem um und fithren die
Schlupfvariablen 21,2z > 0 ein und erhalten das dquivalente lineare Optimierungsproblem in

Normalform
min —4bx — 30y
xyERéO
unter x4 2y + z; = 32,
dx 4 2y + 2o = 60
und 21,22 >0
Aufgabe 2:

Loésung: Wir schreiben das Problem

Max z1 + zo,
zeM

zunachst um in

Min —x1 — x9.
zeM

Wir fiithren die vorzeichenbeschrinkten Variablen z1, 22, 23, 24 > 0 ein und schreiben
T1 =21 —2 und X9 = 23— 24.
Betrachten wir die beiden Bedingungen in der Menge M so haben wir bereits
21— 29+ 2(23—24) >2 und 4(z1 —29) +4(23 —24) <1
Durch Einfiihren der Schlupfvariablen s1, so > 0 werden diese Bedingungen zu
21— 204+2(23—24) —s1 =2 und 4(z —29) +4(z3—24) + 52 =1
Wir stellen das erste Simplextableau auf.

-1 1 -1 1 0 0]n
T : 1 -1 2 -2 -1 02
4 -4 4 -4 0 1|1

Da wir keine Basislosung ablesen kénnen beginnen wir mit Phase 1 und erstellen hierfiir das Sim-
plextableau. Wir benutzen in den folgenden Schritten die Regel von Bland zur Pivotsuche.
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Musterlosung

-5 5 -6 6 1 —1 0 0|~y—3
p. —L 1 -1 1 0 000 n
2 .
1 -1 2 -2 -1 010 2
-4 4 —4 101 1
0 0 -1 1 1 1/4 0 5/4]|y=7/4
n. 0 0 0 0 0 1/40 1/4[n+1/4
3
0 0 1 -1 —1 —1/4 1 —1/4 7/4
1 -1 -1 0 1/4 0 1/4 1/4
-10 0 1 1/2 0 3/2][y-3/2
T 0 00 O O 1/4 0 1/4[n+1/4
/N
— 0 0 -1 —1/2 1 —1/2 3/2
-1 1 -1 0 1/4 0 1/4 1/4
000 0 0 01 1] v
T 000 0O 0 1/4 0 1/4[n+1/4
110 0 -1 —1/2 1 —1/2 3/2
001 -1 -1 —1/4 1 —1/4 7/4

Wir streichen nun die letzten beiden Spalten, sowie die erste Zeile und erhalten

000 0 0 1/4|n+1/4
Te: -1 10 0 -1 —1/2 3/2
001 -1 -1 —1/4 7/4

Wir kénnen die Basislosung (0,3/2,7/4,0,0,0) sofort ablesen und erhalten somit fiir unser urspriing-
liches Maximierungsproblem, dass (z1,z2) = (—3/2,7/4) die optimale Lésung mit maximalem Wert

1/4 ist.

Aufgabe 3:
Losung:

(a) Wir definieren die Funktion

sowie die beiden Funktionen

hl (l’)

f(z) =z + €2,

—3x1 +2e"2 +10 und

hg (l’) = —XT2

Um zu zeigen, dass es sich um ein konvexes Optimierungsproblem handelt miissen wir nach-
weisen, dass f, hy und hy konvex sind. Hierfiir leiten wir zwei mal ab und erkennen, dass

0

er2

0 0
) ’ Dhl(aj) = <0 926%2

) oe3)

Da e*2 > 0 fiir alle x5 € R sind alle Funktionen konvex. Es handelt sich also um ein konvexes
Optimierungsproblem.

da hj(xz*) < 0ist fir j =1,2.

Wir bemerken (beispielsweise), dass fiir den Punkt z* = (5, 1) die Slater-Bedingung erfiillt ist,
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Musterlosung

(c) Wir definieren zunéchst die Lagrangefunktion
L(z,ui,u2) = f(x) +urhi(z) + usho(z) = 1 + €™ + w1 (=321 + 2™ + 10) + ua(—xz2),
wobei stets u,us > 0 zu beachten ist und betrachten nun

F(ui,u2) = inf2 L(x,uy,u2).

zeR
Es gilt
xienlé2 L(x,uy,uz) = xiélRQ (1 + €™ 4+ ur(—3x1 + 22 + 10) — uz(z2))
= xillgR (x1 — 3zyu1) + zizr,éfR (1 + 2uz)e™ — ugwy) + 10u;.

Wir bemerken, dass

inf -3 =
z11%[2{ (z1 — 3x1uq)

W= W=

falls uy =

{—oo, falls wu; #
0,

Weiterhin liefert eine kurze Kurvendiskussion, dass

. u2
£ (14 2u2)e™ — ugrs) = uz — us
:clzréR (( * UQ)E U2$2) U2 — U208 (1 + 2u1>

Damit lautet das duale Problem

1
(D) Max wug — uslog < ) 4+ 10u; unter wu; = 3 und ug >0

U2
1 + 2u1

(d) Setzen wir u; = % in die zu maximierende Funktion ein, so erhalten wir

3u 10
F(u2) = uz —uslog <T2> + 3

Leiten wir diese Funktion ab, so erhalten wir

und

Das Maximum von F wird also am Punkt (4, d2) = (3, 2) angenommen mit

F(ty,4) = 5.

Aufgabe 4:
Losung:

(a) Um die KKT Punkte von (P) zu bestimmen stellen wir zunéchst die Lagrange-Funktion L :
R3 x R? — R auf mit

L(z,v) = (z1 — 1)2 — x% + x§ — dwg + v (1 + o — x3) + vo(x2 + x%)

Wir leiten ab und erhalten
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Musterlosung

2(:1}1 — 1) “+ v
VxL($, ’U) = —2x9 + v1 + V2 (1)
2x3 — 4 — v1 + 20013
sowie
2 0 0
ViL(z,v)= |0 —2 0 : (2)
0 0 24 2v

(Die zweite Ableitung bendtigen wir fiir Teil (b).)
Wir definieren ¢ : R> — R? durch

o) = ("1 12 5" 3)

T2 + w%
und erhalten als Ableitung
/&= (5 1 o)
Die 2. constraint qualification ist in jedem Fall erfiillt. Die KKT-Bedingungen lauten nun also
VeL(z,v) =0 und g¢g(x)=0.
Anhand von (1) bemerken wir sofort, dass
v = —2(x1 — 1)
und daraus, dass
vy = 2(x1 — 1) + 2x9.
Setzen wir diese beiden Bedingungen in die dritte Komponente ein, so ergibt sich
203 —4 4+ 2(x1 — 1) + 223(2(x1 — 1) + 222) =0 (4)
Da auerdem g(z) = 0 gelten soll erhalten wir des Weiteren die Bedingungen
Ty = —x% und z; =23+ ;n§
Eingesetzt in (4) also

23 — 4 +2((w3 + 23) — 1) + 2u3(2(ws + 23 — 1) — 223) = 0
> 2m3— 4+ 23+ 225 — 2+ 433 — daz =0
& 623-6=0

— xz3€{l,—1}

Demnach erhalten wir die beiden KKT-Punkte (2,—1,1,—2,0) und (0,—1,—1,2, —4).

(b) Wir verwenden ¢'(z) aus Teil (a) und erhalten nun

, /11 -1
Es ist ersichtlich, dass der Kern von ¢/(0, —1, —1) gerade vom Vektor (—1,2,1)" erzeugt wird.
Das bedeutet, dass
V={(-t,2t,t)" eR3: t e R}

der in der notwendigen Optimierungsbedingung zweiter Ordnung beschriebene Unterraum ist.
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Musterlosung

Es ist nun
2 0 0
VAL((0,-1,-1,2,—4)) =0 -2 0
0 0 -6
und mit ( € V

CTV2L((0,-1,—-1,2,—4))¢ = —12t* < 0.
fiir t # 0. Damit ist die notwendige Bedingung 2. Ordnung verletzt.

Aufgabe 5:
Loésung;:

(a) Es bezeichnen hierfiir z;, i = 1,...,q die Eckpunkte der Menge
M ={x € RY, : Ar = b},

an denen das Minimum von f angenommen wird. Wir betrachten nun die konvexe Hiille dieser
Menge, also

q q
A(IL’l,...,ZEq): {Z)\ﬂ?z : OS)\ZSLZ:l,,q,Z)\Zzl}
=1

1=1

Mit z* € A und unter Ausnutzung der Linearitét von f erhalten wir

flx) < f(@")=f (Z A?%‘) = ZAff(xz’) = f(z1) Z)\f = f(z1).
i=1 i=1 i=1

Somit wird das Minimum der Funktion f auf ganz A angenommen.

(b) Wir fiihren zunichst die vorzeichenbeschrénkten Variablen 2,2~ > 0 ein und schreiben 2 =
T — z7. Indem wir weiterhin die Schlupfvariable z € R, einfiihren, finden wir, dass das
System Az < b dquivalent ist zu dem linearen Gleichungssystem

(A4 -4 1) ﬁ— =b (5)

Das Lemma von Farkas angewandt auf (5) besagt nun, dass entweder (ausschliefend) das
System (5) oder das System

AT
—AT |y<0 und b'y>0 (6)
1
eine Losung hat. Das System (6) ist wiederum #dquivalent zum System

ATy=0 y<0 b'y>0.

Das war zu zeigen.
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