@N5hay, Umbruch von Morit, SS 23 13.09.2023

s B0 =
g “ () ) S Arens
() . . .
S, E Optimierungstheorie
~
@Karlsruher Institut'%' Dauer: 120 min. Losung: offiziell Bestanden mit: ?7P.
fiir Technologie (KIT) Bemerkungen: )
Aufgabe 1

(a) Zeigen oder widerlegen Sie: Ist f : R™ — R strikt konvex und M C R"™ konvex und abgeschlos-

sen, so besitzt das Problem

(P) Min f(x)

eine Losung.

(b) Eine Brauerei kann durch Mischung von zwei Hopfensorten Biere in drei verschiedenen Ge-
schmacksrichtungen brauen. Die unten stehende Tabelle gibt dabei an, wieviele Mengeneinhei-
ten (ME) jeder Hopfensorte zu vewenden sind, um eine ME einer Biersorte zu produzieren.
AuBlerdem ist die zur Verfiigung stehende Menge an ME jeder Hopfensorte und der Gewinn pro
ME jeder Biersorte angegeben. Insgesamt sollen mindestens 20 ME Bier produziert werden.

ME Hopfen 1 ME Hopfen 2 | Gewinn pro ME
Bier 1 1 2 12
Bier 2 3 1 20
Bier 3 1 3 18
verfiighar (ME) 30 40

Die Brauerei versucht ihren Gewinn zu maximieren. Formulieren Sie das Problem als lineares
Optimierungsproblem in Normalform.

Aufgabe 2 Losen Sie das folgende lineare Optimierungsproblem mit Hilfe des Simplex-Verfahrens:

Ma]@[(:vg—xl auf M:{xeR2:2x1+x222,x120,x1—|—x2§3}.
xe

Aufgabe 3 Gegeben ist das Optimierungsproblem

(P) M% f(x) = e® + (29 — 1)? auf M={zeR®:ay—e " >1}.
re

(a) Zeigen Sie, dass es sich um ein konvexes Optimierungsproblem handelt.
(b) Stellen Sie das zu (P) duale Problem auf, wobei die Zielfunktion explizit zu bestimmen ist.
(¢) Losen Sie das duale Problem.
(d) Begriinden Sie, das 7 = (0,2) " Losung des Problems (P) ist.
Aufgabe 4 Gegeben ist das Optimierungsproblem

(P) Miﬁf(x):(xl—G)Q—i—a:% auf M ={zeR?:(4—x1)23 >a}}.
Te

(a) Bestimmen Sie alle z € M, fiir die die Mangasarian-Fromowitz-Bedingung (MFB) erfiillt ist.
(b) Bestimmen Sie alle KKT-Punkte fiir das Optimierungsproblem.

(c) Bestimmen Sie alle Losungen von (P) und den zugehorigen Zielfunktionswert.
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Aufgabe 5 Mit el j = 1,... n, bezeichnen wir die Koordinateneinheitsvektoren im R™. Es sei
Q = cone{eM ... ™} und b € R*\ Q.

Ferner gegeben sei die Matrix A = (a;;) € R™*" mit aj, > 0 firalle j=1,...,m, k=1,...,n.

(a) Zeigen Sie: Es existiert ein Vektor y € R™ mit Ay <0 und b'y > 0.

(b) Geben Sie einen abgeschlossenen Halbraum H = {z € R" : a'x > 0} an, so dass b ¢ H und
Q C H gilt.
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Musterlosung

Aufgabe 1

Losung: (a) Betrachte f(z) = e¢*, € R und M = R. f ist strikt konvex, M ist konvex und
abgeschlossen, aber f nimmt auf M kein Minimum an. Somit ist die Aussage falsch.

(b) Bezeichne mit z; > 0 die Menge in ME an Bier der Sorte j, die produziert wird. Dann ist
f(z) = 1221 + 20z + 18x3
zu maximieren. Die Restriktionen sind:
x1 + 3x2 +x3 < 30, 2x1 + a2+ 33 < 40, r1 + a9 + a3 > 20.

Um das Optimierungsproblem in Normalform zu formulieren, fithren wir Schlupfvariablen x4, x5,
g > 0 ein. Damit formulieren wir das Problem &quivalent als

13110 0) (% 30
Min 1221 — 20z — 1823 auf M =<qz€R%;: (2 1 3 0 1 0 c | =40
veM 11100 1)\, 20

Aufgabe 2

Loésung: Zunichst formulieren wir das Problem in Normalform. Dazu substituieren wir x1 = v,
ZTo = Yo — Y3 mit y1,...,y3 > 0 und fithren Schlupfvariablen y4, y5 > 0 ein und erhalten:

-3

Es ist keine zuldssige Basislosung ablesbar, daher starten wir das Simplex-Verfahren mit Phase I:

Y1
21 -1 -1 0
g/ehﬁm Y2 + Y3 auf M y e Ry <1 1 -1 0 1)

Ys

3 -2 2 1 -10 0|y=5 10 0 -1 -1 2 0|ry-1
1L -1 1 0 000] n 30 -1 0 1 0|n+2
(T0) 1 -1 -1 010 2 (19 2 1 -1 -1 0 10| 2
1 1 -1 0 101]| 3
-10 o0 [1] 1 -1 1| 1
T i ?
1 1 1 3
A S S ML S 00 000 1 1] 4
0 =5 5 5 0 =5 0jn-1 20 001 0 1|n+3
(T1) 1|4 =L -1 0o 1o| 1 i
2331312@3) 11 -101 01| 3
0 2 -3 2 ~3 10 011 -1 1] 1
T T o

Phase I ist damit beendet und liefert die zulissige Basislosung 7 = (0, 3,0,1,0)". Nach Streichen der
zwel letzten Spalten des Tableaus beginnt im Prinzip die Phase II, doch der Kostenvektor hat keine
negativen Eintrige mehr. Daher bricht auch Phase II ab und ¥ ist Losung des Optimierungsroblems
in Normalform. Nach Resubstitution erhalten wir die Losung Z = (0,3)" € R? des urspriinglichen
Problems mit dem optimalen Zielfunktionswert f(z) = 3.
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Musterlosung

Aufgabe 3

Lo6sung: (a) Die Hesse-Matrix der Funktion f lautet

4e?1
v = (1)

und ist daher positiv definit. Somit ist die Zielfunktion konvex.

Die Restriktion lautet h(z) < 0 mit h(z) =1+ e~ — x9. Die Hesse-Matrix von h ist

vihie) = (%) o)

diese Funktion ist daher ebenfalls konvex. Insgesamt handelt es sich also um ein konvexes Optimie-
rungsproblem.

(b) Die Lagrange-Funktion zu (P) ist
L(z,u) =e® 4 (20— 12 +u (14 e — ).

Um die Zielfunktion des dualen Problems explizit zu bestimmen, miissen wir herausfinden, fiir welche
u > 0 das Infimum bzgl. # € R? von L(z,u) existiert. Die Ausdriicke

e 4 e~ und (29 — 1) — uzy
sind aber fiir jedes u > 0 stetig. Elementare Uberlegungen liefern

lim (e29”1 + ue‘“’“) =00, lim (x9 — 1)2 — ULy = 00
|z1|—o00 |z2|—00

fiir u > 0. Also sind fiir solche u beide Ausdriicke nach unten beschrinkt und nehmen ihr Minimum
an einer Stelle an, in der ihre Ableitung verschwindet. Es gilt:

d 1
O;d—xl(e%ljtue_“):2e2xl—ue_$1 — mlzglogg,
0= d (o —1)? —uxs) =229 —2—u = Zy=1+12
= day 22 2) = 212 2 = 5

AuBerdem ist inf L(z,0) = 0. Insgesamt erhalten wir
zeR

F(u) :xiEnH&L(%u) = 5 (E)2/3 B (3)2 | .y

Das duale Problem zu (P) lautet M>aé< F(u).
u_

(c¢) Wir suchen nache einer Stelle u > 0 mit F’(u) = 0. Es ist

() — E)‘l/?’ _u _
F(u)—<2 220 = u=2.
Da F(2) =2>0=F(0) und lim F(u) = —oo ist, nimmt F' and der Stelle u = 2 sein Maximum auf

U—>00
Rzo all.

(d) Es ist h(Z) = 0 und daher Z € M. Ferner ist f(Z) = 1+(2—1)? = 2 = F(@). Nach dem schwachen
Dualitétssatz ist  Losung von (P).
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Musterlosung

Aufgabe 4
Losung: (a) Wir schreiben M in der Form
M = {z € R?: h(z) < 0} mit h(z) =23 — (4—z1)23, zeR%.
Dann ist die (MFB) in z erfiillt, falls ein z € R? existiert mit h(z) + h/(z)z < 0. Es ist h/(z) =

(323, -2 (4 — x1) x2), und somit lautet die Bedingung
!
23— (d—x) 43227 — 22 (@A —21) 22 <0,
bzw.

!
JU% (x1+321) —x2(4—21) (T2 +222) <O.

Man erkennt sofort, dass die Bedingung fiir # = 0 nicht erfiillt werden kann, aber i(0) = 0. Somit
ist die (MFB) in 0 € M nicht erfiillt.

Sei nun € M \ {0}. Dann ist 27 < 4, denn h(xz) > 0 fir ; > 4. Somit ist also mindestens eine
der Zahlen m% und x3 (4 — 1) von null verschieden. Ist :1;% # 0, setze z1 = —|z1]. Ist zg # 0, so setze
9 = —|z2|. Dann ist einer der beiden Summanden auf der linken Seite der Ungleichung echt kleiner
null, der ander zumindest kleiner gleich null. Die (MFB) ist erfiillt.

(b) Die Lagrange-Funktion lautet

L(z1,z9,u) = (21 — 6)2 —i—x% —i—u(x:f — (4 - xl)xg)

Jeder KKT-Punkt (z,u) € M x Rxq erfiillt

(1) Oéale(acl,:Eg,u):2(951—6)+u(3:z%+33§),
(2) OéazQL(:zl,:zg,u):2x2—2u(4—x1)x2,
)

(3 Oéuh(a:):u(at:f—(él—a:l)m%).

Ist u = 0, so folgt aus (1), (2) sofort = (6,0) ", aber dieser Punkt liegt nicht in M. Somit ist u > 0.

Als néchstes betrachten wir xo = 0. Mit (3) ergibt sich dann z; = 0, was zu einem Widerspruch mit
(1) fithrt.

Also ist x9 # 0 und wir erhalten aus (2) die GLeichung v = 1/(4 — z1). Diese setzen wir in (1) ein.
Dies ergibt
(4) 042(1‘1—6)(4—‘%1)—1—31‘%—1—@:x%+20$1—48+x%.

Wir multiplizieren (4) mit dem Faktor 4 — z; und setzen den Ausdruck aus (3) ein:
0= (2342021 — 48) (4 — x1) + 2 = 42? + 80xy — 192 — 2% — 202% + 48z + 23
= 1627 + 12821 — 192 = —16 (21 — 4)* + 64.
Dies impliziert 1 = 2 oder 1 = 6. Oben hatten wir schon x1 < 4 festgestellt, also kommt nur x; = 2
in Frage. Damit ergibt sich 9 = +2 und u = 1/2.
Damit lauten die KKT-Punkte ((2,2),1/2) und ((2,—2),1/2).

(c) Mogliche Losungspunkte des Optimierungsproblems sind KKT-Punkte und alle Punkte, in denen
die (MFB) nicht erfiillt ist. Es gilt

£(0,0) =36,  f(2,2) = f(2,-2) =20.

Damit sind (1) = (2,2)T und z® = (2, -2)" die Losungen des Optimierungsproblems mit Zielfunk-
tionswert 20.
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Musterlosung

Aufgabe 5

Lésung: (a) Zuniichst zeigen wir, dass der Vektor b eine negative Koordinate besitzt. Nach Definition
ist

7=1

Da b € R"\ Q, existiert ein u € {1,...,n} mit b, <O0.

Der zweite Schritt besteht darin zu zeigen, dass das lineare Gleichungssystem A 'z = b keine Losung
z € RY besitzt. Da alle Koeffizienten von A nicht-negativ sind, ist némlich ATz > 0firalle z € RT.
Wie eben gezeigt, ist aber b ¢ RY,. Somit ist die Menge {z € RYj: ATz = b} leer.

Die Behauptung folgt nun aus dem Farkas-Lemma. Es besagt, dass die Menge {y € R" : Ay <
0,b > 0} nicht leer ist, und dies ist ist gleichbedeutend mit der Existenz des geforderten y.

(b) Zundchst nehmen wir an, dass b € R%;. Da b ¢ Q, ist b # 0. In diesem Fall wihlen wir
a=—be RL,\ {0}. Dann folgt direkt a'b=—|b?<0und a'x = —b"z >0 fiir alle z > 0.

Ist dies nicht der Fall, so existiert ein Index v mit b, > 0. Setze a, = —b, /2, a, = b, und ap =0
sonst. Es folgt

b.b b,b
aTb:—M2y+bbe: “2V<0, alsob ¢ H,
und fiir x >0
b
aTm:—E“x,,—i—bl,x#ZO, also z € H.
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