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Aufgabe 1: Ein Reifenhersteller stellt zwei verschiedene Reifen aus unterschiedlichen Gum-
mimischungen her. Fiir je ein Reifenset des Typs R; bzw. Ry werden unterschiedliche Mengen
der Rohstoffe A und B verwendet, von denen pro Monat eine gewisse Maximalkapazitiat zur
Verfiigung steht. Beim Verkauf eines Reifensets werden unterschiedliche Gewinne erzielt, die
zusammen mit den anderen Daten in folgender Tabelle aufgelistet sind.

Ry Ry Kapazitat
Rohstoff A (Mengeneinheiten/Set) 1 2 32
Rohstoff B (Mengeneinheiten/Set) 4 2 60
Gewinn (Euro/Set) 45 30

Da der Reifenhersteller seinen Gewinn maximieren mochte, engagiert er einen Unternehmens-
berater, der das (Gewinnmaximierungs-) Problem zunichst als Optimierungsproblem im R?
modelliert. Welches Problem tritt hierbei hinsichtlich der Lésung auf?

Hinweis: Losen Sie das Problem grafisch.

Nach kurzer Analyse erkennt der Berater das Problem und berechnet die optimale (realisierbare)
Losung. Auf welches Ergebnis kommt er?

Hinweis: Sie konnen bei der Aufgabe voraussetzen, dass alle hergestellten Reifensets auch ver-
kauft werden.

Losung: Mit = bezeichnen wir die Anzahl der (hergestellten) Reifensets vom Typ R1, mit y die
Anzahl der (hergestellten) Reifensets vom Typ R2. Das Optimierungsproblem im R? lisst sich
damit folgendermaflen schreiben:

max 45z + 30y
z,ycR2

unter x4+ 2y < 32
und 4z + 2y < 60

Lost man dies grafisch, so sieht man, dass das Maximum im Schnittpunkt der beiden Geraden
g:r+2y=32 und h: 4z + 2y =060

angenommen wird. (Man verschiebt die Isogewinngerade 45z + 30y = konst so weit wie moglich
nach oben.) Als Schnittpunkt erhalten wir (z,y)" = (%,3})7.
Problem: Es handelt sich um keine ganzzahlige Losung. Die Losung ist fiir den Reifenhersteller

folglich nicht realisierbar.
Das Problem liegt folglich darin, eine ganzzahlige Lésung zu finden.

Anmerkung: Fiir Optimierungsprobleme iiber den ganzen Zahlen gibt es eine eigene Theorie,
auf die wir an dieser Stelle allerdings nicht eingehen. Der naive Ansatz, zunéchst eine Losung
2r im R™ zu berechnen und anschlieflend die Losung x7 des ganzzahligen Problems in der Nahe
von xr zu suchen, fithrt im Allgemeinen zu falschen Ergebnissen.

Im vorliegenden Fall (beachte Bedingung fiir Rohstoff B) liegt « in {0,...,15}. Da mit wach-
sendem y auch der Gewinn wiichst, bestimmen wir zu jedem z das maximale y, so dass (z,y) die
Bedingungen beider Rohstoffe erfiillt. Der zugehorige Gewinn ist in folgender Tabelle dargestellt:



z | O 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 |10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15
y| 16 |15 | 15| 14 | 14 | 13 | 13 | 12 | 12 | 11 | 10 | 8 6 4 2 0

| G ][ 480 | 495 | 540 | 555 [ 600 | 615 | 660 | 675 [ 720 | 735 | 750 | 735 [ 720 | 705 | 690 | 675 |

Die fiir den Hersteller optimale Menge betrigt damit (x,3)" = (10,10) .

Aufgabe 2: Die Funktion f:R? — R und die Menge M C R? seien gegeben durch
f(z,y) = 22y und M= {(z,y)" € R?: 2% +y < 3}.
(a) Begriinden Sie, dass f auf M ein globales Maximum aufweist.
Achtung: M ist unbeschrankt!
(b) Hat f auf M auch ein globales Minimum? Begriinden Sie Ihre Antwort.

(c) Ermitteln Sie alle lokalen und globalen Extremstellen und -werte von f auf M und argu-
mentieren Sie geeignet, um ihre Existenz abzusichern.

Hinweis: Suchen Sie zunichst im Inneren von M nach Extremstellen.

Losung:

(a) Da 2% > 0 ist, ist die Funktion f(z,y) = 22y fiir festes 2 € R monoton wachsend in der
Variablen y. Wir kénnen unsere Suche nach einem globalen Maximum von f deshalb auf
die Menge

N:=Mn{(z,y) eR?:y>0}={(x,y)" eR*:2” +y <3, y >0}

einschriinken, die den Punkt (0,0)" enthilt und deshalb nichtleer ist. Eine globale Maxi-
malstelle (z,7) von f auf N ist dann auch eine globale Maximalstelle von f auf M, da fiir
(z,y)" € M\ N gilt:

flx,y) =2y <a®-0=0= f(0,0) < f(&,9).
Nun ist N aber beschriinkt, da fiir (z,y)" € N gilt:
2?2 <z’ 4y <3, also lx| < V3

und
0<y<a?+y<3.

Da N als Schnitt zweier abgeschlossener Mengen ferner abgeschlossen ist, ist /N kompakt,
und da f insbesondere auf N stetig ist, existiert nach dem Satz von Weierstraf ein globales
Maximum von f auf N, das nach obiger Uberlegung auch eines auf M ist.

(b) Die Funktion f hat auf M kein globales Minimum, was man wie folgt einsieht:

Die Punkte (1, —n)" mit n € N liegen alle in M, da
124+(-n)=1-n<1-1=0<3, neN
Sei nun ¢ € R beliebig. Dann existiert ein n., € N mit n. > —c. Also gilt
f(l,—n.) = —n. < c.

Folglich ist f(M) nach unten unbeschrankt.



(¢) Im Inneren von M, also der Menge

J\%Z{(:ﬂ,y)TER2:x2+y<3} (1)

)T von f die Bedingung

sro-(5)- ()

Die erste Gleichung ist dquivalent zu: x = 0 oder y = 0, die zweite zu: x = 0. Da beide
gelten miissen, folgt unter Beriicksichtigung von (1), dass die Menge dieser kritischen
Punkte durch

erfiillt jede Extremalstelle (x,y

K :={(0,y)" €R?:y < 3}
gegeben ist.

Die Punkte dieser Menge untersuchen wir nun darauf, ob es sich um Extremalstellen
handelt. Sei dazu (0, ¢) ein beliebiger, fest gew#hlter Punkt aus K.

Fall: § < 0: Liegt (x,y) € M hinreichend nahe an (0, 9), so ist auch y < 0, und da 22 stets
nichtnegativ ist, gilt

fla,y) =2y <a*-0=0=f(0,7),
womit sich (0,7) als lokale Maximalstelle mit Wert 0 erweist.

Ganz entsprechend behandeln wir den

Fall: § > 0: Liegt (2,y) € M hinreichend nahe an (0, ), so ist auch y > 0, und da 22 stets
nichtnegativ ist, gilt

f(z,y) =2y >2" - 0=0= f(0,9),
womit bewiesen ist, dass (0,¢) in diesem Fall eine lokale Minimalstelle mit Wert 0 ist.

Es verbleibt der

Fall: § = 0: Die Vermutung, dass in (0,0)" ein Sattelpunkt vorliegt, untermauert man wie
folgt:

Man definiere etwa die beiden Folgen a, := (1,—1)T und b, := (1, 1)7 fir n € N.

n’> n n’n
Beide konvergieren fiir n gegen unendlich gegen (0,0)". Jede noch so kleine Umgebung

um diesen Punkt enthélt also je ein (sogar unendlich viele) Folgenglied jeder Folge. Dabei
ist f(an) = —n% <0und f(by) = -5 > 0 fiir alle n € N. (0,0) " kann also weder Maximal-
noch Minimalstelle sein und ist folglich ein Sattelpunkt.

Wir setzen unsere Suche nach Extremstellen von f auf dem Rand
oM = {(x,y)T eER? x4y = 3} = {(x,3—ac2)—r :z € R}
von M fort. Dazu fithren wir die Bezeichnung
r(z) = f(z,3—2?) = 2%(3—2?) = —2t 4 322 z€eR

ein. Notwendige Bedingung an eine Extremalstelle (x,3 — 22)T € OM ist

0 = r'(z) = —42® + 62 = —4x(x—\/§) (x+\/§)

also

Es ist



Da laut Teil (a) eine globale Maximalstelle von f auf M existiert und f an allen kritischen
Punkten, die im Inneren von M dafiir infrage kdmen, den Funktionswert 0 hat, muss es sich
bei den Punkten (1/3/2,3/2)T und (—+/3/2, 3/2) T um globale und damit insbesondere
auch lokale Maximalstellen handeln.

Der Punkt (0,3) " erweist sich schlieflich mit demselben Argument wie im Fall: § > 0 der
Untersuchung der kritischen Punkte in ]\04 als lokale Minimalstelle.

Aufgabe 3: Eine Messung liefert zu N € N verschiedenen Zeitpunkten t1,%o,...,txy € R die
jeweiligen Messwerte y1,¥y2,...,yn € R. Gesucht ist eine Funktion F': R — R, sodass

AP = (F(t1) —31)? + (F(t2) — y2)* + ... + (F(tn) — yn)*,

minimal wird. Es seien ferner M € N Ansatzfunktionen fi, fo,... far : R — R gegeben. Fiir
a € RM sei

g(a) = (F(t1) —y1)* + (F(t2) = y2)* + ... + (F(tw) — yn)*
mit spezieller Funktion F(t) = aq fi(t) + aafo(t) + ... anm fu(t).

(a) Bestimmen Sie den Gradienten von g. Zeigen Sie, dass die kritischen Punkte a, mit
Vg(ax) = 0 Losung eines linearen Gleichungssystems sind.

(b) Nun seien M =2, N > 2, fi(t) = 1 und fa(t) = t. Zeigen Sie, dass es nun genau einen
kritischen Punkt o, mit Vg(a,) = 0 gibt und dass ¢ in . global minimiert wird.

Hinweis: Fiir Aufgabenteil (a) ist die Matrix A € RVM mit A;; = f;(t;),i = 1,...N, j =
1,..., M hilfreich.

Losung: (a) Zunichst setzen wir die Funktion F in g ein und erhalten

N M

2
9() =Y (Y asfitt) —ui) -
i=1  j=1
Wir leiten partiell nach ag, k =1,..., M ab und erhalten mit der Kettenregel
99 N M
;(a)222< ajfj(ti)—yi>fk(ti), k’Il,...,M.
k =1 j—=1
Ist nun Vg(a) = 0, so muss jede Komponente des Gradienten verschwinden, also %(a) =0
fur alle k=1,..., M. Es ist
dg N M N N M
0= Gac(@) & 0=37 (D fit) —wi) fult) & 3 fultelye = 30 D fulta) (1)
i=1  j=1 i=1 i=1 j=1

Setzen wir y := (y1,...,yn) € RY, so steht auf der linken Seite der letzten Gleichung die
k-te Komponente des Matrix-Vektor-Produktes A"y. Auf der rechten Seite steht analog die k-te
Komponente von A" Aa. Also sind die Nullstellen durch die Losung des linearen Gleichungssys-

tems
ATAa=ATy
gegeben.
(b) Nun ist konkret
1
1 ty

A= e RV*x2,



Damit ist

1 4
N
ATA:<1 1 ... 1> 1 _ 1{7\7 Z}i\f:lt; .
ty to -+ 1IN S Yoimiti Dim b
1 ity

Es ist

2 N 1, 2
det(ATA) = NZtZ (th) :0@thzﬁ<2ti).
=1

=1

Mit der Ungleichung von Cauchy—Schwarz erhalten wir

S-S e (L) ()

N

1=1 =1
wobei die strikte Ungleichung aus der linearen Unabhingigkeit von (1,1,...,1)" und (t1,ta,...,tx)"
folgt. Damit ist
N
1
T A\ _ 2 _ 2
det(AT A) —O@thi = N(Zl ) Zt .
1= (]

Also ist AT A stets invertierbar und es gibt genau einen kritischen Punkt o, mit Vg(au) = 0.
Wir miissen nun noch iiberpriifen, ob es sich dabei um ein Minimum oder Maximum handelt.
Dazu berechnen wir die zweite Ableitung

0%g
86%804[ Z fk

Die konstante Hesse-Matrix H, ist damit wie folgt gegeben:

_ va 1 Zz tl
e -2 (E50) )

Dies ist genau zwei mal AT A. Der Eintrag (Hy(a))11 ist postiv. Ferner ist auch

N

N N N
det Hy(a) = ddet(ATA) = 4[N 3 #2 — (Zti)Q} >4[NY #-NY ] =
=1 =1

i=1 =1

positiv und damit Hy(«) positiv definit. Also besitzt g genau eine lokale Minimalstelle a,. Da
die Hesse-Matrix H, fiir alle @ positiv definit ist, folgt, dass g konvex ist. Also ist die lokale
Minimalstelle tatséchlich eine globale Minimalstelle.

Lost man explizit nach «, auf, erhdlt man die Ausgleichsgerade F'(t) = a1 + au2t, t € R mit

(ZZ 1 t?) (Eiil yi) - (Zij\il tz‘) (vazl tz‘@lz’)
N(Zz 122) (Zf\il tz‘)z
N(Zf\; ti?ﬁ) - (Zf\; tz‘) <Z£\;1 yi)
N(she) - (She)




