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Aufgabe 16: Essei A ¢ R™" bc R™, e=(1,...,1)T € R™ und es gelte b ¢ {Ax : x € R"}.
Die diskrete Tschebyscheffsche Approximationsaufgabe lautet:

(T) Minimiere ||Az — b, unter € R™.

(a) Beweisen Sie: z € R™ ist eine Losung von (T) mit ||AZ — b||,, = Zo genau dann, wenn
(Zo,x) € R x R" eine Losung des Problems (P) ist:

(P) Maximiere —z( unter Ax — zge < b, —Azr —xpe < —b und —zg < 0.
(b) Formulieren Sie das duale Problem (D) zu (P).

(c) Zeigen Sie: Die Probleme (P) und (D) sind 16sbar.

(d) Essei (Zg,7) € RxR" eine Losung von (P) und @ € R?™*! eine Losung von (D). Beweisen
Sie, dass folgendes gilt:

uj =0 oder (AZ); —b; =2 fir j=1,...,m, sowie
’l/Ijer =0 oder (AEL‘\)] —b; = —To fir j=1,...,m.
m
(e) Ist Z eine Losung von (T), dann gibt es ein y € R™\ {0} mit ) y;sign ((AZ — b);) a; = 0,
j=1
wobei a; = (aj1,...,a;,)" die (transponierte) j-te Zeile von A bezeichne.

Losung: Zu (a): Es gelten die folgenden Aquivalenzen:

z € R" 16st (T) mit ||AZ — b||,, = Zo und Zo > 0 minimal.

< Fiir ¥ € R" gilt max |(AZ — b);| = Zo und Zp > 0 minimal.
i=1,....m

<= Fir 7 e R"” gilt |(AZ —b);|<Zo (:=1,...,m) und Ty > 0 minimal.

<~

Fir 2 e R" gilt (A2 —0); <Zo (i=1,...,m) und — (AZ—0); <Zp (i=1,...,m)
und Zp > 0 minimal.
< Fir 7 e R"” gilt A7 —Tge < b und — AT — Tge < —b
und — Zg < 0 maximal.
< (To,7) € R x R" 16st das Problem (P).

Zu (b): Das Problem (P) lisst sich mit = = (21,...,2,)" formulieren als
—-e A b
(P)  Maximiere (—1,0,...,0) < 0 ) unter [ —e —A ( 0 ) <| -b
v -1 0of v 0

Daher ist das duale Problem zu (P) gegeben durch



Ui
(D) Minimiere (b7, —b",0)

U2m+1
Y -1
T T 1 0
—e —e -1 .
unteruZOund< AT AT 0) : =
U2m+1 0
—xpe€ b
Zu (c): (P) ist zuléssig: Setze x = 0 und g = [|b|| , dann gilt [ —xpe | < | —b
—X0 0
Ebenso ist (D) zuléissig. Setze dazu uy = ... = ugy, = 0 und ugy,y1 = 1, dann gilt v > 0 und
-1
—e!  —el —1 0
( AT —AT 0 ) i
0

Mit dem schwachen Dualitéitssatz folgt daher die Losbarkeit beider Probleme und mit dem
starken Dualitétssatz min (P) = max (D).
Zu (d): Es sei (To,7) € R x R” eine Losung von (P) und 7 € R*™*! eine Losung von (D). Dann

gilt:
—e A

i’ —e -4 < 0 ) = (~1,0,...,0) ( 0 ) =", -b",0)a,
-1 0f v v
T
b —-e A =
also b |- —e —A < 569 > u =0.
0 -1 o0f >0
>0
Zeilenweise gelesen bedeutet dies
(b+Zpe — Ax); =0 oder u; =0 fir j=1,...,m, sowie

(=b+Zoe+ AZ); =0 oder Uiy, =0 fiir j=1,...,m,

und wie man sieht, ist das gleichbedeutend mit der Behauptung.

Zu (e): Es sei = eine Losung von (T), also (|[AZ — b||,,Z) eine von (P), und u > 0, u # 0 eine
Losung von (D). Dabei gilt u # 0, da sonst gelten wiirde:

max (D) = 0 = min (P), also [|[AZ —b||,, =0, also b€ {Az: z € R"}.

An dieser Stelle halten wir fest, dass die Ungleichungen u; > 0 und w4y, > 0 fiir j € {1,...,m}
nicht beide gleichzeitig gelten kénnen, da dies Teil (d) widersprechen wiirde.

Da i = (U1, . .., Uzm, Uzms1) | > 0 eine Losung von (D) ist, gilt insbesondere (siche Teil (b))
()  AT[ | -AT : =Y a;(@) — jym) = 0.
am an g=1
uj, falls u; >0,
Setzt man nun y; = Ujtm, falls Wjin, >0, fir j=1,...,m,dannist y = (y1,..., /y\m)T
0 sonst,

das gesuchte 7.



Wegen u # 0 gilt y # 0 und sign((Az—0b);) = 1, falls u; > 0 fiir j € {1,...,m}, sowie sign((Ax—
b);) = —1, falls Uj, > 0 fiir j € {1,...,m}. Also erfiillt § die angegebene Gleichung.

Aufgabe 17: Die Auszahlungsmatrix eines Spieles sei gegeben durch

1 -1 -2
A=| -1 2 1
2 -1 2

Zeigen Sie, ohne die optimalen Strategien der Spieler zu bestimmen, dass das Spiel unfair ist,
das heifit, dass folgendes gilt:
. T
min max y Ax # 0.
elo=1 eTyZI

Hinweis: Nutzen Sie die aus der Vorlesung bekannte Identitét max y' Az = max, (Az), und
Yz 1=1,2,

eTy:1

unterscheiden Sie die Félle xo € [0,1 — ¢] und x5 € [1 — ¢, 1] mit geeignetem ¢ € (0, 1).

Losung: Es sei ¢ € (0,1), >0 und e’z = 1. Weiter bezeichne ¢ = max (Az), . Dann gilt
1=1,2,

3z0 > (Az), + (Az), + (Az); = e’ Az = (2 0 1)z=2x+as.
Wegen x1 + x2 + x3 = 1 folgt damit 3xg > 221+ 23 = 1+x1 — 29 > 1 — 29, also xg > %(1 — x9) .

Damit gilt mit dem im Hinweis zitierten Resultat max y' Az = max (Az), das Folgende:
v -

l_’7
el y=1

€
min max 4 (Az).: >0 eTm:1x<1—5}>f.
T i:1,2,3{( )i - P = -3

Wir betrachten nun ein zuléissiges « (d.h. z > 0, z1 + 22 + 3 = 1) mit 93 > 1 — . Dann ist
insbesondere x1 € [0,¢] und x3 € [0, ¢], und wir erhalten

(Az)y = —21 + 220+ 23 > —c +2(1 —) + 0 =2 — 3e.
Damit ist insbesondere

min max {(A;zc)Z x>0, eszl, $221—6}22—36.

T =123
Fiithrt man beide Abschétzungen zusammen, so erhilt man etwa fiir ¢ = %
. T A . T, 1
min max y Azr =min max {(Az),: £>0,e =1 > —.
>0  y>0 T =123 5
el =1 eTyzl

Aufgabe 18: Beweisen Sie die in Analogie zu Lemma 3.3 der Vorlesung stehende Aussage:
K C R" ist genau dann ein konvexer Kegel, wenn fiir alle x; € K und alle \; > 0
(i=1,...,m, m € N beliebig) auch Y ", \jz; € K gilt.

Hinweis: Verwenden Sie vollstdndige Induktion.
Losung: ,<“: Ist z; ;=2 € K und \; := A > 0, so gilt nach Voraussetzung auch \x = \jx; €
K. Folglich ist K ein Kegel.

Sind 1 := z und z3 :=y € K und ist A € [0,1], so ist auch 1 — A € [0,1]. Mit A\; := A und
A2 := 1 — )\ folgt wiederum nach Voraussetzung

Ax + (1 — )\)y = M2 + doxo € K.



Daher ist K auch konvex, insgesamt K also ein konvexer Kegel.

»="“: Wir beweisen die Behauptung mittels vollstédndiger Induktion nach m.

Fir m =1 gilt: Ist Ay > 0, 1 € K, dann ist auch \jx; € K, da K ein Kegel ist.

Fiir m = 2 gilt: Sind A\, A2 > 0, 21,25 € K, wobei 0.B.d.A. A1 + A2 > 0 angenommen werden
kann, so ist

A

2
T+ 9 € K|
PV VN VNI Ve
da K konvex ist, und damit auch
M1+ Aoz = (A1 + o) - L2+ A2 2| € K,
A1+ A2 A1+ A2
eK
da K ein Kegel ist (oder nach Fall m = 1).
Die Aussage gelte nun fiir ein festes m und beliebige x; € K und alle A; >0, i=1,...,m.
Es seien jetzt x1,...,xm41 € K und A1, ..., Apy1 > 0. Nach Voraussetzung ist dann A\jxp +

oo+ Ay, € K. Damit gilt (siehe Fall m = 2)

M1+ ...+ )\m+1xm+1 =1- ()\11‘1 4+ ...+ )\mxm) +Amt1 Tma1 € K.
K eK
€




