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Aufgabe 19: Zeigen Sie, dass eine Funktion f: R™ — R genau dann konvex ist, wenn ihr
Epigraph E(f) eine konvexe Menge ist.

Hinweis: E(f) = {(z,a) e R" x R: f(z) < a} C R

Lésung: Zunichst nehmen wir an, die Funktion f: R™ — R sei konvex. Um zu zeigen, dass
E(f) eine konvexe Menge ist, betrachten wir beliebige Elemente des Epigraphs 771,73 € E(f).
Nach Definition existieren dann z1,z9 € R™ sowie ag,as € R mit z; = (x4, ;) und f(x;) < oy,
i =1,2. Fiir ¢t € [0, 1] betrachten wir die Konvexkombination

&= (7,0) =tz] + (1 — )73 = (tz1 + (1 — t)22, tag + (1 — t)as) € R",
Wir iiberpriifen, ob dies ein Element des Epigraphs ist:
fl@)=f(tzr + (1 —t)xe) < tf(x1) + (1 —t)f(x2) <tar + (1 —t)ae = a.

Die erste Abschitzung folgt aus der Konvexitéit von f, die zweite aus z; € E(f), i = 1,2. Also
ist tatsichlich 2 € E(f) und damit E(f) konvex.

Nun nehmen wir an, dass der Epigraph FE(f) konvex ist. Es seien z1,z2 € R™. Dann sind
z; = (x4, f(z;)) € E(f), i =1,2. Da E(f) konvex ist, liegt die Konvexkombination

try + (1 —t)xg € E(f).
Aus der Definition des Epigraphs erhalten wir
[+ (1= t)xe) < tf(z1) + (1 —1t) f(z2).

Also ist f eine konvexe Funktion.

Aufgabe 20:

(a) Es sei D C R" eine konvexe Menge und f : D — R eine Funktion. Zeigen Sie: f ist genau
dann konvex, wenn fiir jedes m € N, fiir alle x1,...,2,, € D und alle Aq,..., A\, > 0 mit
AL+ ...+ A =1 die Jensensche Ungleichung gilt:

f (Z /\iirz') < Z)\if ().
=1 i—1

(b) Zeigen Sie mit Hilfe von Teil (a) die Ungleichung zwischen dem gewichteten arith-
metischen und dem geometrischen Mittel:
Es seien m € N, z1,...,2, > 0 sowie Aq,..., Apn > 0 mit Ay + ...+ A, = 1. Dann gilt:

xi‘l-...-mf;{”S)\1331+...+)\mxm.



Hinweis zu (b): Verwenden Sie die Funktion f(x) =e%, z € R.

Losung: (a) Ist D = (), so ist nichts zu zeigen. Es sei also D # ().

,<=* : Betrachtet man m = 2, so gilt nach Voraussetzung fiir alle z,y € D und A € [0,1] die
Abschitzung

fQOz+(1=Ny) <Af(z) + (1= N f(y),
d.h. f ist konvex.
,=—" 1 Flir m = 1 ist die Behauptung klar. Der Fall m = 2 ist ebenfalls klar, da f konvex ist.

Fiir allgemeines m € N erhélt man die Behauptung mittels vollstandiger Induktion: Die Aussage
gelte fiir ein m € N. Wir beweisen nun, dass sie dann auch fiir m + 1 gilt.

Es seien x1,...,Zm41 € D, A1,..., Ape1 = 0 mit A + ... 4+ A\p41 = 1. Ohne Einschrankung
kénnen wir Aq, ..., Ajpq1 > 0 annehmen. Setzen wir A = A\ + ...+ Ay, (> 0), so ist %xl +...+
g e D, da %—i—...—i— Am — 1. Weiter gilt:

A
m+1 m
/ <; )\ixi> = f <Z Aixi + )\m+1$m+1> = <)\ Z *901 56m+1>
A,_/

=1

€D
eD
f konvex m )\
< (Z N > = A f (Zm+1)
Ind.vor. s )\
< Z -~ (1 =N f (@mt1)
m_ m+1
= ) NS @)+ At f (@men) ZAf ().
i=1

Damit ist die Behauptung bewiesen.

(b) Es sei f(z) = e*, z € R. Wegen f”(x) = e® > 0 ist f konvex. Es seien nun x1,..., 2, > 0
und A1, ..., Ay > 0mit Ap + ...+ Ny, = 1. Mit y; = In(x;) fir ¢ = 1,...,m erhélt man dann

m
xi‘l e x;\n’" = (@) . AmIn(@m) — pAyite A Amym — f ( E /\iyi>

fkonvex m
Z Xif (i) Z M€ @) = Xz 4+ AT,
=1

Aufgabe 21:

(a) Es sei D C R" eine konvexe Menge und f1, fo: D — R seien konvexe Funktionen. Zeigen
Sie, dass die Funktion

f:D =R, f(z) =max{fi(z), fo(z)},
konvex ist.

(b) Essei k € N, Ay,..., Ap € R™*" sowie by,...,b € R™ und ||-|| bezeichne eine Norm auf
dem R™. Weisen Sie nach, dass die folgende Funktion konvex ist:

g:R" >R, g(z)=  max |Aiz — b;]| .



Losung: (a) Fiir alle z,y € D und A € [0, 1] gilt:

fAz 4+ (1= N)y) max {f1(Az + (1 = A)y), fo(Az + (1 = N)y)}
max {Af1(z) + (1 = A) f1(y), Afe(x) + (1 = A) fa(y)}
Amax { f1(2), fo(z)} + (1 — X) max { fi(y), fo(y)}

Af (@) + (1= A)f(y)-

(b) Vorbemerkung: Ist k € N, D C R"™ eine konvexe Menge und sind fi, ..., fr: D — R konvexe

IAIA

Funktionen, so ist auch die Funktion

f:D—=R, f(z) =max{fi(x),..., fr(x)},

konvex.

Der Beweis der Vorbemerkung erfolgt induktiv. Fiir k = 1 ist nichts zu zeigen und der Fall k = 2
wurde in Teil (a) abgehandelt. Die Behauptung gelte nun fiir ein k& € N. Wir zeigen, dass sie
dann auch fiir k£ + 1 gilt. Fiir jedes x € D gilt

f(z) =max {fi(z),..., fr(®), frr1(x)} = max {max {fi(z),..., fr(®)}, frr1(2)}.

Die Funktion g: D — R, g(z) = max { f1(z), ..., fx(z)} ist nach Induktionsvoraussetzung konvex
und damit nach Teil (a) auch die Funktion f = max {g, fx+1}. Der Induktionsbeweis ist damit
beendet.

Um die Behauptung aus der Aufgabenstellung zu beweisen, miissen wir also nur noch zeigen,
dass die Funktionen
fz(x) = HAZ.CE — sz , T € D,

fiir jedes i = 1, ...,k konvex sind. Das ist leicht zu zeigen, denn fiir alle z,y € R™ und A € [0, 1]
gilt

fide + (1= A)y)

[Ai(Az + (1 = N)y) = bl| = [IA(Aiz — b;) + (1 — M) (Aiy — by)||
[A(Aiz = bi)[| + [[(1 = M) (Asy — bi)|| = A [[Aiw — bil| + (1 = A) [ Ay — bi|
= Mi(z)+ (1 =N fi(y).

IN

Zusammen mit der Vorbemerkung folgt die Konvexitét von g.



