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Aufgabe 28: Aufgabe 4) der Klausur vom 7. August 2017
Gegeben seien f,h : R? — R durch

fa) ="l —ail,  h(x) = a1
Sei weiterhin
(P) Minimiere f(z) auf M = {zx € R*:h(z) <0, x1 —x3 = 0}.
Das duale Problem hierzu ist gegeben durch
(D) Maximiere F(u,v) auf N = {(u,v)" € R®:u >0, F(u,v)> —o0},

wobei F' die Zielfunktion des dualen Problems bezeichnet.

(a) Zeigen Sie: (P) ist konvex.

(b) Zeigen Sie, dass N = {(u,v)" € R? :u >0, v = 0}.

(c) Berechnen Sie F(u,v) fiir (u,v)" € N.

Losung:

(a) Da h linear und damit konvex ist, muss nur die Konvexitidt von f gezeigt werden. Hier gilt

Vix)= <e 10 1) fiir 1 > 0, Vf(zx) = <_6_01 +1> fiir 1 < 0.

Setzt man im Besonderen x; = 0, so sieht man, dass f stetig differenzierbar auf ganz R?
ist. Durch weiteres Differenzieren sieht man

e*l e 1 0

V2f(x):<0 8) fiir 1 > 0, VQf(:z:):< 0 0> fiir 1 <0,

d.h. f ist sogar zweimal stetig differenzierbar mit der Hesse-Matrix

lzil
2 o e
Vif(z) = ( 0 O) .
Damit ist V2f(x) offenbar positiv semi-definit fiir alle z € R?, und es folgt, dass f konvex
ist.

(b) Esist firu >0, veR

F(u,v) = xiélﬂé [f(z) + uh(z) + v(z1 — x2)] .

Sei zunédchst v # 0. Setzen wir x = (0,¢) mit ¢t € R, so erhalten wir

£(0,t) +uh(0,t) +v(0 —t) =1 — vt - —0o0 fiir t — 400 oder t — —o0,



d.h. F(u,v) = —oo. Sei nun umgekehrt v = 0. Dann ist
F(@) + uh(z) + v(z) — 22) = ™ — 21| + uay.
Diese Funktion hingt nur noch stetig von x; ab, und es gilt
el — x| +ur, — 400 fiir |z| — oo,

da die Exponentialfunktion schneller als die linearen Terme wichst. Also ist diese Funktion
nach unten beschrinkt, und damit folgt F(u,v) > —oo.

(c) Sei (u,v)" € N, d.h. u >0, v = 0. Wir miissen damit

inf el = |zy| 4+ uxy = inf £,(z
r€R?2 | 1| ! z1€ER u( 1)
mit

ly(x1) = elzal |x1] + uzy 1 €R

bestimmen. Es gilt

tu(zy) e+ (u—1)xy  fiirzy >0
€T =
R e 4+ (u+ 1)y fir 1 < 0.

Auf dem Intervall x; > 0 ist ¢, monoton steigend. Ferner ist limg, o fy(z1) = o0.
Folglich muss die stetige Funktion ¢, im Bereich 27y < 0 ihr Minimum annehmen. Eine
Minimalstelle x; erfiillt

0=1ly(x1) = =" + (u+1),

das heifit, das Minimum tritt in 1 = —In(u 4 1) auf. Damit ist

Fu,v) = ly(—In(u+1)) = @D — (4 + 1) In(u+ 1) = (u+ 1)(1 — In(u + 1)).

Aufgabe 29: Es seien die Mengen M;, M> C R? wie folgt definiert:

My :={x € R?: hy(x)
My :={x € R?: hy(z)

22+ 23 —1<0, ho(z) = —z5 <0}
22+ 23 —1<0, ha(z) = —z5 <0}

1

Ferner seien die Punkte (1) = <(1)> und 7@ = ( 1‘/5) gegeben.

V2
(a) Zeigen Sie My = Mo.
(b) Bestimmen Sie die duBeren Linearisierungskegel L<(Z(M), My), L<(z®), M;).
(c) Bestimmen Sie die &uBeren Linearisierungskegel L<(Z(), My), L< (2, My).
)

(d) Bestimmen Sie die inneren Linearisierungskegel L (Z(M, M), Lo(Z®), My), Loz, M>)
und Lo (2®), My).

(e) Ist die Beschreibung der Mengen Mj, Mj in Z(1) oder in Z(?) degeneriert?
Loésung;:

(a) Es ist ho(r) = —z2 < 0 genau dann, wenn hz(z) = —23 < 0, niamlich wenn die zweite
Komponente zo nicht negativ ist. Also sind die Beschreibungen der Mengen &quivalent.



(b) Es ist Vhi(z) = 2z sowie Vho(z) = (0,—1)T. Es ist h1(zM)) = ho(z)) = 0 sowie
hi(Z®)) = 0, aber hy(2(?) < 0. Also ist

Le@W M) ={deR?:(2,00d <0, (0,-1)d <0} ={deR?:d, <0, dy >0},
2

Lo(Z® M) = {deR?: (_—2

0,
= 7)d<0}—{deR2 dy < dy).

(¢) Es ist Vhs(z) = (0, —323)7 sowie h3(Z(1)) = 0 aber h3(Z?)) < 0. Damit ist

Le(@W, My) = {d e R?: (2,0)d < 0, (0,0)d < 0} = {d € R? : d; < 0},

Le(G® M) = {d e R?: (_

\f\[)d<0} {deR?:dy < dy}.

1e inneren Linearisierungskegel erhalten wir, indem wir in obigen Beschreibungen das <
d) Die i Linearisi kegel erhal ir, ind ir in obigen Beschreib d
durch ein < ersetzen. Damit ergibt sich
Lo@W, M) ={deR?:d, <0,dy > 0},
Lo@? M) ={deR?:dy < d},
Lo@W M) ={deR?:d; <0, (0,00d=0<0}=0,
Lo@? My) ={deR?:dy < dy}.

(e) Wir sehen Lo(Z®, M;) = L<(Z®, M,) fiir i = 1,2. Also sind die Beschreibungen von
M; und My in Z? nichtdegeneriert. Dies gilt fiir M; auch in 2V, da Lo(zW M) =
L<(zZM, My). Es ist jedoch

Lo (20, M) =0 # L< (2, Ms).

Die Beschreibung von M, ist damit in Z(!) degeneriert.



