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Aufgabe 34: Die Funktion f : R? — R sei definiert durch f(z) = 2225 fiir alle z = (21, 22) | €
R?, womit durch

(P) Minimiere f(z) auf der Menge M = {:U € R?: ||x||§ —4= 0}
ein differenzierbares Optimierungsproblem gegeben ist.

(a) Bestimmen Sie alle KKT-Punkte von (P).

(b) Zeigen Sie mithilfe der notwendigen Optimierungsbedingung 2. Ordnung, dass die Funktion
f im Punkt 2* = (0, —2)T bzgl. M kein lokales Minimum besitzt.

(c) Zeigen Sie mithilfe der hinreichenden Optimierungsbedingung 2. Ordnung, dass die Funk-
tion f im Punkt * = (0,2) " bzgl. M ein striktes lokales Minimum besitzt.

Lésung: Die Nebenbedingung kénnen wir auch schreiben als g(z) = 2% + 2% — 4 = 0. Damit
lautet die zugehorige Langrangefunktion zum Problem (P):

L(x1,x9,v) = l‘%l‘z + U(l’% + l’% —4).

(a) Die KKT-Punkte von (P) sind charakterisiert durch V,L(z,v) =0 und g(z) = 0, d.h.

2x1(xe +v) = 0,
x% + 2vxy = 0,
2423 = 4

Fall: 1 = 0. Dann ist 9 = +£2 und v = 0.

Fall: 1 # 0. Dann ist 22 = —v und damit 2?2 — 2v? = 0 sowie 27 + v? = 4. Subtraktion

liefert 3v? = 4 und somit v = i% samt den zugehorigen Punkten (:l:M —2)T bzw.

NEREE
(j:Q—\/‘/Sé, %)T Insgesamt erhalten wir also 6 KKT-Punkte.

(b) Die constraint qualification (CQ2) ist fiir alle x € M erfiillt, da fiir diese

v =( ) #(5)

gilt. Weiter ist die Hessematrix von L bzgl. z gegeben durch

2 20 2
ViL(ml,mg,v)—( To+2v 214 )

2$1 2v

Falls f im Punkt 2* = (0,—2)" mit Multiplikator v* = 0 ein lokales Minimum von (P)
beséfe, so miisste die Hessematrix der Lagrangefunktion auf dem linearen Unterraum

K={zeR?*: d(z")z2=0} = {z: (21,22) " €R?: 2y :0}



positiv semidefinit sein. Allerdings gilt dort

-4 0

To2 _ _ T
z' ViL(0,-2,0)z =z < 0 0

>z:—4z%<0

fiir alle z € K\ {0} # 0. D.h. im Punkt 2* = (0, —2) " kann kein lokales Minimum von (P)
vorliegen.

Da nur eine Gleichheitsnebenbedingung bei der Menge M auftritt und keine Kleiner-
Gleich-Bedingung, betrachten wir denselben Kegel K wie in Teil (b). Wir zeigen, dass im
Punkt z* = (0,2) " mit Multiplikator v = 0 die Hessematrix der Lagrangefunktion positiv
definit auf K ist. Wegen

4 0

2'V2L(0,2,0)z = 2" ( 0 0

)z:4z%>0

fiir alle 2 € K mit 2; # 0 ist dies der Fall. D.h. im Punkt 2* = (0,2)" liegt ein striktes
lokales Minimum von (P) vor.

Aufgabe 35: Gegeben sei das Optimierungsproblem

(P)

(a)
(b)

Minimiere —(z122 + x123 + Tox3) unter x4 xo+ x3 = 3.

Bestimmen Sie alle KKT-Punkte von (P).

Verwenden Sie die hinreichende Optimierungsbedingung 2. Ordnung, um zu zeigen, dass
das Problem (P) im Punkt z* = (1,1,1) " ein striktes lokales Minimum besitzt.

Loésung;:

(a)

Wir definieren die Funktionen f : R*> — R und g : R® — R durch
f(z) = —(z122 + 123 + w2x3) und g(x) =21 +x2 + 23 —3

fiir alle z = (21,29, 23)" € R3. Die zugehorigen Gradienten lauten:

—To — X3 1
Vix)=| —z1—2x3 und Vyg(z)=| 1
—I] — T2 1

Die Lagrangefunktion zum Problem ist gegeben durch
L(x, 1)) = —(3311'2 + 123 + :ngg) + v(xl + o+ 23 — 3) ,

und die KKT-Punkte erhalten wir aus der Bedingung V,L(z,v) = 0 und g(z) =0, d.h.

—x9 —x3+v = 0,
—x1—x34+v = 0, sowie x1+ a2+ x3=23.
—r1—290+v = 0

Addition der ersten drei Gleichungen liefert —2(x; + z2 + z3) + 3v = 0 und daraus mit
der vierten Gleichung v = 2. Aus der ersten zusammen mit der vierten Gleichung folgt
dann z1 = 1. Weiteres Einsetzen ergibt x9 = x3 = 1. Der einzige KKT-Punkt ist daher
r* = (1,1,1)" mit v* = 2.



(b) Wir betrachten den Kegel
K = {z cR?: g’(x*)z:()} = {z = (zl,z’g,z?,)T ER3: 21+ 204 23 :0}

sowie die Hessematrix von L (bzgl. x)

0 -1 -1
ViL(z*,v*)=| -1 0 -1
-1 -1 0
Fir z € K gilt
-
21 —29 — 23
2IV2L(z* 0z = | 2 —21 — 23 | = —(z1(22 + 23) + 22(21 + 23) + 23(21 + 22)).
23 —21 — 29

Da fiir alle z € K die Bedingung z1 + 29 + z3 = 0 gilt, folgt daraus:
2IVEIL(x* v ) =2 4 25 422 >0 firalle z€ K, z#0.

Nach der hinreichenden Optimierungsbedingung 2. Ordnung besitzt daher das Problem
(P) im Punkt 2* = (1,1,1) T ein striktes lokales Minimum.

Aufgabe 36: Das quadratische Optimierungsproblem (P) sei gegeben durch:
(P)  Minimiere f(z,y) =2%—y* auf der Menge M = {(z,y)" € R?: z+2y <4,y >0}.

(a) Ist M kompakt?
(b) Gilt inf(P) > —oc0?

(c) Bestimmen Sie die Losung von (P). Verwenden Sie dazu die Kuhn—Tucker-Bedingungen.

Loésung:
(a) Die Menge M ist nicht kompakt, da sie etwa den Strahl {(—t,O)T > 0} enthalt und
somit nicht beschrénkt ist.

(b) Fiir ¢ > 0 betrachten wir die Niveaumenge
N, = {(x,y)T eR?: 22 —y? = —02}.
Fiir jeden Punkt (z,y)", der sowohl in M als auch in N, liegt, gilt somit y? = 2 + ¢2,
woraus wegen y > 0 folgt, dass y > ¢ sowie |z| < |y| = y erfiillt ist. Wegen
T+2y>2y—|z|>2y—y=y=>c

und der Bedingung x + 2y < 4 kann es also keine Punkte in M N N, fiir ¢ > 4 geben.
Insbesondere folgt damit inf(P) > —16.

(c) Nach Teil (b) und weil M nichtleer ist — zum Beispiel gilt (0,0)" € M —, folgt aus dem
Existenzsatz fiir quadratische Probleme (Satz 4.14 im Skript), dass (P) eine Losung hat.

Das Problem (P) lésst sich auch schreiben als



(P)  Minimiere (x,y)<(1) _?)(§)+(8)T<§>

auf der Menge

Da M nicht in Normalform beschrieben wird, kénnen wir den Satz von Kuhn—Tucker
fiir quadratische Probleme (Satz 4.15 im Skript) nicht direkt anwenden. Stattdessen lei-
ten wir alternative Kuhn—Tucker—Bedingungen her, wie wir es im Skript zur Einfithrung
des Verfahrens von Goldfarb—Idnani gemacht haben. Die notwendige Bedingung an eine
Extremalstelle z = (z,y) ' ist somit die Existenz eines v = (vy,v2) " > 0 mit

2Qz+c+ATv=0 und (b—A2)Tv=0.
Ausgeschrieben bedeutet das:

(1) 20 +v; = 0, sowie 3) (A—-—z—-2y)vy = 0,
(2) —2y+2v;—vy = 0 (4) yvg = 0.

Wir unterscheiden nun folgende vier Fille:

e vy =vy =0. Dann ist x = y = 0 wegen (1) und (2).

e v; =0,v2 > 0. Dann ist x = y = 0 wegen (1) und (4), und aus (2) folgt nun v = 0.
Dieser Fall kann also nicht eintreten.

e v; > 0,v2 = 0. Dann ist 2x+v; = 0 nach (1) und —y+wv; = 0 nach (2), also 2z+y = 0.
Aus (3) folgt « + 2y = 4 und zusammen dann z = —3, y = 3 und v; = .

e v; > 0,v3 > 0. Dann ist y = 0 und x = 4 wegen (3) und (4). Allerdings folgt aus (1)
dann v = —8. Dieser Fall tritt also ebenfalls nicht ein.

Der erste der beiden moglichen Fille fithrt auf den Funktionswert f(0,0) = 0, der zweite auf

f (—%, %) = —13—6. Der zweite Funktionswert ist kleiner als der erste. Ferner gilt (—%, %)T €
M. Also ist (—é §)T die gesuchte Minimalstelle und —13—6 der gesuchte minimale Wert von

313
f auf M.



