
Zusammenfassung 2
• Alle physikalischen Größen lassen sich durch Länge, Zeit, Masse 

ausdrücken

• Das SI-System beruht auf der operationellen Definition von 7 
Basisgrößen: Länge, Zeit, Masse, Stromstärke, Temperatur, Stoffmenge 
und Lichtstärke

• Dimensionsü̈berlegungen erlauben es, funktionale Zusammenhänge 
intelligent zu raten

• Die Begriffe Fehler und Unsicherheit werden häufig synonym 
verwendet.

• Systematische Fehler sind Verzerrungen des Messergebnisses, die von 
nicht ausreichend berücksichtigten störenden Einflüssen verursacht 
werden.

• Statistische Fehler sind zufälliger Natur. Sie können durch Wiederholung 
der Messung unter konstanten Bedingungen (meistens) erfasst werden.
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Abb. 1.33. Typisches Histogramm einer Verteilung von
Messwerten xi um den Mittelwert 〈x〉 bei statistischer
Fehlerverteilung

Der Mittelwert x von n Messungen xi wird nun
so gewählt, dass die Summe der Quadrate aller
Abweichungen (x − xi) minimal wird, dass also gilt:

S =
n∑

i=1

(x − xi)
2 = Minimum . (1.1)

Für die Ableitung dS/dx muss dann gelten

dS
dx

= 2 ·
n∑

i=1

(x − xi) = 0 .

Hieraus erhält man als Mittelwert

x = 1
n

n∑

i=1

xi , (1.2)

das arithmetische Mittel aller Messungen. Wegen∑
(x − xi) = 0 liegt das arithmetische Mittel x sym-

metrisch in der Mitte der Verteilung der Messwerte xi

in dem Sinne, dass die Summe der positiven Ab-
weichungen von x gleich der Summe der negativen
Abweichungen ist. Im Gegensatz zu diesen sym-
metrisch verteilten statistischen Abweichungen sind
die durch einen systematischen Fehler verfälschten
Messwerte immer in eine Richtung verschoben.

Die Frage ist, inwieweit das arithmetische Mittel x
von dem im Allgemeinen unbekannten wahren Wert
xw der Messgröße abweicht. Wir wollen nun zeigen,
dass bei Ausschalten aller systematischen Fehler das
arithmetische Mittel x mit wachsender Zahl n der Mes-
sungen dem wahren Wert xw immer näher kommt, dass

also gilt:

xw = lim
n→∞

1
n

n∑

i=1

xi (1.3)

Da man nicht unendlich viele Messungen ma-
chen kann, bleibt der wahre Wert im Allgemeinen
unbekannt!

Wir definieren als absoluten Fehler der Messung xi

die Differenz

ei = xw − xi (1.4)

und als absoluten Fehler des arithmetischen Mittels

ε = xw − x (1.5)

Die Mittelwerte sind dann 〈e〉 = 1
n

∑n
1 ei ; 〈e2〉 =

1
n

∑n
1 e2

i . Aus (1.2) folgt dann:

ε = xw − x = 1
n

n∑

i=1

(xw − xi) = 1
n

n∑

i=1

ei . (1.6)

Der absolute Fehler ε des arithmetischen Mit-
tels ist also gleich dem arithmetischen Mittel der
absoluten Fehler ei der Einzelmessungen.

Aus (1.6) folgt durch Quadrieren:

ε2 = 1
n2

( ∑

i

ei

)2

= 1
n2

∑

i

e2
i

+ 1
n2

∑

i

∑

j &=i

eie j ≈ 1
n2

∑

i

e2
i . (1.7)

Die Doppelsumme strebt mit wachsendem n gegen
Null, da für jeden festen Wert j gemäß (1.3) gilt:

lim
n→∞

1
n

n∑

i=1

ei = xw − xw = 0

und die Abweichungen ei , e j bei statistischen Fehlern
unabhängig voneinander sind.

Histogramm
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Abb. 1.32. Historische Messwer-
te für die Elektronenmasse in Ein-
heiten von 10−31 kg. Dargestellt
sind die relativen Abweichungen
∆m/m vom heutigen Bestwert in
Einheiten von 10−6 (parts per
million, ppm)

heiten die Umrechnungsfaktoren immer gleich 1 sind
[1.37].

In der theoretischen Physik wird häufig noch das
cgs-System benutzt, das als Maßeinheiten 1 cm, 1 g
und 1 s hat. Obwohl dieses System oft einfachere
Gleichungen erlaubt, muss man bei Umrechnungen im-
mer die entsprechenden Umrechnungsfaktoren kennen.
Nach internationaler Vereinbarung soll seit 1972 nur
noch das mksA-System verwendet werden. Die darin
benutzten Grundeinheiten und abgeleiteten Einheiten
(z. B. Geschwindigkeit in m/s) heißen SI-Einheiten. In
diesem Buch werden durchwegs SI-Einheiten verwen-
det!

Für eine detaillierte Behandlung der Grund-
größen und Maßsysteme wird auf die Literatur
[1.36–38, 1.48–50] verwiesen, insbesondere auf das
sehr gute Buch von Kamke.

1.8 Messgenauigkeit und Messfehler

Jede Messung ist mit Fehlern behaftet, die zwar durch
eine gute Messapparatur und sorgfältige Messungen
klein gehalten, aber nicht ganz eliminiert werden kön-
nen. Der endgültige Messwert muss daher immer
mit einer Fehlerangabe versehen werden, um seine
Genauigkeit erkennen zu können. Man unterscheidet
systematische und statistische (zufällige) Fehler.

1.8.1 Systematische Fehler

Systematische Fehler sind meistens bedingt durch
die Messapparatur, z. B. durch falsche Eichung ei-
nes Instrumentes, Nichtberücksichtigung von äußeren

Einflüssen, die den Messwert ändern können (z. B.
Temperaturänderung bei der Längenmessung, Verlän-
gerung des Pendelfadens durch das Pendelgewicht
usw.). Das Erkennen und die weitgehende Ausschal-
tung solcher systematischen Fehler bei Präzisionsmes-
sungen ist oft schwierig und hängt von der Sorgfalt
und der Erfahrung des Experimentators ab. Häufig wird
der Einfluss der systematischen Fehler auf das Mess-
ergebnis unterschätzt! Zur Illustration zeigt Abb. 1.32
die verschiedenen Messwerte für die Elektronenmas-
se mit den von den einzelnen Autoren angegebenen
Fehlergrenzen. Man sieht, dass die Messgenauigkeit im
Laufe der Jahre immer besser wird, dass aber die Ab-
weichungen zwischen den verschiedenen Messwerten
oft größer als diese Fehlergrenzen sind, ein Zeichen für
die Unterschätzung systematischer Fehler.

1.8.2 Statistische Fehler.
Messwertverteilung und Mittelwert

Hat man systematische Fehler ausgeschaltet, so erge-
ben verschiedene Messungen derselben Größe (z. B.
der Fallzeit einer Kugel bei konstanter Fallstrecke)
trotzdem nicht bei jeder Messung den gleichen Wert.
Dies liegt an ungenauer Ablesung eines Zeigers,
an Vibrationen des Messinstrumentes, oder auch an
Schwankungen der zu messenden Größe selbst. Die
Messwerte schwanken um einen Mittelwert, wobei
die Breite der Verteilung ein Maß für die Güte der
Messungen ist. Man kann eine solche Verteilung der
Messwerte xi durch ein Histogramm darstellen, in dem
die Fläche der Rechtecke jeweils die Zahl ni∆x =∆ni

der Messungen angibt, die einen Messwert im Intervall
xi −∆x/2 bis xi +∆x/2 ergeben (Abb. 1.33).
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Abb. 1.32. Historische Messwer-
te für die Elektronenmasse in Ein-
heiten von 10−31 kg. Dargestellt
sind die relativen Abweichungen
∆m/m vom heutigen Bestwert in
Einheiten von 10−6 (parts per
million, ppm)

heiten die Umrechnungsfaktoren immer gleich 1 sind
[1.37].

In der theoretischen Physik wird häufig noch das
cgs-System benutzt, das als Maßeinheiten 1 cm, 1 g
und 1 s hat. Obwohl dieses System oft einfachere
Gleichungen erlaubt, muss man bei Umrechnungen im-
mer die entsprechenden Umrechnungsfaktoren kennen.
Nach internationaler Vereinbarung soll seit 1972 nur
noch das mksA-System verwendet werden. Die darin
benutzten Grundeinheiten und abgeleiteten Einheiten
(z. B. Geschwindigkeit in m/s) heißen SI-Einheiten. In
diesem Buch werden durchwegs SI-Einheiten verwen-
det!

Für eine detaillierte Behandlung der Grund-
größen und Maßsysteme wird auf die Literatur
[1.36–38, 1.48–50] verwiesen, insbesondere auf das
sehr gute Buch von Kamke.

1.8 Messgenauigkeit und Messfehler

Jede Messung ist mit Fehlern behaftet, die zwar durch
eine gute Messapparatur und sorgfältige Messungen
klein gehalten, aber nicht ganz eliminiert werden kön-
nen. Der endgültige Messwert muss daher immer
mit einer Fehlerangabe versehen werden, um seine
Genauigkeit erkennen zu können. Man unterscheidet
systematische und statistische (zufällige) Fehler.

1.8.1 Systematische Fehler

Systematische Fehler sind meistens bedingt durch
die Messapparatur, z. B. durch falsche Eichung ei-
nes Instrumentes, Nichtberücksichtigung von äußeren

Einflüssen, die den Messwert ändern können (z. B.
Temperaturänderung bei der Längenmessung, Verlän-
gerung des Pendelfadens durch das Pendelgewicht
usw.). Das Erkennen und die weitgehende Ausschal-
tung solcher systematischen Fehler bei Präzisionsmes-
sungen ist oft schwierig und hängt von der Sorgfalt
und der Erfahrung des Experimentators ab. Häufig wird
der Einfluss der systematischen Fehler auf das Mess-
ergebnis unterschätzt! Zur Illustration zeigt Abb. 1.32
die verschiedenen Messwerte für die Elektronenmas-
se mit den von den einzelnen Autoren angegebenen
Fehlergrenzen. Man sieht, dass die Messgenauigkeit im
Laufe der Jahre immer besser wird, dass aber die Ab-
weichungen zwischen den verschiedenen Messwerten
oft größer als diese Fehlergrenzen sind, ein Zeichen für
die Unterschätzung systematischer Fehler.

1.8.2 Statistische Fehler.
Messwertverteilung und Mittelwert

Hat man systematische Fehler ausgeschaltet, so erge-
ben verschiedene Messungen derselben Größe (z. B.
der Fallzeit einer Kugel bei konstanter Fallstrecke)
trotzdem nicht bei jeder Messung den gleichen Wert.
Dies liegt an ungenauer Ablesung eines Zeigers,
an Vibrationen des Messinstrumentes, oder auch an
Schwankungen der zu messenden Größe selbst. Die
Messwerte schwanken um einen Mittelwert, wobei
die Breite der Verteilung ein Maß für die Güte der
Messungen ist. Man kann eine solche Verteilung der
Messwerte xi durch ein Histogramm darstellen, in dem
die Fläche der Rechtecke jeweils die Zahl ni∆x =∆ni

der Messungen angibt, die einen Messwert im Intervall
xi −∆x/2 bis xi +∆x/2 ergeben (Abb. 1.33).



  
   

  

  
  

 

 

RPP History Plots

• “...but it is 
important to be 
aware that 
fluctuations outside 
of the quoted errors 
can and do occur.”
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Abb. 1.35. Fehlerverteilungskurven für verschiedene Werte
der Standardabweichung σ um den wahren Wert xw

beschrieben wird (siehe z. B. [1.51]). Sie hat für
x = xw ihr Maximum, bei (x − xw) = ±σ ihre Wen-
depunkte und ist symmetrisch zum wahren Wert xw

(Abb. 1.35). Der Vorfaktor (2πσ2)−1/2 sorgt dafür das∫ +∞
−∞ f(x)dx = 1 wird. Bei unendlich vielen Mes-

sungen wird x = xw. Hat man aus n Messungen
σ bestimmt, so ist die Wahrscheinlichkeit P(|xw −
xi| ≤ σ), dass ein weiterer Messwert xi im Intervall
xw ±σ , also innerhalb einer Standardabweichung σ ,
liegt, durch das Integral

P (|xw − xi| ≤ σ) =
xw+σ∫

xw−σ

f(x)dx (1.19)

gegeben.
Einsetzen von (1.18) ergibt nach Berechnung des

bestimmten Integrals:

P (ei ≤ σ) = 0,683 (68% Vertrauensbereich)

P (ei ≤ 2σ) = 0,954 (95% Vertrauensbereich)

P (ei ≤ 3σ) = 0,997 (99,7% Vertrauensbereich) .

Man gibt das Ergebnis für den Mittelwert einer Mess-
reihe meistens mit einem Vertrauensbereich von ±σ
an und schreibt:

xw = x ±σ . (1.20)

Dies bedeutet: Bei Ausschaltung aller systematischen
Fehler ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass der wahre
Wert xw vom angegebenen Mittelwert x um nicht mehr
als σ abweicht, P = 0,68.

Da man mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,997,
d. h. praktisch mit Sicherheit, annehmen kann, dass

bei Wiederholung des Versuches das Messergebnis
innerhalb der dreifachen Standardabweichung liegt,
geben vorsichtige Experimentatoren das Resultat vie-
ler Messungen als Mittelwert mit der dreifachen
Standardabweichung der Einzelmessungen an:

xw = x ± 3σ = x ± 3 ·
√∑

(xi − x)2

n − 1
. (1.21)

Da das arithmetische Mittel x genauer als eine einzelne
Messung xi ist, wird oft als statistische Fehlerangabe
die Standardabweichungσm des arithmetischen Mittels
verwendet:

xw = x ±σm = x ±
√∑

(xi − x)2

n(n − 1)
. (1.22)

BEISPIEL

Für unser obiges Beispiel der Messung der Schwin-
gungsdauer eines Pendels würde das Ergebnis mit
der Unsicherheit der Einzelmessung für den 68%
Vertrauensbereich also lauten:

Tw = 〈T 〉±σ = (1,00 ± 0,025) s

und für den 99,7% Vertrauensbereich

Tw = 〈T 〉± 3σ = (1,00 ± 0,075) s .

Für die Standardabweichung des arithmetischen Mit-
tels ergibt sich

Tw = 〈T 〉±σm = (1,000 ± 0,0079) s .

Die relative Unsicherheit des arithmetischen Mittels ist
daher

∆Tw/Tw = 7,9 ·10−3 = 0,79% .

Anmerkung

Bei statistischen Vorgängen, bei denen die Mess-
größe x eine ganze Zahl xi = ni ist, die aber sta-
tistisch schwankt (z. B. die Zahl der pro Sekunde
aus einer Kathode emittierten Elektronen oder die
Zahl der radioaktiven Zerfälle pro Sekunde) erhält
man statt der Gaußfunktion (1.18) eine Poisson-
Verteilung

f(x) = xx

x! e−x x = ganzzahlig . (1.23)
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