2.1.9. Der harmonische Oszillator

@ Eine Drosophila der Physik. Wenn Sie den harmonischen Oszillator verstanden haben,
haben Sie einen Grolteil der fur das B.Sc.-Studium relevanten Physik verstanden®.

® Der harmonische Oszillator beschreibt die Bewegung eines Teilchens bei kleiner
Auslenkung aus der Ruhelage.

® Die rucktreibende Kraft ist proportional zur Auslenkung und entspricht dem niedrigsten
Term der Taylorreihe einer allgemeinen auf das Teilchen wirkenden Kraft.

Wir diskutieren im Folgenden den harmonischen Oszillator mit ansteigender Komplexitat.
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2.1.9.1 Implementierungen und Grundgleichung
Beispiel 1: Federpendel

® Ruckstellkraft bei kleiner Auslenkung mit Federkonstante k

F=-kxe,
@ Bewegungsgleichung ohne treibende Kraft und Dissipation
mi=—kx - i+wix=0

k
mit der Resonanz- oder Eigenfrequenz ~ w§ = —

Freier, ungedampfter, harmonischer Oszillator
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Motivation des Begriffs ,Eigenfrequenz” wg:

Wir starten von dem Losungsansatz x(t) = A cos(wyt) (oder auch x(t) = B sin(wqyt))
und setzen diesen zusammen mit der Hookeschen Kraft in das zweite Newtonsche

Gesetz mx = —kx ein.

d2
= m@A COS((UOt) = —kA COS(th)
= —m A w§ cos(wot) = —k A cos(wqt)
, _ Kk K
= Wy = — = Wo = T+ [—
m
\

Das System schwingt alleine mit der Frequenz wy bzw. mit der Periode T = 21/ w,.
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Beispiel 2: mathematisches Pendel S S S S S S S S
>

® Ruickstellkraft allgemein: F = —mgsina

@ Fur kleine Auslenkung gelten
sina~a ; x=l-a

x
F=-mgsina~-mg- - ¥+ wix =0

Resonanz- oder Eigenfrequenz ist dann

—1M.g COS (X

g
(U%=T

Freier, ungedampfter, harmonischer Oszillator
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Beispiel 3: Schwingungen eines 2-atomigen Molekuls

® Klassisches Modell: zwei Atome der Masse m; und m, mit Abstand a in Ruhelage.

® Bewegung der Atome in x-Richtung im Potential V' (x, — x;). Dadurch ubt m, auf m, die
Kraft F;, und m,; auf m, die Kraft F,, aus.

dV (x; — x1) _ dV (x; — x1)
dx4 B dx,

Fio(xy —x1) = — = —Fy

http://www.chemgapedia.de



dV(x;—x1)
dx1

@ Wennx, —x; =a = 0. Dies entspricht gerade genau der Ruhelage.

® Fur kleine Auslenkungen gilt gerade nach Durchfuhren einer Taylorentwicklung

Fip(a+€) — Fip(a) e
€

dx |x:a
d?V (x)
dx2 xX=a

Fi(x; —xq) = Fip(a+€) = Fip(a) +

~ Fp(a) + e

0+¢€

® Bewegungsgleichungen: myx; = +(xy —x1 —a) V''(a)

—(t2 —x1 —a) V'(a)

MmyX,
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@ Einfuhren der Relativkoordinate € = x, — x; — a ergibt als Bewegungsgleichung fur die
Relativkoordinate

1 1
é:=5€2—551=—(n71+m—2)V”(a)'6

€+ wie=0

' - my;+m
® mit der Resonanz- oder Eigenfrequenz  w§ = ———

V'(a) >0

mim,

@ Wenn die Gleichgewichtslage stabil sein soll, muss sie einem Minimum des Potentials
V' (a) entsprechen. Dann ist V''(a) > 0.

Freier, ungedampfter, harmonischer Oszillator

Klassische Mechanik, KIT, WS 2022/2023



Beispiel 4: Polarisation eines metallisches Nanopartikels

® Ein externes elektromagnetisches Feld
(Licht), kann das Dipolmoment in einem
kleinen metallischen Nanopartikel
resonant anregen.

zinnm

® Die zeitliche Dynamik dieses Dipol-
moments p(t) gehorcht der Differential-
gleichung eines harmonischen Oszillators:

P+ wip=0

Mehr dazu in der Optik
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Elektrodynamik

o Elektron

— Riickstellkraft

Atomkern

Materialeigenschaften in der Optik

Quantenmechanik
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2.1.9.2 Eigenschaften des harmonischen Oszillators

® Das Kraftfeld des harmonischen Oszillators ist wirbelfrei
0F, B 0F, B

—X__X_y tF =0
dy oz -0

B Wir konnen diesem daher ein skalares Potential zuordnen
X X 1
V(x) = —j E.(x")dx' = j kx'dx' = Ekx2
0 0

Potential ist eine quadratische Funktion.

B Es ist ein konservatives System, fur das Energieerhaltung gilt

L Q+k2—E— t
me ZX = = Ccons

11
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2.1.9.3 Losung des harmonischen Oszillators

a Wir nehmen als Anfangsbedingung an, dass der Massepunkt sich in Ruhe befindet
[x(ty) = 0] und sich zu diesem Zeitpunkt bei x(t,) = x, = a befindet.

. kK,
Energie: E =Ea

® Losen der Gleichung, die uns die Energieerhaltung beschreibt:

1 o ko _k
me ZX —Za

k

%2 = —(a? — x?)
m

2
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® Losen durch Separation der Variablen

k dx
—dt =+
V7’I”L Va2 — x2
k x dx’ X . X 0w
—t(x) = — = arcsin— — arcsin 1 = arcsin— —
\m a Va? — x'2 a a2
in= t-l-T[
— drcésin— = w —
a 02
X _ T
E:Sln (C()Ot+§) - x(t) = X COS wot

Die Bewegung ist eine zeitharmonische Oszillation um die Ruhelage.
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@ Mit der Wahl einer Anfangsgeschwindigkeit v, anstelle
einer Anfangsauslenkung

() Vo . ;
X = —SInw
Wo L

® Erinnerung: Die Bewegungsgleichung ist eine lineare
DGL zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten und
zwei Losungen:
%

x(t) = xgcos wyt + —2 sin Wyt
Wo

2 Vo 2 - Vo
x(t) = Jxo + (w_o) cos(wot —a) mit a =

XoWo

14

'Ruheposition
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2.1.9.4 Losung des freien, gedampften harmonischen Oszillator

® Ein realer harmonischer Oszillator ist immer auch durch Reibung charakterisiert.

FDiSS — —ry};ex - X+ 2]/56 + w%x =0 mit Yy = #
Beachten Sie bitte, dass in der Literatur dieser Reibungskoeffizienten manchmal mit
und manchmal ohne diesen Faktor 2 eingefuhrt wird. Wir verwenden ihn hier, um die
Losungen spater kompakter schreiben zu konnen.

a Die Kraft hangt von der Geschwindigkeit ab. Das System ist nicht konservativ. Die Kraft
wirkt der Geschwindigkeit entgegen. Der Energieverlust betragt:

d . .
a(T + V) = Fpjgs - I =— —1x7
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Arten der Reibungskrafte

m Stokesche Reibung: der Reibungskoeffizient ist keine Funktion der Geschwindigkeit,
y(v) =y = const

Beispiel: schnelle Teilchen oder Teilchen in zahen Medien (sehr hohe Viskositat).
8 Newtonsche Reibung: Reibungskoeffizient ist eine lineare Funktion der Geschwindigkeit.

y(v) = yov

Beispiel: sich langsam bewegende Korper (z.B. mit Fallschirm).
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11. Komplexe Zahlen

® Per Definition berechnet sich die imaginare Einheit i als

i*=-1

a Imaginére Einheit ist Losung der Gleichung x% +1 =0
m Komplexe Zahlz: z=a +ib mitdem Realteil a und dem Imaginarteil b

m Komplex konjugierte Zahl z*: i - —i dadurch z* =a —ib

O
-
-
@)
/)]
S
LL
—
()
L
@)
0
o=
©
=
()
i
)
(©
=

René Descartes pragte den Begriff im Sinne von ,abwertend’ und hielt komplexe Zahlen
far fiktiv und nutzlos...
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® Betrag einer komplexen Zahl:
r? =|z|? = a® + b?
® Phase einer komplexen Zahl:

b

¢ = argz = atan2 (E)

a Darstellung:

z=a+ib=r(cos¢ +isinge)

18

Zz=a+Dbi

Angepasst von https://de.wikiversity.org/wiki/Komplexe_Zahlen
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Rechenregeln

® Betrachte zwei komplexe Zahlen z; = a4 +iby und z, = a, + ib,

| Addition: Z1+2z,=a4+a, + l(bl + bz)

] I\/Iultlpllkatlon Z1+Zy) = Aq109 — b1b2 + i(a1b2 — azbl)

Al _ Z1Z; _ a{a, + blbz + i(—a1b2 + azbl)

Zy  ZyZy as + bs

a Division:
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Die komplexe Exponentialfunktion

2 Im Folgenden dricken wir die Koordinaten harmonischer Oszillation mit komplexen
Zahlen aus.

[ Die Messgrole (Observable) ist immer nur der Realteil. 1

® Wir nutzen nur aus, mit komplexen Grolden einfacher rechnen zu konnen!

m Beispiel: f(y) =cosy+isiny = ely
—— df . . . g
® Ableitung: o = siny +icosy =if(y) =ie"”

m Satz von Moivre: z% =7r%*® mit a=n €N
— (cos ¢ + isinp)™ = cos(ng) + isin(ng)
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Zahlenbereiche

Imaginary part

bs)

Z N©O P

maginary

L

Complex
C

1+ 7 1.5 - 2ni e+ mi g
L
Algebraic O
A V2 + N3\ T+ V2 2
1.7 - 2.8 -
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Real Algebraic, Real g
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. >
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Quelle: Twitter @zlatko_minev
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2.1.9.4 Losung des freien, gedampften harmonischen Oszillators

@ Bewegungsgleichung: X+ 2yx + w%x =0
a Ansatz: x et - A2+ 2yA+ w3 =0
® Losung: Ao =—yt i\/a)g — 2
m Allgemeine Losung HO: x(t) = ajet + q,e’2t

@ Die Koeffizienten ergeben sich aus den Anfangsbedingungen.

Wir diskutieren im Folgenden die Losungen abhangig vom Argument der Wurzel.
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Starke Dampfung: Kriechfall w§ < y?

® Zwei negative Wurzelargumente, rein imaginare Wurzel: 1, , = —y * Jyz — a)(z)

B Reelwertige Zeitkonstanten und exponentiell abklingend aufgrund starker Dampfung

@ Konstantenbestimmung aus Anfangsbedingungen: 0.4
z.B.x(0)=0und x(0) =v 0.3

>
2 0.2

%02
v
x(t) = e ¥ sinh (\/yz — w§ - t) 0.1
2

Jyz_wo 0
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Mittlere Dampfung: aperiodischer Grenzfall w3 = y*

® Wir haben hier eine doppelte Nullstelle, 4; , = —y
0.4
® Losungsansatz: x(t) = e "t (aq + a,t) 0.3 :Z;:f, ,
. 0
i ’y=5w0
® Konstantenbestimmung aus Anfangsbedingungen:  3° 02|
0.1 f
zB.x(0) =0und x(0) =v
0 | —
0 2 4 6 8 10
x(t) =vte o

@ Der Oszillator kommt nach Auslenkung schnellstmoglich zur Ruhe. Wichtig im
Geratebau (z.B. analoge Zeiger wie beim Tachometer).
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Schwache Dampfung: Schwingfall w§ > y*

® Wir haben hier zwei konjugiert komplexe Nullstellen, A1 , = —y + i\/a)g — y?

@ Konstantenbestimmung aus Anfangsbedingungen:

z.B.x(0) =0und x(0) =v

v
x(t) = e Ytsin (\/w(z) — y2t>
=

® Harmonische Schwingung mit exponentieller Dampfung.
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@ Dampfung verschiebt die Eigenfrequenz 1 o
- 70
_ 2 .2 —2v=w
W = \/(1)0 y 0.5' 5 — 0 ]
> 7_(“)0
Oszill d %
® Oszillationsperiode: 3
i ol NS ~
21T 21T
T = =
(1) 2 2 '0-5 1 1
w§—VY 0 10 20 30
wot
® Verhaltnis zweier Auslenkungen auf gleicher Seite:
X
D=——=¢ 5> InD=yT
Xn+2
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2.1.9.4 Losung des getriebenen, gedampften harmonischen Oszillators:
zeitharmonische Anregung

@ Wir betrachten jetzt nicht mehr nur den freien harmonischen Oszillators, sondern
diskutieren nun zusatzlich ein zeitabhangige Kraft, die den Oszillator antreibt

F(x,t) = —kxe, —rxe, + F(t)e,

® Die auldere Kraft kompensiert die Dampfung und fuhrt zu einer permanenten Bewegung.

@ Beginne mit dem Spezialfall einer zeitharmonischen Kraft:

F(t) = Fycos(Qt + 0)
7 T

Amplitude Winkelfrequenz Phasenverschiebung

@ Diese zeitharmonische Kraft fuhrt zu einer zeitharmonischen (stationaren) Bewegung,.
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® Inhomogene, lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung:

¥+ 2y% + wix = fcos(Qt +6)  mit f=%

® Losung: x(t) = xpom(t) + x5(t)

@ Die homogene Losung inklusive dem asymptotischem Verhalten aus vorheriger
Betrachtungen hat die folgenden Eigenschaften

Xhom(t > ) =0 - x(t > 00) = x4(¢)
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@ Aus fruheren Betrachtungen wissen wir, dass wir bei zeitharmonischer Anregung eine
ebenfalls zeitharmonische Antwort bei gleicher Frequenz erhalten:

a Ansatz: xs(t) = Acos(Qt + a)

a Komplexe Notation (wesentlich einfacher): xs(t) = ae®™ mit a = Ae'®

8 Kraft: fcos(Qt +0) » fe mit f = fe'®
® Ansatz und Kraft in DGL: (=02 + 2iyQ + wd)a = f
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® Fur eine gegebene Kraft konnen wir dann so die Antwort berechnen:

P —
—Q0? + 2iyQ + w§

Ael® = fet
: 2
—0% 4+ 2iyQ + w§

7

\/(wg —02)% +(2yQ)?

® Amplitude: A

278
wi—0?

® Phase: tan(@ — a) = tand =

Klassische Mechanik, KIT, WS 2022/2023
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AmwO/F

10

31

N O
o O

—v=0.01 W,
—7=0.1w, _

— fy=0.5w0 |

0.5 1
O/ w

1.5 2
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Interpretation

@ Die Schwingung hat die maximale Amplitude in Resonanznahe.
® Die Linienbreite der Resonanz ist proportional zur Dampfung.

® Phase: () K wy die Schwingung ist in Phase (d.h. gleiche Phase)
Q> wg die Schwingung ist um den Winkel = aulier Phase (180°)

® Der Nenner der Amplitude ist am kleinsten wenn Frequenz in der Nahe der
Resonanzfrequenz ist. Exakt:

Qg = Jwg — 2y?
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Interpretation

® Die maximale Amplitude ist dann:

F

Zym\/a)g — 2y?2

Amax

® Die Linienbreite der Resonanz ist hier definiert als die Breite bei der Halfte ihres
Maximalwertes

. 2 1 2
FWHM = Q, —Q; =2y mit  A%(Qy2) =5 A%(Q)
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2.1.9.4 Losung des getriebenen, gedampften harmonischen Oszillators:
beliebige Anregung

a Bisher haben wir nur die Moglichkeit einer zeitharmonischen Anregung betrachtet. Jetzt
wollen wir eine beliebige Anregung berucksichtigen.

@ Zur Losung gibt es zwei Moglichkeiten, die wir im Folgenden separiert diskutieren:

1) Fourierzerlegung
2) Greensche Funktion (Antwortfunktion)

B Beide Moglichkeiten wenden des Superpositionsprinzip von Kraften an.
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2.1.9.4 Losung des getriebenen, gedampften harmonischen Oszillators:
beliebige Anregung

® Superposition zeitharmonischer Krafte, deren Frequenzen ganzzahlige Vielfache einer
Grundfrequenz sind: periodische Kraft beliebiger Amplitude innerhalb Periodendauer.

F() = i fre 1

n=-—oco

® Dies nennt man eine Fourierreihe. Im Grenzfall einer unendlichen kleinen Grundperiode
fUhrt dies zu einer unendlichen zeitlichen Periodendauer.

® In dem Fall, wenn () — 0 geht, wird das diskrete Frequenzspektrum kontinuierlich und
man spricht von einer Fouriertransformation.
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12. Fouriertransformation

@ Fouriertransformation: mathematisches Werkzeug zur Zerlegung beliebiger
periodischer Funktionen mit Periode a in harmonische Schwingungen.

a

1 = 2m — . 2m
f(x) = EAO + z A,, cos (mFx) + 2 B, sin (m—x) =f(x+a)
m=1 m=1
u Diskrete Fourierreihe:

a a

Ay = %joaf(x) COS (mz—nx) dx ; B, = gjoaf(x) sin(mz—nx> dx

a Alternativ (komplexe Schreibweise):

1 imz—nx ] _i ! —im%rx
f(x)=—a 2 T fm—\/ajo f(x)e dx
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® Beim Ubergang von der diskreten Fourierreihe zur kontinuierlichen Fourtransformation
betrachten wir den Grenzfall einer unendlich kleinen Grundperiode.

T
B Der diskrete Index eine kontinuierliche Variabel: m— -k

a
a 0.0
® Die Summe wird zu einem Integral: 2 - ﬁj dk
m — 00
2T
m Das diskrete Spektrum wird kontinuierlich: fm - Ff(k)
\
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Fouriertransformation

O

1 (. . S
f) = 5= | Floedk AR
\ 4T J—oo < | £

) LLI

= | 5

— .

~ . o P
fo = 5= Feoe rdx 2| g
\ <7 oo 5 | 2

= K=

©

=

Notation und Normierung werden nicht einheitlich gehandhabt in der Literatur
und konnen von der hier verwendeten abweichen.
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Rechenregeln

® Ableitung einer Funktion: f'(x) o ikf(k)

m Hohere Ableitung einer Funktion: fM™(x) «  (ik)"f (k)

m Verschiebungssatz: flx—xg) & e f(k)
. 1
a S-Distribution: S(x —xp) < \/T_nelk%

Wichtigste Anwendung: Differentialgleichungen im Zeitbereich werden

algebraisch im Frequenzbereich
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Hinweise zur Notation

® Die Notation wie eine Fouriertransformation zu schreiben ist, ist leider nicht eindeutig.

@ Der Vorfaktor ist manchmal symmetrisch gewahlt (\/; > \/%) und manchmal

asymmetrisch (1 < i). De facto ist das nicht so wichtig, so lange Sie nach Hin- und
Ricktransformation die Funktion reproduzieren.

® Die Vorzeichenwahl der Exponentialfunktion ist unterschiedlich. Die hier verwendete

Notation f(t) = Ae'®t entstammt der Signaltheorie und ist hier angemessen.

2 Im Kontext der Wellenphysik, unterscheidet man spater zwischen einer

Fouriertransformation im Zeit- und im Ortsbereich. Fur eine Welle bendtigt man ein
unterschiedliches Vorzeichen. Daher wahlt man lblicherweise f(x,t) = Ae!(kx=wt),

Klassische Mechanik, KIT, WS 2022/2023
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Jupyter Notebook

® In diesem Beispiel illustrieren wir Details zur Fouriertransformation.

Jupyter Notebook
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13. Delta-Distribution (§-Distribution)

® Wir bendtigen die §-Distribution, um punktformige Anregungen in der Zeit im
Folgenden darzustellen.

@ Die 6- Distribution stellt eine Erweiterung des Funktionenbegriffs auf unstetige
Funktionen dar.

a Distributionen ermoglichen es, Losungen fur manche Differentialgleichungen zu
definieren, die im klassischen Sinn nicht hinreichend oft differenzierbar oder gar nicht
definiert sind.

In der physikalischen Literatur wird der Unterschied zwischen Distribution und
Funktion nicht immer wertgeschatzt und es wird auch von der §-Funktion besprochen.
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@ Definition:

Fx) = j F()8(x — x")dx

Die §—Distribution ist ein Funktional, welches eine Funktion auf eine Zahl abbildet.
@ Rechenregeln:

f(—x) = j f(xH)o(x + x")dx' = j f(x")o(—x — x")dx’

£(0) = j FGNS(—x)dx! = j £ dx!
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@ Eigenschaften:

5(x—x’)={0 xix,
© X=X
J S(x —xNHdx' =1

5(x) =6(—x)

5(t2 —a?) = % (6t—a)+d6(t+a))

1
d(ax) = m &5(x)
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d
m Ableitung der § —Distribution: o &5(x)
joo ! a 6( I)d !
_Oof(x ) 5 O —x)dx

© 0
= F)8Cx = x| D — j - f() 80— x')dx’

0
= @)
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® 6 —Distribution in hoheren Dimensionen:

S(x —xNVs(y—yN8(z—2) =8P -r)=6@r -1
U S(x —x)o(y—y)o6(z—2z)dx dydz = jooé(r —r)dV' =1

Fr) = j FaENS(r — 1)dv’
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m § —Distribution als Grenzubergang aus einer stetiger Funktion.

x2
m Beispiel: flx,0) = e o2

o\
@ Eigenschaften:

j_o:of(x, o)dx =1

f(x,0) =0 furx+0 wenng - 0

xZ

lirr(l)f(x, o) =lim——=e % = §(x)
o—

0-0 g+/Tr
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xZ
. _ . __2 —
Ll_r)r(l)f(x,a) _}tl—%_a\/ﬁe oz = §(x)

@ Diese Funktion multipliziert mit einer beliebigen analytischen Testfunktion und
integriert Uber den ganzen Raum, ergibt im Grenzfall den Wert der Testfunktion, dort
wo die Distribution lokalisiert ist.

® Damit sind alle Eigenschaften der §-Distribution erfullt.

® Falls man nicht mit der §-Distribution rechnen will, rechnet man mit einer solchen
Testfunktion und betrachten sie abschlielRend den Grenzwert.
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Zuruck zum getriebenen, gedampften harmonischen Oszillator mit
beliebiger Anregung

® Bewegungsgleichung:

n=oo

X+ 2yx + wix = 2 f et

n=—aoco

@ Partikulare Losung der inhomogenen DGL wird ebenfalls als Reihe geschrieben:

n=o0o
xs(t) = 2 Bneinﬂt

n=—oo

® Amplitude: fo = (—(nQ)? + 2iy(nQ) + wd) B,
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Alternativer Zugang: Greensche Funktion

B Anstelle der Zerlegung in zeitharmonische Anregungen, zerlegen wir jetzt die Anregung
in eine zeitliche Sequenz von Stolden.

@ Jeder einzelne Stold wird durch eine impulsformige §-Anregung beschrieben.

® Die Antwort des Systems auf einen einzelnen Stol} ist bekannt: diese entspricht gerade
der Greensche Funktion oder auch Antwortfunktion genannt.

® Die Greensche Funktion ist ein Mittel zur Losung inhomogener DGLs. Mit bekannter
Greenscher Funktion bestimmen wir die Antwort auf beliebige zeitliche Anregungen.
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® Bewegungsgleichung mit Kraftstol® zum Zeitpunkt t’ (ein Parameter der Gleichung):
X+ 2yx + wix = 65(t —t")

m Anfangsbedingungen: x(tL) =0 undx(tl) =0
(Teilchen in Ruhe und ohne Auslenkung vor dem Stol})

® Greensche Funktion: G(t;t) = x(t) (L&sung obiger Gleichung)

m Bekannt: Kausalitat: G(t;t')) =0 fart<t’
Zeitinvarianz: G(t;t') = G(t —t')
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a Allgemeine Bestimmungsgleichung far Greensche Funktion:

d2

d
” 2+2yd +w0]G(t—t’)—5(t—t)

® Fart > t' gilt dann aber

d2

d
” 2+2yd +w0]G(t—t’)—O

® mit bekannten Losung:

G(t—t") =e Y {g cos[w(t —t)] + a, sin[w(t — t)]}

mit w =\/a)(2) — y?
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a Wie bestimmen wir die Konstanten aus den Anfangsbedingungen? Wir integrieren die
Differentialgleichung Uber ein kleines Zeitintervall um den Stol3.

t'+e d2 d t +e€
lel_I)r(l) d2+2yd +w0]G(t—t)dt—11ng . S(t —thHdt
t=t'+e€
gg(l)[d G(t—t)] =limGe) =1

B Die Greensche Funktion ist stetig und beschrankt: kein Beitrag der letzten beiden
Terme.

® Weiterhin: limG(e) =0

e—0
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@ Aus diesen beiden Bedingungen bestimmen wir die Koeffizienten:

1
a, = 0O und a, = Z
® Greensche Funktion: o
& Kausalitat
Glt—t') = — o V(t=tn) sinfw(t —t)] t>t (Wirkung komm’f nach Ursache)
w , Retardierung
\ 0 t<t (Wirkung nicht instantan)
0.2/ Einhullende Amplitude
X 0
02 _ - Greensche Funktion ]
4 o 1 2 3 4 5 & 1 8 o 10
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® Beliebige Anregung:

|Ost:

B Bewels:

x(t) = Joo G(t—t)f(Hdt

X+ 2yx + wix = f(t)

d? d
5c'+2y5c+a)§x—j (d 2+2)/d +wO)G(t—t')f(tr)dt = f(t)

o6(t—tr)

j 6(t—t)f()dt" = f(t)
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Jupyter Notebook

® In diesem Beispiel illustrieren wir Details zur Losung des harmonischen
Oszillators.

Jupyter Notebook
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