2.2 Rotationsbewegungen

2.2.1 Winkelfrequenz, Drehimpuls, Drehmoment, Tragheitsmoment

a Wir haben die Translationsbewegungen kraftefreier Teilchen in einem kartesischen
Koordinatensystem (x, y, z) betrachtet, da die Bewegung eines kraftefreien Teilchens
so mathematisch am einfachsten beschrieben werden kann (Impulserhaltung).

® Das andert sich nun bei der Betrachtung von Rotationsbewegungen. Hier ist der
Impuls p nicht konstant. Fur die mathematische Beschreibung eignen sich besser
Polarkoordinaten (Radien und Winkel). Wir beschranken uns hier zunachst auf
Bewegungen in einer Ebene. Dazu fuhren wir Kreiskoordinaten ein.

® Wir werden sehen, dass fur Rotationsbewegungen unter geeigneten Bedingungen ein
weiterer Erhaltungssatz gilt far eine neue Grol3e, dem Drehimpuls L.
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2.2.1.1 Gleichformige Kreisbewegung eines Teilchens in der Ebene

® Ein Teilchen der Masse m bewege sich mit konstanter y
Geschwindigkeit v = |v| auf einer Kreisbahn mit Radius r. I
Seine Koordinaten sind ;
x=r-cos¢ ; y=r-singp | ¥ N m
® Der Winkel ¢ wachst mit der Zeit t. Wir definieren r
die Winkelgeschwindigkeit / 5 |
v = const | >x
w = do = ¢ = wt \»
dt

@ Dann folgt (v = const):

UV, = X = —wr - sinwt 5 5
V= Uy TV, =wr

vy =Y = +wr - cos wt

()
./
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a Die allgemeine Bewegung in der Ebene kann vollstandig mit den Kreiskoordinaten
(o(t),r(t)) beschrieben werden. Die angegebenen Beziehungen x(¢,r) und y(¢,r)
sind die Transformationsgleichungen zwischen den beiden Koordinatensystemen.

@ Fur drei Dimensionen werden je nach Symmetrie des Problems die Kreiskoordinaten
erweitert zu Zylinderkoordinaten (Achse z) oder Kugelkoordinaten (Winkel 8).

@ Fur periodische Bewegungen ist eine weitere
Grolde nutzlich, die Periodendauer T bei

konstanter Winkelgeschwindigkeit w:
B 211 B
UV = T = Wwr
2T 21T
W= bzw T=—
T W

Winkel ¢ / 2n
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@ Geschwindigkeit v und Winkelgeschwindigkeit w sind bzgl. der jeweiligen Koordinate
analog definiert:

X=v-t ; o=w-t

m Aber: die Geschwindigkeit ist eine vektorielle Grolie. Kann man der Winkel-
geschwindigkeit auch eine Richtung zuordnen? Ja!

@ Die relevante Richtung einer Drehbewegung in der Ebene ist die Orientierung der
Ebene im Raum (Normale der Ebene). Wir definieren den axialen Vektor w mittels

) wlr
V = WXr = VvV=wrsina r r

wlr > v=wr
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@ [st die Formel auch richtig, wenn w nicht senkrecht zum Ortsvektor r ist?
W A

_ a

sina = —

r

r 21a ]
« U=T=wa=wrsma=|w><r| v
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2.2.1.2 Drehimpuls und Drehmoment

® Ein Teilchen der Masse m bewege sich mit dem Impuls
p=mv

auf einer beliebigen Bahn r = r(t). Wir definieren dann den Drehimpuls L
des Teilchens bzgl. des Ursprungs des Ortsvektors r zu

m2
L = rxp L] = kg?

Das Drehmoment M bzgl. des Ursprungs von r definieren wir als
M = rxF [M] = Nm
worin F die auf das Teilchen wirkende Gesamtkraft darstellt.
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® Wie sind Drehimpuls und Drehmoment miteinander verbunden?
Wir berechnen dazu die zeitliche Ableitung von L:

dL—d(x)— drx +><dp— XF
dc _dr ORI EM VT T
vXv =20

Damit folgt die fundamentale Beziehung

dL dp

~dr entspricht hinsichtlich der Form F =—

M
dt
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Drehimpulserhaltungssatz

4 )

Der Drehimpuls eines Teilchens bleibt konstant solange kein Drehnmoment
auf das Teilchen ausgeubt wird.
\_ J

Beachte: Drehimpuls und Drehmoment hangen vom gewahlten Bezugspunkt ab!

Klassische Mechanik, KIT, WS 2022/2023



® Beispiel: Hebelgesetz

Zwei Korper auf einer Balkenwaage uben auf dem aulersten Ende ihrer Arme die
Schwerkrafte F; = myg und F, = m,g aus. Die Waage ist im Gleichgewicht, wenn kein
Drehmoment wirkt. S sei der Ursprung und die Balkenlangen betragen r; und r,.

Fur die Summe der Drehmomente gilt ry S ry

N F
M1 + M2 = 7"1F1 + TZFZ — (mlrl + mZTZ) g Fi i

Mit M; + M, = 0 erhalten wir das Hebelgeseiz

_ /Ungleiche Gewichte stehen im Gleichgewicht in Absté’mden,\
M7y = Mal? die sich umgekehrt verhalten wie die Gewichte.

\Archimedes, um 250 v.Chr.

)
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® Verallgemeinerung des Hebelgesetzes

Fur die Summe der Drehmomente haben wir erhalten
Mges = My + My = 1 Fy + 13F, = (myry + myry) - g

Der Schwerpunkt beider Massen ist gegeben durch (vgl. Kap. 2.1.4)

mqr; + myr,

m; +m,

Das gesamte Drehmoment M, verschwindet also dann, wenn der Auflagepunkt S
(hier Ursprung des KS) im Schwerpunkt R der beiden Massen liegt. Allgemein:

Wenn ein Korper um eine Achse durch den Schwerpunkt R drehbar aufgehangt
Ist, bleibt er in jeder Lage stabil, da das gesamte Drehmoment, das durch sein
\Gewicht ausgeubt wird, Null ist.

)
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@ Beispiel: Drehimpuls fur Kreisbewegung mit @ L r

L A
L=mrXxv=mrX(wXr)
p
=m|(r-r)ow-—(r-w)r] >>m
= L=mr’w r(t)
Mit dem Tragheitsmoment eines Teilchens
J=mr?
erhalt man dann den Ausdruck
L=Jw entspricht hinsichtlich der Form p=mv
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@ Beispiel: kinetische Energie fur Kreisbewegung mit @ L r

L A
1 1
Exin = imv2 =5m (wXr)? p
m
1 2
=—-m(wr) r(t)
2
1
_ 2Y ;)2
> (mr<) w
R, i )
Elin = > Jw entspricht hinsichtlich der Form  E};, = Em v
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® Damit in diesem Beispiel das Teilchen auf der Kreisbahn bleibt, muss eine Kraft F
auf das Teilchen wirken, die zum Mittelpunkt Z der Kreisbahn gerichtet ist.

Wie grol} ist dann das wirkende Drenmoment?

Feststellung: F ist eine Zentralkraft mit

r
F=—F-

L A

r
F
M=r><F=—(r><r)-;=O <

Die Kraft F bt kein Drenmoment aus und der Drehimpuls L ist konstant.
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@ Beispiel: Drehimpuls fur Teilchen mit konstantem Impuls p

Ein Teilchen bewege sich entlang einer geraden Linie mit konstanter Geschwindigkeit.
Es passiert einen Punkt P im kurzestem Abstand b.

Der Betrag des Drehimpuls L bzgl. des Punktes P ist dann

L = |rxp|
=rpsina=bp

Der Drehimpuls hangt also vom Bezugspunkt P ab
und ist im Allgemeinen nicht Null.

Nur fur den Spezialfall b = 0, wenn die Teilchenbahn
den Punkt P enthalt, verschwindet der Drehimpuls.
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