3. Mechanik starrer ausgedehnter Korper
3.1. Tragheitsmoment und Tragheitstensor

Ein ausgedehnter Korper besteht aus sehr vielen Massepunkten (Atomen)
mit Massenm;,i = 1,2,...,N.

Wir nennen ihn starr wenn die Massepunkte eine feste unveranderliche raumliche
Beziehung zueinander haben.

Die Gesamtmasse M betragt

mi= [ payav=[ p@)dvdyds; [p] = kgm™
vV vV

<
[
it]=

L=
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Im letzten Schritt haben wir die Summe in ein Volumenintegral tGber die
Massedichte p(r) Gberfuhrt.

Dies ist ndherungsweise gerechtfertigt, weil die Massepunkte (die Atome) extrem klein
sind im Vergleich zur Gesamtgril3e eines makroskopischen Kdrpers.

Der Schwerpunkt (siehe Kap. 2.1.4.) des starren Kdrpers resultiert aus der Summe bzw.
dem Integral

_ Z:Iiv=1 mr; Zliv=1 m;Ij R fV p(r) rdVv
Xk 1My M M
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Vorlesungsexperiment

Bestimmung des Schwerpunkts im Schwerefeld der Erde.
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Eine an den starren Korper angreifende Kraft kann beliebig entlang ihrer Wirkungslinie
verschoben werden.
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Fir r, — ry = const. kann ein Kraftepaar beliebig verschoben werden
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weil das Drehmoment M = r, X F + r; X (—F) = (r, — r;) X F konstant bleibt.
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Die gesamte kinetische Energie lasst sich darstellen als die Summe aus der kinetischen
Energie der Bewegung des Schwerpunkts und der Rotationsenergie.

Dies wollen wir jetzt ableiten.

Dazu zerlegen wir die Ortvektoren der Massepunkte (siehe Kap. 2.2.2.) im Laborsystem

rr=R+r]

in den Schwerpunkt R und den Ortsvektor im Schwerpunktsystem r;.
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Damit wird die gesamte kinetische Energie
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Der grune Term ist gleich Null wegen

dr; dr; oy my
Eml Zml—l— Zml—l— : 1Mldt=0

Damit haben wir
2 N
1 dR 1 ND
Ekin=EM E + EZlmi((l)Xl'i)
1=
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Damit gilt

und wir erhalten

o X 1}| = |w| - |rj| - sing = |w] - 7;

=0

Tragheitsmoment
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Zusammenfassung: Die gesamte kinetische Energie lasst sich darstellen als die Summe
aus der kinetischen Energie der Schwerpunktbewegung und der kinetischen Energie der
Rotation des Korpers (Rotationsenergie)

Ean = oM (R 2+1® ?
kin =25 \ae) T27°

mit dem Abstand des Massepunktes i zur Drehachse r; und dem Tragheitsmoment ©

N
0= Zmiriz —>J r2dm = J p(r) r4dv
i=1 4 4
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Das Tragheitsmoment hangt dabei nicht nur von der Gestalt des Korpers ab, sondern
auch von der Drehachse.

Wir kommen hierauf weiter unten im Zusammenhang des Satzes von Steiner zurtck.

Zunachst einmal wollen wir jedoch einige Beispiele flr das Tragheitsmoment berechnen.
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Beispiel: Tragheitsmoment eines homogenen Wirfels mit Kantenlange L

Die Drehachse w gehe dabei durch die Wirfelmitte (Schwerpunkt) und sei parallel zu e,
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Damit wird das Tragheitsmoment

L L L

L

2072 (T2 2
®=j przdl/:pj j f (x2+y2)dxdydz=pLj
: TRTRE

L

L z L
U e X | S L 2(2(L\" ;
_NJ; 3 Y y_pL££3§§ Tyl fdy

2 —5 2

L

+_
_ ]2 L\’ L 2 (2 L3L+21H:l_
—PRI3\Z) YT TP B\ 3\2) )7

1 1
[°—=-—ML*=0
P66
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Beispiel: Tragheitsmoment eines homogenen Vollzylinders

Die Drehachse w sei identisch mit der Zylinderachse
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Damit wird das Tragheitsmoment

®=J prde=f pr? dx dy dz
v v

Die Berechnung dieses Integrals ist mdglich in kartesischen Koordinaten, aber qualvoll.

Verwende dem Problem angepasste Koordinaten.
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Volumenintegrale in Zylinderkoordinaten

Wir betrachten ein infinitesimal kleines Flachen- bzw. Volumenelement

AQ{S;C‘.K(

——

v
ol

= § Fliahe V“‘/("O(Y
PRI " & 4

-

\_

]dV=fdxdydz=frdrd<pdz

~

)

17

O
-
i
@)
(7))
=
LLl
[ -
o
i
&)
72]
g
®©
=
o
i
——
®
=

Klassische Mechanik, KIT, WS 2022/2023



18

Damit wird das Tragheitsmoment des homogenen Vollzylinders

R

R (2w rh R 1
®=f prde=pf f frzrdrdcpdz=p2nhf r3dr=p2nh[—r4]
v o Jo Jo 0 4,

=p2 th4
= p LT 2

Mit der Massendichte p =

TR2h

= O =—MR?
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Beispiel: Tragheitsmoment eines Hohlzylinders mit dinner Wand

Die Drehachse w sei identisch mit der Zylinderachse
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Hier haben alle Massepunkte den gleichen Abstand, ndmlich R, von der Drehachse.

Das macht die Bestimmung des Tragheitsmoments des Hohlzylinders besonders einfach

® = MR*?

Dieses Tragheitsmoment ist doppelt so grol3 wie das des Vollzylinders.
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Welitere Beispiele:

siehe https://www.maschinenbau-wissen.de/skript3/mechanik/kinetik/295-
haupttraegheitsmoment
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Beispiel: Nutzen des Tragheitsmoments

Betrachte Zylinder, die eine schiefe Ebene herunterrollen.
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Aus dem Energieerhaltungssatz bekommen wir

1 2.1 2
mgh =5 mv +§G)a)

mit v = wr

Ein Hohlzylinder mit grol3em Tragheitsmoment rollt also langsamer als ein Vollzylinder
(bei gleichem Radius und gleicher Masse).
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Vorlesungsexperiment

Zylinder rollen schiefe Ebene herunter.
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Der Satz von Steiner

Die Berechnung des Tragheitsmoments hangt auch von der Drehachse ab und kann sehr
muhselig sein. Der Satz von Steiner verbindet die Tragheitsmomente zugehorig zu

verschiedenen Drehachsen.

>
._.7 (/\)a
iis ¢

\

> Cu 9 AéS‘fO"'d( O(e/v

{D,Jwésm

|wS| = |wa| = w
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Im Schwerpunktsystem ist die kinetische Energie

1 2
Exin s = E@sw

Im System mit um a = |a| verschobener Drehachse kommt die Bewegungsenergie des
Schwerpunkts hinzu

1 dR

1 2
Exin,a = E@swz toM (E)
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Mit

mit

= Ekin, a —

1

2

@SO)Z +

dR o
— =Wy Xa
dt a

1
2

@a =®5+Ma2

1 1
—Mw?a* = > (Og + Ma?)w? = EG)aa)z

Satz von Steiner
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Beispiel: Vollzylinder, um a = R verschobene Drehachse

A
{
ﬁ Heg s3é M

1 2 2 3 2
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Der Tragheitstensor
Bei Drehbewegungen von Massepunkten (vgl. Kap. 2.2.) hatten wir

L=0w: 0O=mr?

Der Vektor des Drehimpulses und der Vektor der Winkelgeschwindigkeit
zeigten also in die gleiche Richtung.

Dies ist I.A. beim starren ausgedehnten Korper nicht mehr der Fall.

Das Tragheitsmoment wird zu einer Matrix, dem Tragheitstensor.
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N N
L=Zrl-><pi =Zmi Ir; X V;
i=1 i=1

mitv; = w X 1

N
=>L=Zmiri><(w><ri)
i=1

Dieser Vektor L zeigt i.A. nicht in die gleiche Richtung wie .
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Berechne r; X (w X 17;)

Wy Z; — WY yi(wxyi - (nyi) — Zi{(W,x; — Wy Z;)
I; X | WzXi — WxZj | = zi(a)yzi — a)zyl-) — xi(a)xyl- — a)yxl-)

W, Vi — Wy X
x i yl xi(wzxi — a)xzi) — yi(wyzi _ wzyi)

2 2
()’i + z; )wx — XiYiWy — XiZjW,
_ 2 2
= | =X Yiwy + (xi T Z )(Uy — YiZiWy

2 2
—XiZiWy — YViZiWy + (x7 +y7)w,
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N N X
z mi(YiZ + le) — z miXx;yi — z mixizi
i=1
Lx N Wy
>L=[Ly|= Z m;x;y; z ml(x + ZZ) —z m;yiz; (wy>
L, i=1 Wy
N N
\ 2 mX;Zz; - Z m;yiZz; z my (xf + 3’12)/
=1 =1 =1
=>L=0w

mit dem Tragheitstensor ® (einer symmetrischen 3 X 3 Matrix), ...
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... mit den drei Tragheitsmomenten (Diagonal-Elemente)

mi()’iz + le)

m;(xf + y7)

N
=1
N
('*)yy = Zmi(xiz + le)
=1
N
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und den drei Deviationsmomenten (Nicht-Diagonal-Elemente)

®xy = ny
®yz = @Zy
O = Oy

N
—zmixi}’i
i=1
N
— E m;y;z;
i=1
N
— E m;x;zj
i=1
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Rotationsenergie dargestellt mit dem Tragheitstensor

Mit Hilfe des Tragheitstensors kbnnen wir die Rotationsenergie des starren Korpers
In allgemeiner Form darstellen wie folgt

N

N
1 1
Exin = Ez m;v{ = Ez m;(w X 1;)?
i=1

=1

mit
Wy Zi — WY

W XTI = | WzXj = WxZ;
WyYi — WyXj
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N
2 2
= Eyin= Z m; ((wyZi — 0, y;) + (WX — wy2)? + (Wyy; — wyx;) )
i=1

N

= z m; (27 wh — 2y;210,w, + Y7 WE + X WE — 2x;2;0,w, + Zf Wi + Y w?
i=1

— 2X; YWy Wy + X{ W5)

— 1 2 2 2

= (Oxx @2 + 0,y w2 + 0,02 + 20,0, 0, + 20,,0,0, + 20,,w,w,)

_1@
—2(1)(1)
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Zusammengefasst haben wir also die einfache quadratische Form fur die
Rotationsenergie des starren Kdrpers mit dem Tragheitstensor @

1 1
Ekin = E(l)@w * E Ow

als Verallgemeinerung des Ausdrucks mit dem Tragheitsmoment ® flr eine bestimmte
Drehachse

1 1
Ekin — E(l)@(l) = E@(j)
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Dargestellt im w-Raum ist die Flache konstanter Rotationsenergie ein Ellipsoid,
das Tragheitsellipsoid (fur beliebig geformte Korper, auch z.B. fur ein Automobil)

Ellipsoid mit drei paarweise
ungleichen Halbachsen

Ist der KOrper beispielsweise eine Kugel oder ein Wirfel, so wird das Tragheitsellipsoid
zU einer Kugel.

38 Bildquelle: wikipedia
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Haupttragheitsachsen

Fur spezielle Drehachsen konnen die Vektoren des Drehimpulses und der
Winkelgeschwindigkeit in die gleiche Richtung zeigen.

Diese Richtungen bzw. Achsen nennt man Haupttragheitsachsen.

Wenn eine Automechaniker”in einen Autoreifen ,auswuchtet” durch das Anbringen kleiner
Massen, macht sie die Radachse zu einer Haupttragheitsachse.

Ohne dieses Auswuchten treten Drehmomente auf, die die Radlager belasten und auf
Dauer schadigen.
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Vorlesungsexperiment

Rotationen mit und ohne ,Unwucht”.
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Mathematisch sind die Haupttragheitsachsen (auch ,Hauptachsen®) die Eigenvektoren
des Tragheitstensors, sie folgen also der Eigenwertgleichung

L=0w=20 >0O-11)w=0

mit dem Eigenwert A.

In drei Dimension gibt es im Allgemeinen drei linear unabhangige Haupttragheitsachsen
(und drei Eigenwerte), die oft mit Symmetrieachsen des Korpers zusammenfallen.
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Koordinatentransformation auf das Hauptachsensystem

Fir nicht-triviale (trivial heil3t @ = 0) Lésungen muss gelten (siehe Kap. 2.1.11.)

det(® — 1) = 0

Diese Determinante fiihrt zu einem Polynom dritter Ordnung in A, das i.A. drei
verschiedene Lésungen hat, 44, 4,, 13.

Sind zwei oder drei Eigenwerte identisch, spricht man von einer Entartung.

Die dazu gehorigen Eigenvektoren w4, w,, w3 sind orthogonal (weil @ symmetrisch ist)
und kébnnen normiert und als neue kartesische Basis verwendet werden.
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Im Laborsystem schreiben wir

X 1 0 0
r = <y>=x<0>+y<1>+z<0> = xe, +ye, + ze,
Z 0 0 1

Mit den drei Haupttragheitsachsen w{, w,, w5 schreiben wir den Vektor r

r = X101 ~+ Xo2 - ~+ X303

mit den drei Komponenten im kartesischen Hauptachsensystem x4, x5, X3
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In diesem Koordinatensystem hat der Tragheitstensor die besonders
einfache Diagonalform

A, 0 0
@I — O /12 0
0 0 A,
weil gilt
@I(l)l — /11(!)1, ®’w2 — Az(l)z, (')’(1)3 — 2,3(1)3

per Konstruktion.
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3.2. Kreiselbewegungen
Der Vektor der Winkelgeschwindigkeit w ist die Drehachse der Drehbewegung.

Im Kapitel 3.1. hatten wir die Drehachse als fest bzw. als vorgegeben betrachtet.

Was passiert wenn sich die Drehachse frei einstellen kann?

Im Kapitel 3.2.1. beantworten wir diese Frage fur den kraftefreien Kreisel.
Dies fuhrt uns zur Nutation.

Im Kapitel 3.2.2. betrachten wir den Kreisel unter dem Einfluss von Kraften.
Dies fuhrt uns zur Prazession.
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3.2.1. Nutation

Wir unterstitzen den Kreisel im Schwerpunkt. Im Schwerefeld der Erde ist dann das
Drehmoment M = 0 und der Drehimpuls des Kreisels ist konstant, L. = const., also

L = ®Ow = const.

Daraus folgt aber nicht, dass w = const., weil der Kdrper (der Kreisel) sich im Raum
bewegt und sich sein Tragheitstensor @ = @(t) dabei zeitlich andert.

Nur wenn die Drehachse mit einer Haupttragheitsachse zusammenfallt gilt ® = const.
und w = const. Diese Konfiguration wird im Kurskreisel angewendet.
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Vorlesungsexperiment

Kurskreisel
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Im Laborsystem (= Inertialsystem) ist das Problem sehr kompliziert wegen @ = O(t).
Wir haben die Bewegungsgleichung

dL d (Ow) = M
—_— = — W) =

dt dt

Im Hauptachsensystem ist der Tragheitstensor hingegen per Konstruktion konstant und

das Problem wird einfacher. Das Hauptachsensystem ist ein kartesisches
Koordinatensystem, es ist aber kein Inertialsystem.
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Erinnerung

Im Kapitel 2.2.3. (Rotierende Bezugssysteme) hatten wir die Transformation auf das
rotierende System flr den Geschwindigkeitsvektor kennen gelernt und dargestellt wie

dr_d’r_l_ y
ac _dr " ®°

Fur den Drehimpulsvektor erhalten wir analog durch die Ersetzung r — L

dL_d1L o
e de @
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Wir erhalten die Bewegungsgleichung

L _dL oxL=M
at  dr @ B

! !

d , , 4 /
_E(Ow)+wx(®m)—®E+wX(®w)

Ausgeschrieben in Komponenten:

/11(,(.)1 ~+ (1)2/130)3 — Cl)3/120)2 — M1
/12(,(.)2 ~+ 0)3/110)1 — Cl)]_/’{ga)g — MZ
/13(1)3 ~+ (1)1/12(1)2 — (1)2/11(1)1 — M3
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Dieses Gleichungssystem

-

/11(1.)1 ~+ (1)2/13(1)3 — (U3/12(1)2 —_ M1
}12(1.)2 + (1)3&1(1)1 — (1)1/13(1)3 — Mz
/13(1.)3 + (1)1/12(1)2 — (1)2/11(1)1 —_ M3

\_

nennt man die Eulerschen Kreiselgleichungen.

Durch die Transformation auf das Hauptachsensystem sind dies drei gekoppelte
nichtlineare Differentialgleichungen, deren Losung I.A. auch nicht trivial ist.
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Vorlesungsexperiment

Nutation
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FUr die reine Nutation haben wir M = 0.

Weiterhin betrachten wir einen symmetrischen Kreisel mit A; = A, # A3, z.B. einen
Zylinder. (Der Fall A; = A, = A5 isttrivial, der Fall A; # A, # A3 # A, ist sehr komplex.)

Wir erhalten

/11(1.)1 + (/13 - /11)(1)2(1)3 — 0
/12(1.)2 + (/11 - A3)(U1(U3 —_ O
/13(1.)3 + 0=0

= w3 = const.= ¢
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cw, =0

1
cwy =0

Wir machen den Ansatz:
(a)l) _ A (cos(kt))
wy/ 7 \sin(kt)
Hierbei ist k die Nutationsfrequenz. Einsetzen in die erste Gleichung fuhrt zu

Aa— A Aa— A
> ledsin(kt) =0 =>k=—"1¢

—kA sin(kt) + 7 7

Klassische Mechanik, KIT, WS 2022/2023



55

Einsetzen in die zweite Gleichung ist analog und fuhrt zum identischen Ergebnis.

Dies bedeutet anschaulich, dass sich der Vektor m im Kreiselsystem um die 3-er Achse
(die so genannte ,Figurenachse”) auf einem Kegelmantel dreht.

Im Kreiselsystem dreht sich auch der Drehimpuls L auf einem Kegelmantel um die
Figurenachse, der Winkel mit der Figurenachse ist aber i.A. anders wegen

Ar 0 0 A cos(kt) A1 A cos(kt)
L — @ICU — O /12 0 A S]n(kt) — /11 A Sln(kt)
0 0 A; 0 Azc

(die Komponenten #1 und #2 werden mit einem anderen Faktor multipliziert als #3)
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Graphisch (im Kreiselsystem):

dargestelltist der Fall A3 > 4, = 4,
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Wie sieht das Verhalten aus dem Laborsystem (= Inertialsystem) heraus gesehen aus?

Hier ist der Drehimpuls erhalten, also fest, wegen M = 0 = L = const.

Daher drehen sich aus dem Inertialsystem heraus gesehen die Vektoren w und die
Figurenachse um den festen Drehimpulsvektor.

Hierbei ist zu beachten, dass man eigentlich beim Hinschauen nur die Figurenachse
,sieht”, weil sie unmittelbar mit dem kreiselnden starren Korper verknupft ist.
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Graphisch:
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3.2.2. Prazession

Wenn wir den Kreisel aul3erhalb seines Schwerpunktes unterstitzen > M # 0.

Die Eulerschein Kreiselgleichung (siehe Kap. 3.2.1.) gelten weiterhin.
Deren mathematische Ldsung ist aber nicht einfach.

Wir betrachten daher im Folgenden nur ein einfaches Beispiel im Schwerefeld der Erde.
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Vorlesungsexperiment

Prazession eines Motorradreifens.
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Beispiel:

Seitenansicht

Aufsicht
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Im Zeitintervall dt dreht sich der Drehimpulsvektor um den Winkel d¢

dL Mdt
WETTT
N
d M
T
\_ /

mit der Winkelgeschwindigkeit der Prazession wy,.

Die Prazession kann man als eine Ausweichbewegung interpretieren.
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Vorlesungsexperiment

Prazession und Nutation konnen auch gemeinsam auftreten.
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