Klassische Experimentalphysik I — Mechanik
Winter 2015/2016, Prof. Thomas Miiller, IEKP, KIT

Aufgabenblatt 7; Ubung am 09.Dezember (Mittwoch)
1. Unfall:

(a) Bewegungszustand:
30km/h = 39000 ™ — 8 3™ 70km/h = 19,42

Impulssatz:
my Uy + Mt = (Mg + my)Vunfai
. _ MUk +
Unfall e+ My
Mit Zahlen:
19,4 \ ,, 0
. m o4 q . m
) 500kg ( 0 >S—|— 000kg (8.3)5 %.1974 m
v = = _
Unfall 1500kg 2.83 ) s
(b) Dissipierte Energie:
EDIS = EKuorhe'r - EK'rLachhe'V'
mit (T; - 0 = v; - vk cos90° = 0), d.h. gemischtes Glied im Binomen fillt
weg:
1 (mkffk + mlUl)2
FE == (mpv? +mp? — L5 0
DIS 9 < kVE 1Y e+ My
1 m2v? + m2v?
B _ 2 4 2 MEpYg 1Y
DIS =5 <mkvk miu my + my
1 m%v,% + mkmlvi + m?vf + mkmgvf - miv,% - m%vf
Eprs = 3
mg + my
1 mg =My
EDIS = im(vi“'vf) = EVerformung = EBremsunginnerhalbKnautschzone
Mit Zahlen:
1500 - 1000
EDIS - §W(19'42+8a 32)J = EVerformung = EBremsung—i'rmerhalb—Knautschzone

EDIS = 74208J ~ 74kJ



2. Vektorstoss
Achtung Rechnung erfolgt komplett mit Vektoren, nicht mit Betrégen!

Vv
p2n2n
M M
L, @<L P
V]V V2V:O (04

(a) Impulserhaltung;:
Po1 + Pv2 = Pn1 + Pn2; P2 =0 (1)

Energieerhaltung:
Eying, + Eking, = Eking: + Ekin,.s; FEing,, =0 (2)

Energie-Impuls-Beziehung:

Lo pemi ot
Eyin = MV p=mi = Ein = o (3)

Damit kann man die Energieerhaltung auch schreiben als

‘ﬁv1|2 _ ‘ﬁn1|2 + |ﬁn2‘2
2m1 le 2m2 ’

(4)

Die Impulserhaltung (1) kann man mit Hilfe der binomischen Formel
quadrieren um sie danach in (4) einsetzen zu knnen.

— —

Forl” = Fa1 + Pn2)® = [F1|” + 200152 + |Fn2|’ (5)

-,

Mit dem Cosinussatz/ Skalarprodukt (@ - b = |@| - |b] - cosa) ist das

o1|® = [Fn1]? + 2 [Far | |Bn2] cos a + [Fal”. (6)

Eingesetzt (in (4) Energiererhaltung):

o2
my |Pn2|

ma

(7)

o1 |” 4 2P| Bzl cos @ + [Fral® = [Fra]” +

Lost man dies nach dem Cosinus auf erhilt man

| P2 (m1 > Un2 ( mz)
coso = —— — =1 = 1—-— 8
2 |Pn1| \me 2up1 my ®
a > 90° = cosa < 0; und poy, p1n >0
= (m—l) <0=m; < mo

mao
a>90° = my < mgo
a=90° = my = msy

a < 90° = my > mo




(b) Impulsiibertrag:
Gute Diskussion im Lehrbuch Demtroder.
Der Impulsbertrag ist die Anderung des Impulses von Teilchen m; oder
Teilchen msy, also

Ap = Pp1 — Pu1 = Pan — P2v = Pon (9)

(10)

my = mg kann nicht direkt eingesetzt werden, ausserdem ist dafiir (siehe
oben) der Winkel 90° also auch der Cosinus gleich 0 - Fall %.

Fiir Werte m; # mso konnen jeweils unterschiedliche Winkel realisiert
werden. Der maximale Winkel ist allerdings generell abhéngig von den
Massenverhéltnissen an;

Der Impulsiibertrag wird (fiir m # ms) maximal bei o = 7 = 180.
Siehe oben a > 90° = mq < mo

Der Impulsiibertrag ist bei einem Aufprallwinkel von 180 maximal

Im Falle eines zentralen Stosses (Maximum) — Riickstreuung.

Dies passiert im Falle m; < maq, z.B. Ball auf Wand: Ball prallt mit
gleicher Geschwingdigkeit (BETRAG) zuriick p,1 = —pp1

Ap =2 x P

Die Wand nimmt den Implus 2 * pi,; jedoch keine Energie auf.

Im nichtzentralen Fall ist der Impulsiibertrag kleiner als im zentralen
Fall!

Ausserdem:

Im Falle eines zentralen Stosses mit m; = my wird der gesamte Impuls
der ersten Kugel auf die zweite iibertragen. Die erste Kugel bleibt liegen
(v =0 = pp1) und die zweite rollt mit p,,2 = J,1 von ihr weg.

Ap = py1 (siehe auch Vorlesung)



3. Rakete

(a)
(b)

(d)

Die anfingliche Treibstoffmasse ist mr = 0,80mg = 2 - 10°kg. Daraus
folgt als Brenndauer tp = % = 200s

Fir ¢t = tg ist die Endmasse bei Brennschluss Mg = m, — mp =
0,5 - 10°kg, womit sich ein Massenverhéltnis zun Z = e =5 ergibt.
Zunichst betrachten wir eine Rakete im freien All, ohne Schwerebeschleu-
nigung:

Die Beschleunigung der Rakete erfolgt durch den Riickstofl der aus-
stromenden Treibgase. In der Zeit dt wird die Treibstoffmenge dm mit der
Geschwindigkeit ¢ ausgestossen. Da der Gesamtimpuls konstant bleibt,
muf} die Rakete selbst den gleichen Impuls aufnehmen, der ihre Geschwin-

digkeit v um dv erhoht: ¢ - dm = —m - dv, oder nach Division durch dt
dm dv
_ = m— 11
“at ~ "t (1)

Das Minuszeichen stammt nicht aus den Geschwindigkeitsrichtungen,
sondern aus dm, das als Massendnderung der Rakete negativ zu neh-
men ist. Gleichung (11) stellt die effektive Kraft auf den Raketenkorper
dar, die technisch Schub genannt wir: Der Schub ist das Produkt von

Ausstromrate —‘fi—’f = p und Austromgeschwindigkeit c.
Bei dem Massenverlust UfTT nimmt die Raketenmasse vom Anfangswert

mo auf m ab, um die Geschwindigkeit v zu erreichen. Aus (11) folgt bei
konstantem c :

1 dm 1dv

it i 12
m dt cdt (12)
d.h. integriert.
lnﬂ:—g; oder m =1mg-e <, oder v = cln —2 (13)
mg c m

Jetzt noch die Gravitation mit betrachtet und mpg,tg eingesetzt:

v:v0+c~ln@—g-tE (14)
mg

Allgemein kommt hier noch vy als Integrationskonstante dazu, ist in un-
serem Fall aber Null. Die Endgeschwindigkeit einer kréftefreien Rakete
im schwerelosen Raum ist also vg = ¢-InZ: Beim Start von der Erde aus
ist diese um die Fallgeschwindigkeit g - tg verringert; bei unserer Rakete
betragt sie also

vg=c-InZ —g-tg = 2,87km/s fir vy = 0.

Die momentane Raketenmasse ist m(t) = mg — pt, und die momentane
Raketengeschwindigkeit

mo
t)=c-ln———— — gt. 15
wt)=cin Ty (15)
Daraus folgt als momentane Beschleunigung
_ do(t) cl ca

t = = — 1
alt) dt mg — ut 9 1—at g (16)

Mit o = - =4 10735~ ! erhiilt man als Startbeschleunigung (¢ = 0)
ag = 0,22¢g und als Endbeschleunigung (¢t = tg = 200s) ag = 5.1g.
Die Schubkraft ist Fy = cup = 3MN.



()

Fiir die in der Zeit t erreichte Hohe folgt wegen v = % aus 15
t t t t
1
h(t) :/ v(t)dt:c/ ln&dt—g/ tdt = —c/ In[1—at)dt— = gt?
0 o Mo —pt 0 0 2
(17)
Substitution:1 — at = z,dt = —%:
1
/ln[l —at]dt = —— /lnzdz (18)
e
Durch partielle Integration f udv = uv — f vdu erhdlt man mit u =
Inz, dy = %; dv=dz, v =z

z

[inzdz = zlnz — 2+ C
Fiir das Integral 18 folgt damit nach Riicksubstitution und Beachtung
der Integrationsgrenzen

t
/ In[l — at]dt = <1 - t> In—"0 ¢ (19)
0 «a mo — ut

und somit nach 17 fiir ¢t < tg als Steighdhe der Rakete

1
h(t)=ct—c(=—t)in—"0 94 (20)
« mo —ut 2

Bei Brennschluss (t = tg = 200s) ist h=162km.

Aufrgund ihrer Geschwindigkeit vp bei Brennschluss steigt die Rakete
2

noch um die Hohe H = 7;—5 = 418, 7km (folgt aus vg = /2gH) die

maximale Steighthe betrédgt also h-+H=581,1km.

Die insgesamt benstigte Steigzeit ist die Summe aus Brenndauer ¢z und

nachfolgender Steigzeit T = ,/% = 292 (folgt aus H = g), also

tg+ 1T =492s = 8 min 12 s.



4. Schwerpunkt Scheibe

(a)

Grundidee: man nehme eine komplette Scheibe S1mit Dichte p und Ra-
dius R im Nullpunkt und Schwerpunkt SP1 plus eine weitere Schreibe
S2 mit der Dichte p und Radius R/2 und Schwerpunkt SP2 damit hat
man quasi die hélfte der Masse der kleinen Scheibe in die grofle Schiebe
integriert und rechnet die andere Massenhilfte der kleinen Scheibe S2
extra.

Der Schwerpunkt Y ist trivial aus Symmetriegriinden bei Y = 0 Mittel-

punkte der Scheiben oder

— m1-Yspi+msy Y, _ _ 040
Ysp = S = . .
Der X Schwerpunkt ist offensichtlich versetzt da keine Symmetrie:

_ my-Xgpi4ma-Xgps _ PTR*Xspi+pr B2 Xs
XSP — ma s;i_i_zz SpP2 pﬂ;;+pﬂ%2 P2
mit Xgp; = 0 und Xgpy = +§ wie gehabt aus symmetriegriinden -
Mittelpunkte der Scheiben.

R2 R
_ _P™5 "5 _ R
= anZ(l-‘ri) 10
R

Simuliere Loch als Scheibe negativer Massendichte
Der Schwerpunkt Y ist wieder trivial aus Symmetriegriinden be Y = 0

oder

m1-Yspi+mo-Ysps _ _ 0+0
mi+mz mi+ma . .
Der X Schwerpunkt ist offensichtlich versetzt da keine Symmetrie:
XS — mi-Xspi+moa-Xspo — PWRQXSP17P7"§2XSP2
P mi+ma ,o-rrR2—,0'rr§2

Ysp =

mit Xgp; = 0 und Xgpo = +§ wie gehabt aus symmetriegriinden -
Mittelpunkte der Scheiben.
:pﬂ‘%g E

o pﬂ‘R?(lf%) G

— SP = (—£,0)



5. Integrale - Massen, Schwerpunkt und Tragheitsmomente

(a) Masse, Volumen, Schwerpunkt

Der Ursprung sei in der Spitze und die z-Achse falle mit der Symmetrie-
achse zusammen. Fiir das Gesamtvolumen erhélt man nach Transforma-
tion auf Kugelkoordinaten:

2
/ (z,y,2 / / / 2 sinddodrdy
¥9=0 Jr=0
2m / / 2 sinddrdy
19 0Jr=0

Vv

= 27r— sinddd
3 Juv=o
2
= %Rg’(l—cosﬁ)

Die Masse ist einfach M =p-V =p- 2FR3(1 — 0059)

Die Masse der Vollkugel erhélt man fur 0=m= ﬂ'pR?’

Der Schwerpunkt liegt aus Symmetriegriinden (Wahl der Achse; siehe
oben) auf der z=Achse.

Fiir seine z-Koordinate, also fiir seinen Abstand r von der Spitze erhélt
man;

0 R 27
M-ry, = ,0/ zd(x,y,2) = p/ / / rcosVr? sinddpdrdy
K ¥=0 Jr=0 J p=0

YR
= 21— cosvsinddv
4 Jo=o
R4
= 7TTsz'nQé'
TRY .3 1 3 sin®0 3
= in2e 2 S R(1+cost
" 4 sin 27 pR3(170050) 8 (170059) 8 (1+cosf) (21)

mit sin’z + cos’z =1

Tragheitsmoment
Fiir das Trigheitsmoment des Sektors S bzgl. der Symmetrieachse (also
der z-Achse) erhélt man mit Kugelkoordinaten:

J, = p/(Abstand — zu — zAchse)?d(z,y, z) = p/(x2 +y?)d(2,y, 2)
[4 R 27
= p/ / / r2sin?0r? sinddpdrdd
¥=0 Jr=0
= 277/ / rtsin39dddr
¥=0 Jr=0

1
= ? R5 < — cosb + 300539)

oben mit x = rsinfcosp, y = rsinfsing und z = rcosf und sin’z +

cos’x =1



Vollkugel als Test (0 = 7):

2 2 1
J. = —pR(Z—(-1)+ (-1
5P (3 (=1) +5( ))
8w 2
= —Rp=ZMR’
1575

Die Trégheitsmomente des Sektors bzgl. aller Achsen in der (x,y)-Ebene durch
seine Spitze sind gleich. Z.B. das Trigheitsmoment bezgl. der x-Achse

J = p/(Abstand — zu — xAchse)’d(x,y, z) = p/(y2 + 2%)d(x,y, 2)

0 R 27
= p/ / / [(rsindsing)? + (rcos?)?]r? sinddedrdd
9=0 Jr=0 J p=0

pR5 0 27

= —/ / [sin30sin’p + cos®Vsind]dpdd

5 9¥=0 J p=0

5 6

_ TR / [sin®0 + 2cos®¥sind]dV

5 Jo=o
_ mpR7[4 L os?
= 3 [3 cosd 5008 theta

Fiir die Vollkugel als Test (§ = 7) ergibt sich dasselbe Ergebnis wie oben!
. Ei

Das rohe Ei ist schneller als das gekochte.

Begriindung: Beim gekochten Ei nimmt das ganze Ei an der Rotation teil.
Beim rohen Ei rotiert die Schale, die Fliissigkeit hingegen fithrt nur eine Trans-
lation aus. Das heifit bei gekochten Eiern steckt mehr Energie in der Rotation
und deshalb ist die kinetische Energie der Translation kleiner, es ist also lang-
samer.

Bemerkung: Angeblich kann man so auch die Frische der Eier iiberpriifen: je
frischer desto fliissiger.



Wer mag!!

1. Tarzan und Jane
Fiir Ménner:

(a)

1
FEior = MTgh = §MTU8 = Vo = V/ 29h = 14ﬁ (22)
S
(b) Inelastische Kollision:
Impulserhaltung:
MTUO = (MT + MJ)/Ugemeinsamfl\/I (23)
My = $Mp; Mg = $Mr
Vgemeinsam—M = #%WJWTUO = %UO
Jetzt:
1 1 1.3 1
Eior = 5(MT+§MT)v§emeinsam—M = §(§MT)v§emeinsam—M = (MT+§MT)gh/
(24)
V2 i 2 4
-} — _gemeinsam—M _ 7,08 =—-h=44m (25)
2g 9¢g 9

(¢) Wihrend des Stofivorgangs gilt Impulserhaltung. Das heifit, die Sum-
me der Impulse vor dem Stol mufls gleich dem Impuls nach dem Stof3
sein. Die kinetische Energie ist dagegen nur bei vollstindig elastischen
StoBen erhalten. Bei (wie in der Aufgabe zu betrachtenden) unelastischen
StoBen wird ein Teil der kinetischen Energie in Warme umgewandelt. Da
Energieerhaltung gilt, muf} die Differenz aus kinetischer Energie vor und
nach dem unelastischen Stof8 der beim Stof entwickelten Warmemenge
entsprechen.

Damit ergibt sich:
EQ = Erin—vorher — Erin—nachher = ET0T — Ekin—nachher mit:
Eq = Mzgh — %(MT + Mj)v? (26)

gemeinsam—M

Fir Damen:

(a)

1
Em:MmhzaMwﬁimzwwhzmﬁ (27)
S
(b) Inelastische Kollision:
Impulserhaltung:
MJ'UO = (MT + MJ)'Ugemeinsam—F (28)
My = 4Mg; Mg = $Mry
— M,y _ 2
Vgemeinsam—J = WUO - E’UO
Jetzt:
1 1 1.3 1
Eior = §(MT+§MT)U§emeinsam—F = §<§MT)U§€meinsam—F = (MT+§MT)gh/
(29)
V2 emei 2 4
- h/ _ gemeinsam—F _ 2 2 —~h=11 30
2 369 ° "~ 36 " (30)



(¢) Wéhrend des Stofivorgangs gilt Impulserhaltung. Das heifit, die Sum-
me der Impulse vor dem Stofl muss gleich dem Impuls nach dem Stof3
sein. Die kinetische Energie ist dagegen nur bei vollstindig elastischen
StoBen erhalten. Bei (wie in der Aufgabe zu betrachtenden) unelastischen
StoBen wird ein Teil der kinetischen Energie in Warme umgewandelt. Da
Energieerhaltung gilt, muf} die Differenz aus kinetischer Energie vor und
nach dem unelastischen Stof8 der beim Stof entwickelten Wirmemenge
entsprechen.

Damit ergibt sich:
EQ = Ekin—vorher — Ekin—nachher = BToT — Ekin—nachher mit:

EQ = MJgh - %(MT + MJ)’U_gemeinsam—J (31)
Ménner Frauen Unterschiede

Vo Vo = 14% Vo — 14% -

Vgemeinsam %vo =9,4m/s %vo =4,7m/s | Faktor 1/2

b’ 4.4m 1.1m Faktor 1/4

Eq 2666,7J 2666,7J 1

10



(d) DGL

i. Trennung der Verénderlichen

6 Man Iése die DGL m e

Hier ist f(z) = —2¢ und g(y) = 4> — y.

(1) Nullstellen von gly): y¥—y= e
; : y=yly—1)=0=>4p=10,

Die konstanten Funktionen y1 = 0 und y; = 1 sind g;s g,e?
auch partikuldre Lésungen, iRy

(2) T.d.V.ergibt: —dy et __dy e
g 9(y—1) 2rdpy — g e

it S !
jy(y~1) % lﬂ'y?l (PBZ, Seite 68, 69) und /ﬂgzd&, i

2, 5. Inkist die Integrationskonstante

SR L

) e~r°+k = e-ke-z" b i

'y-—lzc-e”’n wobei ¢ = +ef , also ¢ # 0 ist.
1

; l—ce—2 ° 2.

| D,Ege Losungsschar liefert fiir ¢ = 0 die partikuldre Losung y = 1.

* al,1r1 'bkall::m. nach y auflésen: y =

| 1
Die Gesamtlésung besteht also aus der Schar y = Tt G IR und der
ﬁa‘,‘rtikul'faren Losung y = 0.
Bemerkung: Die Kurven der Schar (¢ # 0) miinden in diesem Beispiel nicht in
| die partikuldren Losungen y = 0 oder y =1 ein!

ii. Lineare DGL 1. Ordnung mit Anfangswertproblem

16.25 Man I6se die AWA |y + 5=y = VZ sinz, y(r) =27 |.

(H) Die homogene DGL ist ¥ + iy =y 2 (], e |

el L ey _3 1
9y = Elnr, e > 0=—>yg =ce” 2 nr:}»y;,r:r.'ﬁ, CG]R

[

(I)  Variation der Konstanten, Ansatz: ys = c[x)%

1
d(e) =z sinze2 " = gsing — ¢(e) =sine — zcosz, F 4.

11



Also ys = (sinz — ¢ cos ) 71_;_—

Losungsgesamtheit der DGL ist Y= (sinz — zcos z) % -+ c-—\/l?, e €1R.

Einsetzen von 2 =7, y= 2/ ergibt 2/ = J_r,’_;r_ 4 1.‘—\/1?'-, T 7r._

La¢ Losung der AWA ist y = (sing — 2 cos L}% x 7?_3_
' e

Bemerkungen:

Zu (H): Haufig sind hier Umformungen durchzufiihren wie:

]n|T;"J:1'—lln]a'I+k Lt
& 2 ; —ril=0 y
Vel

Zu (I): .Ist man sicher, yy = ce~4l®) richtig berechnet zu haben verzichtet man
auf die Kontrolle ”c fallt heraus” und benutzt e(z) = [r(z)et®) 4y ’

Ubungsleiter: Frank Hartmann, IEKP, CN, KIT
Tel.: +41 75411 4362; Mobil - immer
Tel.: +49 721 608 23537 - ab und zu

Email: Frank.Hartmann@kit.edu
www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~hartmann /Mechanik.htm
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