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Aufgabe 46: Relaxationszeit (8 Punkte)

Wir geben zunichst eine Motivation fiir den Zahlenwert der effektiven Viskositit aus der Auf-
gabenstellung. Wir bezeichnen die Viskositdt von Quecksilber mit 1y, = 1.55- 1073 Pas und die
effektive Viskositdt mit 7. Fiir den (laminaren) Volumenstrom durch ein diinnes zylindrisches
Rohr mit der Lange ¢ und dem Radius r gilt das Gesetz von Hagen-Poseuille:

_dav 7riAp
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wobei Ap der Druckdifferenz zwischen den zwei Punkten entspricht, die £ bestimmen. Wir be-

stimmen ¢ = % aus der Lange der gesamten Quecksilbersédule in Us und kénnen schliefflich die

Gleichung wie folgt umstellen:
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mit: 1N =8Nyl

Aus dem Literaturwert fiir g4 bestimmen wir den Wert fiir n zu:

nig = 1.55-107% Pas
n = 10-1072 mPas

a)

Wir berechnen den neuen Gleichgewichtszustand mit Hilfe unserer Ergebnisse aus Aufgabe 45
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Die Krifte-Bilanz fiir die Auslenkung des Quecksilbers im U-Rohr sieht wie folgt aus:

ho =0.0lm=1cm

mh+nh+ Apgh =0

2
mit: A=m <d>
2

b)

Wir machen den Ansatz:
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Da ¢g, e ™!, €' # 0 erhalten wir so eine charakteristische Gleichung fiir \:
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Beachten Sie: die allgemeine Losung der Schwingung, h(t), ist eine Linearkombination aller, im
Losungsraum, linear unabhéngigen Losungen (in unserem Fall A (¢) und h_(t)). Die Konstanten
cy und c_ kénnen jedoch ohne Einchrinkung der Allgemeinheit in die Phase ¢ <+ ¢’ und die
Amplitude ¢ <> ¢{, absorbiert werden. Der Einfachheit halber fahren wir im weiteren mit den
ungestrichenen Bezeichnungen ¢ und ¢ fort. Die Frequenz der Schwingung ohne Dampfung ist
wp. Die Dampfung durch innere Reibung in Quecksilber sorgt fiir eine Reduktion der Frequenz
zZu

w=/wi — 7?2
Als konkrete Werte erhalten wir:
m=pV =270g

=18.5-107% mPas/kg
=6.21s""

Apg
m
w=1/wg-12=619s"".

Die Dampfung hat in unserem Beispiel keinen allzu groflen Einflul auf die Periode. Das Queck-
silber vollzieht in der Apperatur ziemlich genau eine Schwingung pro Sekunde.



c)
Wir richten die freien Parameter von h(t), ¢ und ¢ so ein, dass die Randbedingungen vom
Realteil der komplexen e-Funktion erfiillt werden:

h(0) = ¢ (— + iw) e
— o \/m e—iarctan(%>ei¢ =0

o= T | arctan <w> = 179.83°
2 g

h(0) = ¢o e = ¢ (cosp + ising) = —hg

h
¢ = — 0O _ 4 cm
Cos

fiihrt auf die physikalische Lésung:

h(t) = —ﬂe_”Re (ei‘”t+w) __fw e 1 cos(wt + ) Y= T 4 arctan <w>
cos ¢ cos @ 2 ¥
Dabei gibt die Bedingung h(O) = 0 die Phase ¢ vor. Die Amplitude ¢y kann dann an die
Randbedingung h(0) = —hg angepaBt werden. Mit den Zahlenwerten aus der Aufgabenstellung
(insbesondere der vergleichsweise geringen inneren Reibung des Quecksilbers) setzt die Schwin-
gung nahezu mit der Phase ¢ ~ 0 bei hg = —1 cm ein. Bei hoherer innerer Reibung kénnte der
Spiegel der Mefifliissigkeit auch mit einer Phase ¢ # 0 angezogen werden.

d)
Wir berechnen die Zeit 179 nach der die Schwingung auf ein Zehntel von ¢y abgefallen ist:
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Aufgabe 47: Erzwungene Schwingung (6 Punkte)

a)

Abgesehen von der Nomenklatur besteht der einzige Unterschied zu Aufgabe 46 in der Inhomo-
genitdt auf der rechten Seite der Gleichung. Wir machen einen &hnlichen Ansatz, wie in Aufgabe
46, der jedoch die von auflen vorgegebene Frequenz beriicksichtigt:
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dabei haben wir zur Vereinfachung der Rechnung den Term sin(w ¢) der von aulen vorgegebenen
Schwingung in die komplexe Ebene fortgesetzt. In der komplexen Ebene 148t sich die Schwingung
durch eine um den Ursprung des Koordinatensystems kreisende komplexe Zahl mit Betrag F'
und zeitabhingiger Phase ¢! darstellen. Mit ¢! # 0 erhalten wir so fiir die in die komplexe
Ebene fortgesetzte Amplitude A = A ¢

A:E- 1 _F (wg — w?) — (2iw~)
m(wf—w?) + (2iwy)  m (wg — w2)2 + (2wn)?
(1)
. k n
mit:  wp = m ¥ = o

Dabei haben wir die Definitionen fiir wg und v aus Aufgabe 46 entlehnt und ganz rechts in der
Gleichung den Nenner von A mit seiner komplex Konjugierten erweitert, um den Imaginérteil der
komplexen Zahl in den Zihler des Bruches zu bringen. Die (reelle) Amplitude der Schwingung
erhalten wir als den Betrag von A:

FoJ@d-e) r@en® !
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Einige Verlaufsformen von A(w) sind in Abbildung dargestellt. Exakt den gleichen funktionalen
Zusammenhang, wie in Gleichung erhilt man in der Propagator-Theorie der Teilchenphysik
fiir den Propagator eines zwischen zwei miteinander wechselwirkenden Teilchen ausgetauschten
Wechelwirkungsteilchens. Ein Beispiel einer solchen Reaktion ist in Abbildung [2] dargestellt.
Dabei entspricht w — m der invarianten Masse des ausgetauschten (virtuellen) Teilchens, die
man aus den Lorentzvektoren der Impulse der auslaufenden Teilchen berechnen kann und wg —
mgo der Ruhemasse dieses Teilchens. Man bezeichnet solche Austauschteilchen daher auch als
Resonanzen.

b)

Aus dem Umstand, dass fl(w) komplexwertig ist erkennt man bereits, dass die Schwingung des
Systems in seiner Phase zur Phase der von auflen vorgegebenen Schwingung versetzt sein wird.
Dieser Phasenversatz enspricht genau ¢ in

Sie erhalten ¢ leicht aus:

2wy
p(w) = — arctan <2> .

2
Wy w

Wie Sie sehen hiingt auch ¢(w) sowohl von w, als auch von v ab. Ist w oder v sehr klein geht
auch ¢ gegen Null. Bei grofler Ddmpfung verlduft die Schwingung des Systems gegeniiber der

von auflen vorgegebenen Schwingung um 7 versetzt.
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Abbildung 1: Verlaufsformen der Amplitude A(w) als Funktion der von auen vorgegebenen
Frequenz w. Die z-Achse ist in Vielfachen von wy skaliert. Die Gréfle D = wlo bezeichnet die
dimensionslose Lehrsche Dampfung der Schwingung. Ohne Dampfung, d.h. fir v = 0 hat A(w)
einen Pol bei w = wp. Man bezeichnet diesen Pol als Resonanz-Katastrophe. (Quelle: Wikipedia).
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Abbildung 2: Produktion eines Z° Teilchens in Elektron(e~)-Positron(et) Stéfen, wie sie zum
Beispiel am LEP Beschleuniger am CERN millionenfach herbeigefiihrt wurden. In diesem Bei-
spiel zerfiillt das Z%-Teilchen (mit einer mittleren Lebensdauer von 3-1072% s) in ein Quark und
ein Antiquark, die fundamentalen Bausteine des Protons. Bringt man die e™e™Paare bei vari-
ierender Schwerpunktsenergie zur Kollision (entsprechend der invarianten Masse der Summe der
Lorentzvektoren der Impulse der beiden Teilchen m?, = E*?) erkennt man eine Massenresonanz,
wie im rechten Teil der Abbildung dargestellt (Quelle Bild rechts jarXiv:hep/0509008)).


https://arxiv.org/abs/hep-ex/0509008v3

c)

Sie erhalten die allgemeine Losung der inhomogenen Differential-Gleichung aus der Summe aus
einer geeigneten Losung der homogenen Differential-Gleichung (z,(¢)) und einer geeigneten spe-
ziellen Losung der inhomogenen Differential-Gleichung (x;(t))

I‘(t) = acl(t) + .’I}h(t)

Die homogene Differential-Gleichung haben wir in Aufgabe 46 diskutiert. Sie hat keine nicht-
triviale Losung fiir die Randbedingungen z(0) = 0 und #(0) = 0. Andererseits muf} es eine
nicht-triviale Losung geben, die durch die von auflen vorgegebene Schwingung erzeugt wird. Wir
konnen versuchen einen Ansatz fiir eine der beiden Bedingungen der homogenen Differential-
Gleichung zu machen und die zweite Bedingung durch geeignete Addition einer speziellen Losung
der inhomogenen Differential-Gleichung zu erfiillen. Diesem Plan folgend machen wir zunéchst
einen fiir x5 (0) = 0 naheliegenden Ansatz :

xp(t) = Ae 7 sin(wy t) —  zp(0)=0

zp(t) = Ae_w(wh cos(wp t) — v sin(wp t)) —  Ip(0) = Awy
Um auch #(0) = 0 erfiillen zu kénnen machen wir fiir z;(¢) den Ansatz:

z;i(t) = A sin(wt) —  z;(0)=0

z;(t) = Awcos(wt) —  4(0) = Aw

Woraus sich, wie erhofft, die allgemeine Losung leicht ablesen 148t:

2(t) = 2i(t) — wﬁhxh(t)
z(t) = Alw) (sin(w t) — widefwsin(wd t))

Bei diesem Ansatz haben wir uns die Freiheit genommen A = A(w) reell einzufithren. Durch
unsere Wahl der freien Variablen haben wir die Randbedingungen so festgelegt. Damit eilt die
Erregerfrequenz F'sin(wt—¢) der Schwingung des Systems um die Phase ¢ vorraus. Sie erkennen
in dieser Form der Losung, dass auch hier, wie in Aufgabe 46, das System eine Relaxationszeit
bendtigt, in der es zusétzlich zur von auflen vorgegebenen Schwingung (Asin(wt — ¢)) eine
abklingende Schwingung mit seiner Eigenfrequenz durchfiirt. Man bezeichnet diesen Vorgang
als Einschwingvorgang. Er existier auch, wenn wir aus der Ruhelage der Schwingung gestartet
sind.

Aufgabe 48: Physikalisches Pendel (6 Punkte)

Die Problemstellung des Pendels haben wir bereits in Aufgabe 15 behandelt. In dieser Aufgabe
wird die Physik des Pendels mit der Physik des starren Korpers kombiniert.

a)

Wir berechnen zunéchst das Trigheitsmoment des Pendels:



1

I = Loy Al 02
Stab —12m£ myg 9 —3mE

1
IS'cheibe = §mrr2 + my (T + 6)2

3 1
I = Istap + Ischeive = §mr7“2 +2m,lr + mr€2 + §m££2

Fiir das Drehmoment M berechnen wir den Schwerpunkt des Pendels aus den bekannten Schwer-
punkten seiner Einzelteile. Dabei spielt nur die Koordinate entlang des Stabes eine Rolle, auf-
grund der Symmetrie der Anordnung liegt der Schwerpunkt auf der Figurenachse des Pendels,
die durch den Stab verlduft:

_omes+me (C+)

mye + My

M = —dFysinp

= —d(my+m,)gsing

14
= — <m52+mr (€+r)>gsincp

die Definition und Lage der entsprechenden Variablen entnehmen Sie der Skizze der Angabe.
Die Richtung des Drehmoment weifit aus der Bildebene heraus solange der Schwerpunkt rechts
von der Rotationsache liegt und in die Bildebene hinein solange der Schwerpunkt links von der
Rotationsachse liegt. Liegt der Schwerpunkt direkt unter der Rotationsachse lagert das Pendel
momentenfrei. Da es ium Schwingungsfall aber eine Geschwindungkeit v # 0 hat wird es die
Schwingung fortsetzen.

b)
Bei Auslenkung erfolgt die Rotation um eine Haupttrigheitsachse des Pendels. Daher vereinfacht
sich die Bewegungsgleichung zu:

M:L:%(m):w

Iyp=-— <mg§+mr (€+r))gsingo

mit I = const, L = I -w und w = ¢. Mit der iiblichen Kleinwinkelndherung erhalten Sie
schliefflich eine Schwingungsgleichung, wie Sie sie kennen:

mit:

L
k=d(mi+m,)g= <mg2+mr(€+7“)>g



c)

Aus dem Ansatz:

p(t) = ¢osin(wo t)
P(t) = wo o cos(wpt)
o(t) = —wg po sin(wo t)

d(me+mr)g

— Wl posin(wyt) = — 7

- o sin(wo t)

erhalten Sie einen Ausdruck fiir die Schwingungsfrequenz des Pendels:

" _2r Jd(mgt+my)g (mg%—l—mr(é—l—r))g
0 T I %mrrz 4+ 2m,lr +m, b2 + %mg@ ’

Vergleichen Sei den gewonnen Ausdruck mit Threm Ergebnis aus Aufgabe 15. Die Schwingungs-
frequenz des Pendels hingt jetzt von der Massenbelegung des Pendels ab. Fiir m,. = 0 kiirzt sich
my aufgrund der homogenen Massenbelegung und Sie erhalten die Schwingungsfrequenz fiir ein
Stabpendel das an einem Ende aufgehéingt ist:

/3 3
wo,Stab = 5% = \/;WO,math =1.22 Wo,math

Fiir die Abmessungen aus der Angabe erhalten wir fiir das Stabpendel eine Periode der Schwin-
gung von Tp gt = 3.13 s, um den Faktor 1.22 geringer als die Periode des mathemathischen
Pendels (bei gleicher Masse). Durch die Massenbelegung riickt der Schwerpunkt niher an die
Rotationsachse heran, als dies beim mathematischen Pendel der Fall ist. Gleichzeitig reduziert
sich (bei gleicher Masse) das Trégheitsmoment. Ein zusétzliches Gewicht am Ende des Pendels
vergoBert den Abstand zwischen Schwerpunkt und Rotationsachse wieder, was fiir ein erneutes
Abnehmen der Periode spricht, aber sie erhtht auch das Gesamttrigheitsmoment der Konstruk-
tion (diesmal bei zunehmender Masse). Wenn Sie nach m, auflésen erhalten Sie volle Anwort
auf die Frage:

3 1 l
wg - <2mrr2 +2mlr +ml? + 3mg€2> = megg +my (l+r)g ;

3 ¢ 1
my (ngrz + 2wl 4+ Wil — (0 +7) g) =migg — gwgmMQ ;

30g—2w3l?
3w (Br2+4lr+202)—6((+1)g

mye = my - = —0.00464my =—-14¢g

Wir erhalten ein negatives Ergebnis nahe bei Null fiir m,. Ein zuséitzliches Gewicht am unteren
Ende des Pendelstabs wird Thnen also nicht bei der Verkiirzung der Periode bis auf 2 s helfen
solange Sie den Stab selbst nicht z.B. kiirzer oder leichter machen.



