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Hinweis: Nutzen Sie, falls benétigt, G = 6,7 - 107! k?—; als newtonsche Gravita-
tionskonstante und g = 9,81 m/s? als Gravitationsbeschleunigung auf der Erdober-

flache.

Aufgabe 1: Die Milchstrafie 10 Punkt(e)

Unsere Sonne rotiert um das Zentrum unserer Galaxie, die sogenannte Milchstrafle.
Die Sterne innerhalb der Milchstrale sind rdumlich nicht gleichméfig verteilt. Der
grofite Teil der Sterne, und damit der Masse der Milchstrafle, befindet sich nahe
am Zentrum. In dieser Aufgabe nidhern wir diesen zentralen Sternhaufen, oft auch
als ,,Bulge” bezeichnet, als Kugel mit Radius r¢ und homogener sowie isotroper



Massenverteilung und vernachléssigen den gravitativen Einfluss der Galaxienschei-
be, welche den Rest der Sterne beinhaltet. Die Sonne ist etwa 30000 Lichtjahre vom
Zentrum der Milchstrafle entfernt und befindet sich im &ufleren Teil der Galaxien-
scheibe auf einer kreisférmigen Umlaufbahn und damit aulerhalb der kugelférmigen
Massenverteilung.

a) Die Umlaufzeit der Sonne um das Zentrum der Milchstraie wurde zu 200 Mil-
lionen Jahre gemessen. Berechnen Sie daraus die Masse der Milchstrafie unter
den getroffenen Annahmen.

b) Wie viele Sterne hitte die Milchstrafile, wenn alle Sterne in etwa die Masse
der Sonne mg = 2- 10" kg hitten? Falls Sie die vorherige Teilaufgabe nicht
l16sen konnten: Unter den gegebenen Annahmen ergibt sich als Masse fiir die
MilchstraBe in etwa 3,4 - 10! kg.

c) Leiten Sie ausgehend vom bekannten Gravitationspotential zwischen zwei Punkt-
massen die funktionale Abhéngigkeit von r fiir die Umlaufgeschwindigkeit v(r)
im Abstand r vom Zentrum der Milchstrafe fiir eine Testmasse auflerhalb der
Kugel (7 > r¢) bzw. innerhalb der Kugel (r < rg) her. Fertigen Sie eine Skizze
der Umlaufgeschwindigkeit als Funktion von r an.

Tipp: Sehen Sie sich Online-VL 26 an.

d) Im Gegensatz zur Erwartung wurde in den 70er Jahren von der Astronomin
Vera Rubin und ihrem Kollegen Kent Ford eine nahezu konstante Umlauf-
geschwindigkeit in den &ufleren Bereichen von Galaxien (,auferhalb der Ku-
gel“) gemessen. Interstellarer Staub oder sogenannte MACHOS (massereiche
astrophysikalische kompakte Halo-Objekte) wurden als Griinde fiir die na-
hezu konstante Rotationsgeschwindigkeit ausgeschlossen. Ebenso gilt es als
sehr unwahrscheinlich, dass die Allgemeine Relativitétstheorie (Theorie der
Gravitation) in diesem Zusammenhang keine korrekte Beschreibung liefert,
da diese in unzédhligen Experimenten immerzu bestéitigt wurde und es im-
mer noch wird. Als wahrscheinlichster Grund fiir diese Beobachtung gilt die
sogenannte Dunkle Materie. Diese ist eine hypothetische Form von Materie,
welche nicht mit elektromagnetischer Strahlung interagiert und deshalb nicht
mit den iiblichen, auf elektromagnetischer Strahlung basierten astronomischen
Methoden beobachtet werden kann. Wiirde eine solche Form von Materie in
ausreichendem Mafle existieren, konnte diese fiir die beobachteten Rotations-
geschwindigkeiten von Galaxien und viele andere astrophysikalische und kos-
mologische Beobachtungen verantwortlich sein. Die Existenz Dunkler Materie
ist heutzutage zum Grofiteil wissenschaftlicher Konsens und es wurde indi-
rekt gemessen, dass etwa fiinf- bis sechsfach mehr Dunkle Materie als die uns
bekannte Materie im Universum existiert. Der direkte Nachweis von Dunkler
Materie steht jedoch noch aus und ist Forschungsgebiet in vielen Bereichen
der modernen Physik.

Nehmen Sie im Folgenden an, dass sich die Dunkle Materie ebenfalls in Form
einer Kugel mit Radius rp um das Zentrum der Galaxie ansammelt und dass



die gesamte Masse der Dunklen Materie sehr viel grofler ist als die der sichtba-
ren Materie. Vernachléssigen Sie deshalb im Folgenden die Massenverteilung
der sichtbaren Milchstrafe.

Welche radiale Dichteverteilung p(r) um das Zentrum der Galaxie muss die
Ansammlung der Dunklen Materie haben um fiir eine konstante Umlaufge-
schwindigkeit innerhalb der Kugel zu sorgen? Wir gehen hierbei von einer iso-
tropen Verteilung der Dunklen Materie aus, d.h. es besteht keine Abhéngigkeit
der Dichteverteilung von der betrachteten Richtung.

Aufgabe 2: Lagrange-Punkte 6 Punkt(e)

Zur Feier des erfolgreichen Starts des James Webb Space Telescope (JWST) geht es
in dieser Aufgabe um sogenannte Lagrange-Punkte. Das JWST befindet sich aktuell
auf dem Weg zum Lagrange-Punkt Lo, von wo dieses spéter seine Arbeit aufneh-
men soll. Wir nehmen fiir diese Aufgabe an, dass der Orbit der Erde (Masse mg)
um die Sonne (Masse msg) einer Kreisbahn entspricht. Aufgrund der sehr kleinen
Exzentrizitét € = 0,0167 der Ellipsenbahn ist dies eine gute Ndherung. Ebenso nut-
zen wir die gute Ndherung, dass der Schwerpunkt des Systems aus Sonne und Erde
im Zentrum der Sonne sitzt. Wir legen deshalb den Ursprung des genutzten Koor-
dinatensystems in das Zentrum der Sonne. Schlussendlich vernachléssigen wir den
gravitativen Einfluss des Teleskops (Masse mt) auf Erde und Sonne aufgrund der
im Vergleich extrem geringen Masse (mr < mg < mg).

In einem Dreikérpersystem (hier: Sonne, Erde, Teleskop), wobei eine der Massen ver-
nachldssigbar klein gegeniiber den anderen beiden Massen sein muss, ist es moglich
in einem mitrotierenden Schwerpunktssystem aus Sonne und Erde die dritte Masse
(hier: Teleskop) so zu platzieren, dass alle drei Massen ruhen. Die relativen Positio-
nen der drei Massen untereinander &ndert sich also nicht, wenn die vernachléassighare
Masse an einem Lagrange-Punkt platziert wird. Gesehen aus einem nicht-rotierenden
Bezugssystem mit Ursprung in der Sonne rotieren also Erde und Teleskop mit glei-
cher Winkelgeschwindigkeit um die Sonne, jedoch bei unterschiedlichen Radien.

Hinweis: Sie miissen die in den folgenden Aufgaben gesuchten Abstédnde nich ex-
plizit ausrechnen, da dies relativ kompliziert ist. Uns interessieren nur die bestim-
menden Gleichungen, welche aus den physikalischen Gegebenheiten hervorgehen.

a) Leiten Sie die Gleichung her, welche den Abstand zwischen Erde und dem
ersten Lagrange-Punkt L; bestimmt. Der erste Lagrange-Punkt befindet sich
auf der Verbindungslinie von Sonne und Erde innerhalb des Erdorbits und
damit immer auf der Tagseite der Erde.

b) Leiten Sie die Gleichung her, welche den Abstand zwischen Erde und dem
zweiten Lagrange-Punkt Lo bestimmt. Der zweite Lagrange-Punkt befindet
sich auf der Verbindungslinie von Sonne und Erde auflerhalb des Erdorbits
und damit immer auf der Nachtseite der Erde.



c¢) Leiten Sie die Gleichung her, welche den Abstand zwischen der an der Sonne
gespiegelten Erde und dem dritten Lagrange-Punkt L3 bestimmt. Der dritte
Lagrange-Punkt befindet sich auf der Verbindungslinie von Sonne und Erde
auflerhalb des Erdorbits jedoch auf der Erde entgegengesetzten Seite der Son-
ne. Dieser ist also immer um 180° gegeniiber der Erdposition verschoben.

d) Fertigen Sie eine Skizze des Systems aus Sonne und Erde an und zeichnen Sie
die Lagrange-Punkte Ly, Lo, L3 ein.

Aufgabe 3: Rotierende Fliissigkeit 4 Punkt(e)

Eine inkompressible reibungsfreie Fliissigkeit befinde sich in einem zylindrischen
Gefafl auf der Erdoberflache und wird in Rotation um die Zylinderachse versetzt.
Die Fliissigkeit rotiert mit der Winkelgeschwindigkeit w. Die Fliissigkeitsoberfliche
nimmt dadurch eine nach innen gewolbte, rotationssymmetrische Form an. Betrach-
ten Sie den Vorgang aus einem mit der Fliissigkeit mitrotierenden zweidimensiona-
len Koordinatensystem, dessen Ursprung sich auf der Zylinderachse am Boden des
Gefaf3 befindet. Die y-Achse zeige entlange des Gefifl nach oben und die x-Achse sei
parallel zum Gefafiboden. In dieser Aufgabe soll die Funktion hergeleitet werden,
welche die Fliissigkeitsoberfliche beschreibt.

Hinweis: In dieser Aufgabe ist es nicht notwendig mit den Methoden der Konti-
nuumsmechanik zu arbeiten. Es ist ausreichend ein einzelnes Fliissigkeitsmolekiil zu
betrachten.

a) Welche Krifte wirken auf ein Fliissigkeitsmolekiil? Berechnen Sie die Gesamt-
kraft auf ein Fliissigkeitsmolekiil am Ort (x,y).

Hinweis: Die Kraft, welche die Fliissigkeitsmolekiile untereinander aufbrin-
gen, muss hier nicht beriicksichtigt werden.

b) Wir betrachten die Gesamtkraft am Ort (z,y) nun als effektives Gravitati-
onsfeld bzw. Kraftfeld F. Zeigen Sie mit Hilfe der Rotation des Kraftfeldes
(rot F'), dass das Kraftfeld konservativ ist.

Hinweis: In zwei Raumdimensionen gilt rot ﬁ(az, y) = 0, F,(x,y)—0,F.(z,y).

c¢) Berechnen Sie das zugehorige Potential U(x,y). Sie kénnen Thr Ergebnis vali-
dieren, indem Sie den negativen Gradienten des gefundenen Potentials (—VU)
mit dem Kraftfeld F' vergleichen.

d) Eine Flissigkeit in einem (effektiven) Gravitationsfeld verhélt sich so, dass
deren potentielle Energie minimal wird. Leiten Sie aus dieser Bedingung eine
Funktion y(z) ab, welche den Verlauf der Fliissigkeitsoberfliche als Funktion
des Orts = beschreibt.

e) Fertigen Sie eine Skizze der Fliissigkeitsoberfliche an.



