2. Zeitlich konstante elektrische Felder

Fur zeitlich konstante Situationen machen die mikroskopischen Maxwellschen
Gleichungen (siehe Kap. 1.5.) zwei Aussagen uber das E-Feld, namlich

div E = -

iv —Eop
und

rotE =0

Die Lorentz-Kraft F auf eine punktférmige Ladung ) = (4 reduziert sich auf F = QE
(fir v x B = 0).
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Bemerkung: Diese zwel Aussagen bzw. Gleichungen sind mathematisch identisch zu den
zwel Gleichungen, die wir im Rahmen der klassischen Gravitation im Kapitel 8.

der Vorlesung Klassische Experimentalphysik | besprochen haben. Insofern sind auch die
LOosungen identisch. Nur die Buchstaben und die physikalische Bedeutung sind anders.
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2.1. Die Coulomb-Kraft

Die Coulomb-Kraft bezieht sich auf das elektrische Feld E = E(r), das von einer
einzelnen punktformigen Ladung @, am Ort r, hervorgerufen wird. Dies entspricht der
zeltunabhangigen Ladungsdichte

p(r) =Q 6(r —ry)
also

1
leE — _QZ 5(1‘ — rz)
€0
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Diese Differentialgleichung kbnnen wir l6sen indem wir zunachst beide Seiten tber das
Volumen einer Kugel mit Radius 7 integrieren, deren Zentrum am Ort r, liegt.

Im nachsten Schritt nutzen wir den Satz von Gaul3, den Satz von Stokes und die
Kugelsymmetrie des Problems aus.

Dieses Vorgehen ist mathematisch vollig analog zum Gravitationsproblem einer
Punktmasse im Kapitel 8 der Klassischen Experimentalphysik I.
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Zur Erinnerung: Der Satz von Gaul3 lautet

-

\_

fdivdez ff—dA

4 V)

~

)

Das Volumen V, Uber das auf der linken Seite integriert wird, kann beliebig gewahlt
werden. Die geschlossene Oberflache (V) ist die Oberflache dieses Volumens.

Bei dem Oberflachenintegral auf der rechten Seite ist wie Ublich die (nach aul3en
gerichtete) Normalkomponente des Vektorfeldes f = f(r) bzgl. der Oberflache Uber die
geschlossene Oberflache (V') zu integrieren (siehe Kringel am Integral).
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Zur Erinnerung: Der Satz von Stokes lautet

4 N

Ff(rotf)- dA = ff-dr

(F)
N /

Die Flache F, Uber die auf der linken Seite integriert wird, kann beliebig gewahlt werden.
Der geschlossene Weg (F) auf der rechten Seite ist der Rand dieser Flache.

Bei dem Wegintegral auf der rechten Seite ist wie Ublich die Tangentialkomponente des

Vektorfeldes f = f(r) bzgl. des Weges Uber den geschlossenen Weg (F) zu integrieren
(siehe Kringel am Integral).

Der Drehsinn des Integrationsweges ist mathematisch positiv (gegen den Uhrzeigersinn).
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Mit Hilfe des Satzes von Gaul? erhalten wir die Integralgleichung

1
7€ E-dA=— pdV=&
V) €oJy €o

Wegen der Kugelsymmetrie ist die Normalkomponente (= Radialkomponente) von E bzgl.
der Kugeloberflache an jedem Punkt der Kugeloberflache gleich grol3. Damit wird das
Oberflachenintegral zum Produkt aus Kugeloberflache 4mr? und Normalkomponente Ey.

Martin Wegener, Klassische Experimentalphysik II, KIT, SS 2023



Die Tangentialkomponente von E bzgl. der Kugeloberflache ist an jedem Punkt der
Kugeloberflache gleich Null.

Beweis: Wir starten von rot E = 0 und wenden den Satz von Stokes an auf eine
Kreisflache mit Radius r, in deren Zentrum die Ladung Q- liegt. Wegen der Symmetrie
des Problems ist die Tangentialkomponente E1 an jedem Punkt des Kreises gleich grol3,
das Wegintegral wird also zum Produkt aus Kreisumfang 2mr und E7.

ﬁfEdl‘:ETZTI:TZO = ET=O

Das elektrische Feld hat also ausschliel3lich eine Normal- bzw. Radialkomponente.
Ansonsten wirde es auch zu einem nicht-konservativen Kraftfeld fihren.
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Wir fassen zusammen fur die Feldstarke der Punktladung ¢, am Ortr, = 0

oder in vektorieller Formam Ortr = 1y

EN

Q2

AmEy 12

-

-

E(r) =+

1 0O, r

4meg [r|* |r|

~

J

B _47T50 Ir, — 1[4 |, — 1y

Martin Wegener, Klassische Experimentalphysik II, KIT, SS 2023



10

Feldlinienbild einzelner Punktladungen

Bildquelle: wikipedia
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Damit wird die Coulomb-Kraft (von der Ladung @, auf die Ladung Q) zu

Q10 1

4meq |r[? |r|

F(r) = = Fi5(r) = —F,,(1)

Hierbei ist r der Verbindungsvektor vom Ort der Ladung #2 zum Ort der Ladung #1
(siehe auch Vorlesung Klassische Experimentalphysik [).
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Verallgemeinerung fur viele Punktladungen

Die elektrische Feldstarke E(r) einer Punktladung Q; am Ort 1; ist

Qi Tr—r
Amey [r — g% |r — 1y

E(r) =+

Mit Hilfe des Superpositionsprinzips erhalten wir fur N Punktladungen

E(r)— r—1TI;

47‘[60 |r—r|2|r—rl|
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Feldlinienbild zweier dicht benachbarter Punktladungen

Bildquelle: wikipedia
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Ubertragen auf kontinuierliche Ladungsverteilungen mit Ladungsdichte p im Sinne der
Homogenisierungs-Naherung erhalten wir

E(r) fp(r Sl
r= 4mey ) Ir—=1'|2|r =1

Dies ist immerhin ein expliziter Ausdruck far die L6sung der 1. Maxwellschen Gleichung
(Gauldsches Gesetz).

Allerdings ist das konkrete Berechnen dieses Integrals in vielen Situationen
nur numerisch maoglich.

Wir kommen auf ahnliche Integrale zurtick im Kapitel 3.3.
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Beispiel

Wir betrachten einen (unendlich) dinnen und (unendlich) langen
homogen geladenen Draht.

P
A
R
&
% 4
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Wir wahlen unser Koordinatensystem so, dass der Draht auf der z-Achse liegt, d.h.

p(r) =p(x',y',z'") = po 6(x)6('); [po] = Asm™

Wir betrachten 0.B.d.A. z = 0, kiirzen ab r? = x* + y#, nur Radialkomponente E (1)

co

p(r’) r—r
E(r) =+ dv’
(r) Aey ) |Ir—r'|? |r—1r'|
e ’ i 2 1
r—z r
= E(r) = Po f > dz' = Po f = dz' = Po o —
41€ Jr2 4 22)z 41e 2 4 22)z dmtegr T
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Die Radialkomponente des elektrischen Feldes fallt also bei einem dinnen
geladenen Draht umgekehrt proportional zum Abstand vom Draht ab.

Das ist anders als bei einer einzelnen Punktladung. Dort fallt das elektrische Feld
umgekehrt proportional zum Quadrat des Abstandes ab (also schneller).

Im Kapitel 3.1. werden wir sehen, dass das magnetische Feld eines dinnen
stromdurchflossenen Drahtes auch umgekehrt proportional zum Abstand vom Draht
abfallt. Der Magnetfeldvektor ist aber azimutal und nicht radial ausgerichtet.
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Beispiel

Wir betrachten einen Plattenkondensator (siehe auch Kap. 2.6.) bestehend aus zwel
dinnen quadratischen parallelen ebenen und homogen geladenen Platten mit Flache

A = a? und Abstand d. Die Ladung der einen Platte sei +0Q, die der anderen —Q.

Fur einen idealen Plattenkondensator seien die Platten sehr grof3 im Vergleich zum
Abstand, also a > d bzw. formal a — oo.
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Das elektrische Feld zwischen den Platten kdnnen wir begreifen als Summe der
elektrischen Felder der beiden Platten flr sich genommen.

Auf Grund der Symmetrie des Problems hat das elektrische Feld jeweils nur eine
z-Komponente. Diese hangt weiterhin wegen der Translationsinvarianz des Problems
nicht von der x- oder der y-Koordinate ab.

Wir beginnen mit der unteren, positiv geladenen Platte fur sich genommen.

. 1 . _
Im Vakuum haben wir div E = —P- Integration Uber das rote Integrationsvolumen V/,
0

Satz von Gaul3, und wir erhalten die Normalkomponente Ey (2 wegen ,oben und unten®)

1
j leEdv=§ E.-dA = — pdV:ENZA:g
4 ) €0 Jy €0
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Fur die obere Platte erhalten wir das gleiche Ergebnis, aber mit Q —» —0.

Oberhalb der oberen Platte und unterhalb der unteren Platte haben sich die beiden
Beitrdge zu Null weg.

Zwischen den Platten addieren sich die beiden (jeweils bzgl. der Integrationsflache
nach auf3en gerichteten) Normalkomponenten Ey zur z-Komponente E, zu

_ Q0 -0 _ Q0
€024 €924 €4A

E,

Dieses Feld ist unabhangig von der z-Koordinate, also raumlich vo6llig homogen im
Bereich zwischen den Platten.
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Elektrische Feldlinien:

obere Platte untere Platte beide Platten
I
\/ 4 \(/ \ /N 4[\
o e | . = el
f |
N\ /\ /L
/N A
dP P PP
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In ,vielen® Materialien haben wir (siehe Kap. 1.6.2.) €, = €ge mit € > 1, also

Die Ladungen im Material (oder an dessen Oberflache) schirmen das auf3ere Feld ab
(siehe Kap. 1.6.2.).

Martin Wegener, Klassische Experimentalphysik II, KIT, SS 2023



23

Feldlinienbild Plattenkondensator

7N\
+ =
+ =
+ =
+ >
+ =
+ >
+ =
+ =
+ =

N

Bildquelle: wikipedia
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2.2. Elektrisches Potential, Poisson-Gleichung und Spannung

Fur zeitlich konstante Situationen machen die mikroskopischen Maxwellschen
Gleichungen (siehe Kap. 1.5.) zwei Aussagen uber das E-Feld, namlich

div E = -

iv —Eop
und

rotE =0

Well das elektrische Feld wirbelfrei ist, kbnnen wir es auch als Gradient eines skalaren
Potentials darstellen (siehe Klassische Experimentalphysik 1).
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Gradient

Der Gradient eines skalaren Feldes f = f(r,t), dargestellt in einem Kartesischen
Koordinatensystem, ist definiert als
(o
0x
of

grad f = Vf =| —

L
0z

Damit bildet der Gradient ein skalares Feld ab auf ein Vektorfeld, d.h. der
Gradient ist immer noch eine Funktion des Ortsvektors r und der Zeit t.
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Wir definieren das skalare Potential ¢ (r) (des elektrischen Feldes) tber

4 )

E=—grad¢; [¢p]=V
N Y

mit der Abktrzung V fir die Einheit Volt.

Multipliziert man das elektrische Feld mit der Ladung, so gelangt man zur Kraft.

Multipliziert man das elektrische Potential ¢ mit der Ladung, so gelangt man zur
potentiellen Energie (bzw. zum Beitrag des elektrischen Feldes zur potentiellen Energie).

Sowohl die potentielle Energie als auch das elektrische Potential bendtigen einen
Bezugspunkt bzw. eine Referenz (siehe unten).
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Oder umgekehrt:

r

o(r) = — fE(r’) - dr’

— 00

mit der Wahl ¢p(—o0) = 0.

Siehe auch Arbeitsintegral in der Vorlesung Klassische Experimentalphysik I.
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Erdung

Gerade eben haben wir den Bezugspunkt ry, an dem das elektrische Potential gleich
Null ist, ins Unendliche geleqt.

Sehr haufig (gerade auch in der Elektrotechnik) legt man den Bezugspunkt ry mit
¢ (ry) = 0 jedoch ins Endliche und nennt ihn die Erdung.

Sehr haufig sind dann Teile eines Systems uber metallische Leiter mit der Erdung
verbunden. Idealerweise haben diese Leiter einen Ohmschen Widerstand nahe Null

(siehe Kap. 2.3.). Diese Teile liegen dann alle auf dem elektrischen Potential ¢ = 0.

Martin Wegener, Klassische Experimentalphysik II, KIT, SS 2023



29

Aquipotentiallinien bzw. -flachen

Wir kdnnen das elektrische Potential visualisieren durch Linien bzw. Flachen konstanten
Potentials im 3D Raum

¢(r) = ¢p(x,y,z) = const.

7

Beispiel: Zwei positive Punktladungen ) )

l
Aquipotentiallinien

Bildquelle: DOCPLAYER, Physik 11. von Stefan Bruckmoser, Version: 2019 07_18
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Beispiel

Das elektrische Feld einer einzelnen punktformigen Ladung () am Ursprung des
Koordinatensystems (siehe Kap. 2.1.) ist gegeben durch

E(r) = +— & F d
r) = = — r
ineo e e 4o
mit dem Potential am Ort r
Q
r) =+
$(r) 41e, |1

Nachrechnen!
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Elektrisches Potential, Poisson-Gleichung und Spannung

Setzen wir die Definition des elektrischen Potentials E = —grad ¢ ein in die erste
mikroskopische Maxwellsche Gleichung div E = eip, so erhalten wir mit der Definition
0
fir den Laplace-Operator A Uber
d’¢p 0% 0°%¢

divgrad¢=A¢=W+a—yz+ﬁ

die Poisson-Gleichung
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In Abwesenheit von Ladungen, also fur p = 0, reduziert sich die Poisson-Gleichung auf
die Laplace-Gleichung

Agp = 0

Die Laplace-Gleichung haben wir im letzten Semester im Kontext laminarer Stromungen
von Flussigkeiten schon kennengelernt (dort fir das Geschwindigkeitspotential @).

Es ist bemerkenswert, dass zwei physikalische vollig unterschiedliche Probleme zur
Identischen mathematischen Form fuhren.
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Mit dem Coulomb-Potential einer Punktladung Q; am Ort r;

Qi

Atey |r — 1y

P(r) =+

erhalten wir mit dem Superpositionsprinzip (vgl. Kap. 2.1.) die L6sung der
Poisson-Gleichung fur N Punktladungen

¢(r) =

4neo Ir - rll
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bzw. die formale Losung der Poisson-Gleichung flr kontinuierliche Ladungsdichte-
Verteilungen p im Sinne der Homogenisierungs-Naherung

1 p(r')
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Elektrisches Potential, Poisson-Gleichung und Spannung

Das elektrische Potential bezieht sich auf einen Punkt im Raum.

Die elektrische Spannung U = U, (oder auch Potentialdifferenz) bezieht sich auf
zwel Punkte im Raum und ist gegeben durch die Definition:

U= Uy = ¢(r;) — ¢(ry)

Vorsicht mit dem Vorzeichen! Vertauscht man 1 < 2, so gilt offenbar U - —U.

Oft verwendet man keinen Index an der Spannung oder auch nur einen Index. Dennoch
bezieht sich die Spannung immer auf zwel Punkte im Raum.
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Beispiel

Das elektrische Feld eines idealen Plattenkondensators (siehe Kap. 2.1.)
hatten wir bestimmt zu

Q

E(r) =E(x,y,z) = <O, O,EO—A> = —grad ¢

Damit erhalten wir das statische elektrische Potential

Q

B) = $x,y,2) = = 2
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... und die Spannung

Q

U= gb(x,y,O) _ gb(x,y,d) — EO_A d

Damit konnen wir das elektrische Feld des idealen Plattenkondensators auch
schreiben wie

R
|
QU<
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Trennen wir also positive und negative Ladungen voneinander, so mussen wir Arbeit
verrichten entgegen der anziehenden Lorentz-Kraft zwischen den Ladungstragern.

So baut sich sukzessive ein elektrisches Feld und eine elektrische Spannung U auf.

Lassen wir die Ladungstrager wieder los, so bewegen sie sich wieder aufeinander zu,
es flief3t also ein Strom I, die zugehdrige Stromdichte ist j = pv.

Im Allgemeinen ist der Zusammenhang U (I) bzw. I(U) kompliziert.
Das Ohmsche Gesetz ist ein ebenso einfacher wie wichtiger Spezialfall.

Mathematisch kann man kann es auch auffassen als erstes Glied einer Taylor-
Reihenentwicklung von I(U) um den Punkt I1(0) = 0, d.h. I(U) = const. X U.
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2.3. Das Ohmsche Gesetz

Das Ohmsche Gesetz besagt, dass Strom [ und Spannung U in ,vielen® Situationen
(Jedoch nicht immer) einfach proportional zueinander sind, also

e )
U=RI] & | =
\_ J

mit dem Ohmschen Widerstand R.

Die Einheit des Ohmschen Widerstandes ist ,Ohm*, [R] = V/A = Q,
mit der Abkiirzung (.
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Gustav Ohm hat dieses Gesetz zunachst rein phanomenologisch bestimmt.
Es gilt z.B. fur Metalle, einige FlUussigkeiten, Gase mit geladenen lonen, etc.

Wir wollen es jetzt ableiten fur Metalle.

Hierbel betrachten wir im Rahmen des Drude-Modells die Elektronen im Metall als frei
bewegliche Teilchen mit Masse m und Ladung —e.

Die Ladungsdichte der Elektronen sei (im Sinne der Homogenisierung) p = const. < 0.

Wir gehen davon aus, dass das elektrische Feld (vgl. Plattenkondensator) und der Strom
homogen Uber den Querschnitt A des z.B. zylinderférmigen Drahtes sind, also

[ =jA=pv A

Martin Wegener, Klassische Experimentalphysik II, KIT, SS 2023



41

Schema eines zylindrischen metallischen Drahtes (fur Ohmsches Gesetz)
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Die Geschwindigkeit der Elektronen v ergibt sich aus dem 2. Newtonschen Gesetz

mv=F

Nehmen wir nun als Kraft die Lorentz-Kraft F = —eE = —elU /d, so steigt bei konstanter
Spannung U = const. die Geschwindigkeit linear mit der Zeit an, v « t, und somit auch
der Strom [ « t. Das Ohmsche Gesetz entspricht jedoch einem zeitlich konstanten Strom
bei konstanter Spannung. Wir erhalten einen Widerspruch.

Es spielen also offenbar noch andere Krafte eine Rolle.
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Wir betrachten daher zusatzlich eine Stokessche Reibungskraft, die auf die Elektronen
wirkt. Mikroskopisch ruhrt diese Kraft her von Sté3en der Elektronen im Metall.

. eu
mv = 7 V4%

Eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist
(vgl. Fall im Schwerefeld der Erde mit Reibung im letzten Semester)

- . el
v = const. = d
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Damit wird der Strom

[=jA=prA= V)a=?
=jA=pvA=p(-—7)A=7

Koeffizientenvergleich liefert den (positiven) Ohmschen Widerstand (wg. p < 0)

d
R=—"" 50
eAp
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Den Kehrwert von y/m kann man interpretieren als die mittlere Zeit T zwischen zwei
StoRRen der Elektronen im Metall, also T = m/y.

FUr normale Metalle (Gold, Silber, Eisen, Aluminium, ...) bei Umgebungsbedingungen
liegt diese Streuzeit bel

T~10fs =101

Stationare bzw. quasi-stationare Bedingungen stellen sich also sehr schnell ein
(zum Beispiel nachdem man den Schalter einer Taschenlampe betatigt hat).
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Zusammenfassung: Der Ohmsche Widerstand R ist ...

.. proportional zum Reibungskoeffizienten y = m/t

.. proportional zur Lange des Drahts d
(siehe auch Serienschaltung von Widerstanden)

.. umgekehrt proportional zur Querschnittsflache des Drahtes A
(siehe auch Parallelschaltung von Widerstanden)

... ist damit also abhangig von der Geometrie des Drahtes
... umgekehrt proportional zur Teilchendichte der Elektronen = p/(—e)

... umgekenhrt proportional zum Quadrat der Ladung der Elektronen « —ep
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Leitwert

Bisweilen verwendet man auch den Leitwert ¢ statt des Ohmschen Widerstandes R.

Der Leitwert (; ist definiert als

G=—; [6]=0"=
== [61=0"=

mit der Einheit Siemens, abgekurzt als ,S”.

Der Leitwert darf nicht verwechselt werden mit der elektrischen Leitfahigkeit
(siehe folgendes Unterkapitel).
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Die elektrische Leitfahigkeit

Das Ohmsche Gesetz kann man auch umschreiben in Grof3en, die unmittelbar in
den Maxwellschen Gleichungen auftauchen, namlich die elektrische Feldstarke E

und die Stromdichte j.

Wir erhalten

mit der elektrischen Leitfahigkeit o mit [¢] = 1/(Q m).
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Herleitung: Mit der bislang schon betrachteten Geometrie eines Drahtes haben wir

1 U 1d_ 1 B pE_ E
= AT RATRA" T yd a"T Ty T
eAp

und erhalten die statische elektrische Leitfahigkeit von Metallen

ep
y

=0

= o =

Die Leitfahigkeit hangt (im Gegensatz zu R) nicht von der Geometrie des Drahtes ab.
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Wir haben ein isotropes Metall betrachtet. Dies hat zu einer skalaren Leitfahigkeit gefuihrt.

Fur anisotrope Situationen kann man das Verhalten verallgemeinern mit dem
Leitfahigkeitstensor o zu

j=0E

Das bedeutet, dass der Stromdichtevektor nicht mehr unbedingt in die gleiche Richtung
zeigt wie der elektrische Feldvektor.

Beispiel: Laminate aus abwechselnd metallischen und isolierenden Schichten in einem
Transformatorkern (siehe Kap. 4.1.).
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Vorsicht

Wenn man das Verhalten der Elektronen in einem Metall (0.A.) Uber
j=0E

In die Maxwellschen Gleichungen einbringt, dann darf man die gleichen Elektronen
nicht auch noch durch die (relative) elektrische Permittivitat € (siehe Kap. 1.6.2.) Gber

D= €Epg€ E
beschreiben. Das ware ,doppelt gemoppelt” und falsch. Entweder — oder.

Eine Umrechnung zwischen o und e ist jedoch moglich.
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Den Kehrwert der elektrischen Leitfahigkeit, also o™, bezeichnet man als den
spezifischen Widerstand (bzw. das Inverse von o als den Tensor des spezifischen
Widerstandes).

Die Einheit des spezifischen Widerstandes ist damit {2 m.

Der spezifische Widerstand ist, wie auch die elektrische Leitfahigkeit, eine
materialspezifische Grole.

Haufig verwendet man flr den spezifischen Widerstand den Buchstaben p. Wir
vermeiden das hier, um Verwechslungen mit der Ladungsdichte p auszuschliel3en.
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Im Kapitel 4.3.4. kommen wir noch einmal auf das Ohmsche Gesetz zurtck.
Wir verwenden dort die gleiche Nomenklatur und verallgemeinern es dort ftr
zeltabhangige elektrische Felder. Dies fuhrt uns dort zur kinetischen Induktivitat.
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2.4. Die Kirchhoffschen Regeln

Fur komplexe Anordnungen von Leitern, Ohmschen Widerstanden, Kondensatoren
(siehe unten), Spulen (siehe unten) und vielen anderen elektronischen Bauelementen
verwendet man haufig symbolische Darstellungen.

<,
e PR
Idealer Leiter: gerader Strich %3
Verbindung (oder ,Knoten®): kleine Kreisflache &
TR "I

Widerstand: offenes Rechteck

O S e S

U
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Als Symbol fur einen Widerstand findet man aber auch (Auswahl):

1 F il

Bildquellen: diverse
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Die 1. Kirchhoffsche Regel oder Knotenregel

Die Knotenregel fir stationare Situationen hatten wir im Kapitel 1.5.1. schon aus der
Ladungserhaltung bzw. aus den Maxwellschen Gleichungen heraus abgeleitet und
formuliert:

Die Summe aller Strome eines Stromknotens ist gleich Null

N
1=1

a )
Ii:()
NS J
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Die 2. Kirchhoffsche Regel oder Maschenregel

Eine Masche ist ein geschlossener Stromkreis. Die Maschenregel lautet:

Die Summe aller Spannungen in einer Masche ist gleich Null

o I
EUL'ZO
.

l

J

Die Konvention ist hierbei, dass Spannungsquellen und Spannungsabfélle das
umgekehrte Vorzeichen haben.
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Herleitung (Maschenregel)

Im stationaren Fall lautet die 2. Maxwellsche Gleichung (mikroskopisch oder
makroskopisch): rot E = 0.

Integration dieser Gleichung Uber eine Flache F, die vom Stromkreis berandet wird,
und Anwendung des Satzes von Stokes fuhren zu

fE-dr=O

(F)

Die Integrationsflache F und ihr Rand (F) sind auf der Gbernachsten Folie in einem
Beispiel illustriert.
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Nun kdnnen wir dieses Wegintegral in N Teile zerlegen.

Iy M N
(F) ry Iy =1

g.e.d.

Eine Ladung Q hat also nach einem Umlauf im Stromkreis (also einem Umlauf in der
Masche) die gleiche Energie wie vor dem Umlauf.

Beim Durchlaufen eines Ohmschen Widerstandes sinkt die potentielle Energie der
Ladung im elektrischen Feld, beim Durchlaufen einer Spannungsquelle steigt inre
potentielle Energie wieder.

Analogie: Wasser fliel3t einen Berg herunter und wird wieder hochgepumpt.
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Beispiel (Spannungsquelle und Widerstand)

Wir betrachten eine Masche bestehend aus einer Spannungsqguelle (z.B. einer Batterie)
mit Spannung U, und einem Ohmschen Widerstand R mit Spannungsabfall U = RI
(vgl. Kap. 2.3.). Die rote Linie kennzeichnet den Integrationsweg in unserer Herleitung.

Die Maschenregel flhrt zu

UOZRI

P
e, S

]

: 1 e

p -

st 4

Die Spannungsabfalle tber den Verbindungen (Striche) werden vernachlassigt.
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Beispiel (Parallelschaltung von Widerstanden)

Mit der Knotenregel haben wir

u U U T R
I:II-I_IZ:R +R :R :
1 2 ges — ! — }———
L T
T R
1 1 1 & 4
= = —+ —
Rges R1 Rz

Die Kehrwerte der Widerstande addieren sich zum Kehrwert des Gesamtwiderstandes.
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Vorlesungsexperiment
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Beispiel (Serienschaltung von Widerstanden)

Mit der Maschenregel haben wir

UO:U1+U2:R11+R21

I
(Cu—Lw
= Rges — R]_ + RZ O— -

Die Einzelwiderstande addieren sich zum Gesamtwiderstand.
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Vorlesungsexperiment
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Beispiel (Bereichserweiterung von Messinstrumenten)

Ein Strom-Messinstrument habe den Innenwiderstand R; = 1 ) und gestatte es,
Strome bis max. I; = 1 mA zu messen (entspricht ,Vollauschlag®).

Wir wollen aber Strome bis max. I = 1 A messen kénnen. Dazu schalten wir einen
,shuntwiderstand® R parallel.

I=Ii+IS=>IS=I—Ii Q; 4@ QZ

R RIL R
I, I—-IL I/l,—1"

U :Rili :RSIS :>RS =
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Vorlesungsexperiment
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Beispiel (Potentiometerschaltung)

Eine Batterie liefert eine feste Spannung Uy . Wir wollen aber eine einstellbare
Spannung U (ohne nennenswerten Stromfluss). Das Potentiometer erlaubt es, den
Widerstand R, einzustellen mit der Nebenbedingung R; + R, = const.

I
U — RzI —
Upat = (R1 + Ry)I l ﬁ,[‘
U, @P U
R> T ?
>0<U=U < U - |
— bat Rl + RZ — Ubat
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Verschiedene technische Realisierungen von Potentiometern

nlnn[ml

e

[

€

WD

- 1L
IlIIIIIIIII!

LA

e

Bildquelle: wikipedia und andere



Vorlesungsexperiment
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Beispiel (Wheatstonsche Brlicke)

Wir betrachten folgende Anordnung:

QPL Qx u“y QKS g‘f\oun
/O(W,CK AM,OCVCM&‘QA =0
1 ( . A \ =
&, L —— \4,_2-
T R, [, L
-© O-
U

Der Verschieberegler (das Potentiometer) sei so eingestellt, dass der Strom durch das
Amperemeter in der Mitte gleich Null ist.
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Bei einem bekannten Referenzwiderstand R,, kann man durch Ablesen des Verhaltnisses

Ry . . . R . .
R—Z (ist gleich dem Langenverhaltnis) den unbekannten Widerstand Ry ermitteln.
1
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Vorlesungsexperiment
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Beispiel (optimale Last)

Eine reale Spannungsquelle kann man darstellen als die Serienschaltung einer idealen
Spannungsquelle mit Spannung U, und eines Ohmschen Innenwiderstands R;.

Wir schliel3en einen Ohmschen Widerstand R (einen ,Verbraucher” oder eine ,Last")
an die reale Spannungsquelle an. PRI T

f . Q \. (

| e U o

( <é o (jﬁ *J—/_’/_j] ()
@( : Y, // /q B

[ | o SR
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Bei welchem Widerstand R wird die groldte Leistung von der Spannungsquelle
an die Last Ubertragen?

Was ist Uberhaupt die Ubertragene Leistung bzw. der Leistungsabfall?
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Im Kapitel 2.2. hatten wir gesehen, dass die Energie W bzw. Arbeit, die man verrichten
muss, um eine Ladung Q von einem Pol der Spannungsquelle mit Spannung U zum
anderen zu bringen, gegeben ist durch W = QU. Bei konstanter Spannung U = const.
ergibt sich somit die Leistung P (siehe Klassische Experimentalphysik I)

dW

d
P=—m=— =]
dt dt(QU) v

Der Leistungsabfall am Widerstand R ergibt sich also zu

a )
U2
P=1U = RI? = —
R

- /
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Was ist nun die optimale Last? In Analogie zum Beispiel mit der Potentiometerschaltung
haben wir

Also haben wir den Leistungsabfall P = Ul
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... also

P =U? R
~ % (R{+ R)?

Die Leistung P wird maximal flr den Widerstand R mit

dP_O_ 1 , R
dR (R, + R)? (R; + R)3
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Fazit: Wenn der Lastwiderstand R identisch ist zum Innenwiderstand R; der
Spannungsqguelle, findet die beste Leistungstbertragung statt, also die grof3te Erwarmung
des Widerstandes R.

Fir R = 0O ist die Leistung P gleich Null weil die Spannung U in P = Ul gleich Null ist.

Fir R = oo ist die Leistung P gleich Null weil der Strom I in P = Ul gleich Null ist.
Das Optimum liegt dazwischen.
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2.5. Stetigkeitsbedingungen an Grenzflachen

Im Vakuum gelten (immer) die Zusammenhange

D:E()E ; B:‘LloH

In vielen Materialien (oder Medien) gelten die Zusammenhange (siehe Kap. 1.6.2.)

D=¢yeE ; B=puuH
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Als Konsequenz daraus andern sich i.A. Betrag und Richtung der elektromagnetischen
Felder an einer (ebenen) Grenzflache zwischen Vakuum und Material.

Sind dabei zumindest gewisse Komponenten (Normalkomponente oder

Tangentialkomponente bzgl. der Grenzflache) der Felder f = E, D, B, H stetig,
konstant bzw. ,erhalten“?

Ja.

-

-

\
Aus div f = 0 folgt, dass die Normalkomponente von f stetig ist.

Aus rot f = 0 folgt, dass die Tangentialkomponente von f stetig ist.

)
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Beispiel

-
=
Va B e € -
) )
e
Hedl o 3 2
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Beweis (Normalkomponente)

Wir legen das Volumen einer flachen ,Keksdose" so, dass die Dose die Grenzflache
beinhaltet. Wir integrieren div f = 0 tGber dieses Volumen und verwenden
den Satz von Gaulf}

dindV=¢ f-dA AN
Jv W) L 3{: = A
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Wir betrachten zuerst den Limes Dicke d — 0 (damit wird der Beitrag des Randes der
Keksdose vernachlassigbar klein) und dann den Limes Flache A — 0.

Damit haben wir

o=f divde:jg f-dA> (fu—fDA=0 = fy=Ff
174 V)

Die Normalkomponente ist also stetig. g.e.d.
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Beweis (Tangentialkomponente)

Wir legen den dargestellten geschlossenen Integrationsweg um die Grenzflache und
verwenden den Satz von Stokes

J (rotf) - dA=f f-dr
F (F)

-
A .
P
Bl e v
e s
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Wir betrachten zuerst den Limes d — 0 und dann den Limes L — 0.

Damit haben wir

0= Goth) - dA= [ fdro(r-fL=0 =fr=Ffi
F (F)

Die Tangentialkomponente ist also stetig. g.e.d.
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Beispiel

Wir betrachten das elektrische Feld mit div D = 0 und rot E = 0 an der Grenzflache
Vakuum-Silizium (Si), mit eg; = 12.

Ve Aanirn

_

g\/(‘. 2.

Das elektrische Feld wird also ,vom Lot weg gebrochen®.
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Beispiel

Wir betrachten eine Grenzflache Vakuum-Metall. Das Metall ndhern wir als ideales Metall
mit frei beweglichen Elektronen, d.h. wir nehmen an, dass das elektrische Feld im
Inneren des Metalls gleich Null ist. Ansonsten wirden Kréafte wirken, die dazu fuhren,
dass gilt E = 0 (somit ist das Potential ¢ = const.). MtE=0 = E; =0 = E; = 0.

Die elektrischen Feldlinien stehen also immer senkrecht auf Metalloberflachen.
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Bringt man z.B. ein ideale Metallkugel bzw. eine Kugel aus einem idealen Leiter in das
zuvor homogene elektrische Feld eines Plattenkondensators (siehe Kap. 2.1.) ein,
so ergeben sich folgende Feldlinien

—

&

> Leiter

Y YY VY VL Y Y VY Jv Jv Jv YYVYY

Bildquelle: www.tpi.uni-jena.de/~wipf/lectures/ed/ed3.pdf



90

2.6. Spiegelladungen und Oberflachenladungsdichte

Im Kapitel 2.5. haben wir gesehen, dass ideale Leiteroberflachen das elektrische Feld
auch im Aul3enraum des Leiters verandern relativ zum Fall ohne Leiter.

Insbesondere ist die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes bzgl. der
Leiteroberflache an allen Punkten der Oberflache gleich Null.

Das wirft die Frage auf, wie wir das elektrische Feld im Aul3enraum i.A. bestimmen
konnen.

Wir betrachten als Beispiel eine Punktladung Q im Abstand a von einem metallisch
leitenden Halbraum (ungeladen bzw. geerdet, also auf konstantem Potential ¢).
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Wir machen den dargestellten Ansatz einer fiktiven Spiegelladung —Q im Metall (grau).

> X

>

[

Bildquelle: wikipedia
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Wir wahlen unser Koordinatensystem so, dass die Grenzflache in der yz-Ebene
bei x = 0 liegt und die Punktladung @ den Ortsvektor r, = (—a, 0,0) hat.

In mathematischer Form haben wir dann fir x < 0 (also links von der Grenzflache)

0 0
Gray P terd - ia gy

1
E(r) =E(x,y,2) = Ire, ( mE (x —a,y, Z))

An der Grenzflache bei x = 0 hat der elektrische Feldvektor ausschliel3lich eine von Null
verschiedene Normalkomponente bzgl. der Grenzflache (= x-Komponente).

Links von der Grenzflache I0st der Ansatz zudem die Maxwellschen Gleichungen.
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Rechts von der Grenzflache |6st der Ansatz jedoch nicht die Maxwellschen Gleichungen.
Dort gilt vielmehr E = 0. Insofern beziehen sich die Feldlinien im Metall auf der vorletzten
Folie auf die fiktive Spiegelladung, nicht aber auf die Realitat.

In der Realitat wird eine interne Ladungsdichte p;,+ an der Grenzflache bzw. nahe der
Grenzflache induziert. Diese kdnnen wir bestimmen aus den makroskopischen
Maxwellschen Gleichungen (siehe Kap. 1.6.), insbesondere mit Hilfe der Relationen

1
E=—(D-P)
€o
und
div P = —pjn¢
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Mit der Losung, die wir mit Hilfe der Spiegelladung erhalten haben, und mit der
Heaviside-Sprungfunktion ©@(x) mit @(x) = 0 firx < 0und O(x) = 1 fur x > 0,
schreiben wir das elektrische Feld innerhalb und auf3erhalb des Metalls wie

E(r) = E(x,y,2)

) 0 0
=9 e <|<x T TR R Ty

)

Die induzierte (oder influenzierte) bzw. interne Ladungsdichte ergibt sich aus

Pint = —div P = div(ey,E — D)
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An der Grenzflache macht das Argument der Divergenz einen Sprung, well die
x-Komponente (also die Normalkomponente) des E-Feldes einen Sprung macht.

Die anderen Komponenten (also die Tangentialkomponente) des E-Feldes sind links und
rechts von der Grenzflache gleich Null.

Die Divergenz des D-Feldes (also des Feldes, das von der externen Punktladung Q
erzeugt wird) ist an der Grenzflache (wie auch Uberall aulser am Ort der externen
Punktladung selbst) gleich Null.

1 Q
= pint(x; Y, Z) — _S(x) AT (az + yz + 22)3/2 2a

Es wird also eine unendlich grof3e Ladungsdichte direkt an der Grenzflache induziert.
Man spricht auch von einer (endlich grof3en) Oberflachenladungsdichte. Mit steigendem
Abstand von der x-Achse (wo y = z = 0 gilt) fallt diese Oberflachenladungsdichte ab.
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Schematische Darstellung der induzierten Oberflachenladungsdichte

> X =+

Bildquelle: wikipedia



Es ist bemerkenswert, dass wir das elektrische Feld im Aul3enraum des Metalls mit Hilfe
der makroskopischen Maxwellschen Gleichungen berechnen konnten ganz ohne
Kenntnis der influenzierten oder internen Ladungsdichte bzw. Oberflachenladungsdichte.

Fur ein mikroskopisches Verstandnis der zu Grunde liegenden Physik ist es aber hilfreich,
die influenzierten Oberflachenladungsdichten zu kennen bzw. berechnen zu kénnen.
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In Lehrbuchern wird die bei Metallen induzierte Oberflachenladungsdichte haufig auch
ohne Bezug auf die makroskopischen Maxwellschen Gleichungen direkt aus der
1. mikroskopischen Maxwellschen Gleichung bestimmt, also aus

U F = &
dlvE—EOp

Das Ergebnis ist genau das gleiche, man beschreibt die Ladungen nur nicht als interne
Ladungen, sondern Uber p. In dieser Form ist die Argumentation allerdings nicht leicht auf
Dielektrika Ubertragbar.

Im Kapitel 4.6. werden wir die Ladungen in einem Metall auch als interne Ladungen und
Uber die makroskopische Polarisation P beschreiben. Dies fuhrt uns im Kap. 4.6. im
statischen Limes (w — 0) zu € - —oo flr die relative elektrische Permittivitat des Metalls.
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Verallgemeinerung der Stetigkeitsbedingung

Wir kdnnen die induzierte Oberflachenladungsdichte auch aus dem Sprung der
Normalkomponente des E-Feldes an der Oberflache bestimmen.

Hierzu gehen wir zurick zum Anfang von Kap. 4.5. Dort hatten wir mit Hilfe der

,Keksdose" abgeleitet, dass die Stetigkeit der Normalkomponente von E folgt aus der
Gleichung div E = 0.

Al
> X

¢4 g
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Die Normalkomponente von E bleibt sogar stetig fur div E = Eip sofern die
0

Ladungsdichte p keine Singularitat an der Grenzflache hat. Die Normalkomponente
macht hingegen einen Sprung im Falle einer Singularitat.

Mathematisch sieht man dies am Grenzlibergang Dicke der Keksdose d — 0
(siehe Kap. 4.5. bzw. Grafik auf der vorherigen Folie). Das Volumenintegral tber die
Ladungsdichte strebt in Gegenwart einer Singularitat der Form

p(r) = p(x,y,2) = 6(x) 6(y,2)

(x-Komponente entspricht der Normalkomponente) nicht gegen Null. Hierbei ist 6 (y, z)
die Oberflachenladungsdichte.
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Wir haben

. . . .1 1 N
lll_r)% divEdV = gll_r)r(l) j E-dA = 211_r>r(1) E—OJ pdV = 11rr(1) E—OJ 5(x) 6(y,z) dxdydz
14 (V)

6(y,z) dydz
60 J

Im Limes A — 0 (siehe Grafik) erhalten wir dann

EO(EN—EII\])A = 04 = [ EO(EN_EII\I) =0 }
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Der Sprung in der Normalkomponente von €yE ist also gegeben durch die
Oberflachenladungsdichte &, mit [6] = Asm™ %= C m™2.

Die Schlange haben wir Gbrigens eingefuhrt, um maogliche Verwechslungen mit der
elektrischen Leitfahigkeit o zu vermeiden (siehe Kap. 2.3.).

Auf diese Weise kdnnen Sie auch leicht Oberflachenladungsdichten flr Dielektrika
bestimmen (siehe erstes Beispiel im Kap. 2.5.). Wir kommen darauf in den Ubungen
zurdck.
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2.7. Der Kondensator und seine Kapazitat
Ein Kondensator besteht aus zwei gegeneinander elektrisch isolierten metallisch
leitfahigen Teilen bzw. Oberflachen auf denen sich Ladungen frei bewegen kénnen.

Allgemein gesprochen misst die Kapazitat C die Fahigkeit des Kondensators, Ladung zu
speichern. Die Kapazitat ist immer als positive Grol3e definiert.

Wir unterscheiden zwischen der (gegenseitigen) Kapazitat und der Selbst-Kapazitat.
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(Gegenseitige) Kapazitat

Im Allgemeinen sind die Ladungen (4 und @, auf den beiden Oberflachen beliebig.

Zur Definition der (gegenseitigen) Kapazitat betrachten wir den Fall, dass Q; = Q > 0
und 0, = —(@Q. Der Kondensator ist also insgesamt ungeladen. Zwischen den beiden
Leitern herrsche die positive Potentialdifferenz (oder Spannung) U > 0.

Die (gegenseitige) Kapazitat C definieren wir als Ladung pro Spannung

C=Q ; [C]=@=$=F

[U]

Die (abgeleitete) Einheit der Kapazitat ist Farad, mit der Abklrzung F.
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Selbst-Kapazitat

Bei der Selbst-Kapazitat betrachten wir grundsatzlich die gleiche Anordnung, nehmen
aber an, dass eine der beiden metallischen Oberflachen, 0.B.d.A. die Oberflache #2,

geerdet ist, also auf dem elektrischen Potential ¢, = 0 liegt. Die andere Oberflache liege
auf dem Potential ¢; und trage die Ladung Q. Die Spannung zwischen den beiden ist
damlt U — ¢1 — ¢2'

Die Selbst-Kapazitat C > 0 ist definiert als

¢]=rm =

9 .
U [U]

_—
C = — =
P1
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Der Wert der Selbst-Kapazitat hangt davon ab, welchen der beiden leitfahigen Telle
(#1 oder #2) man erdet.

Die Selbst-Kapazitat kann identisch zur (gegenseitigen) Kapazitat sein, kann aber auch
verschieden von ihr sein, je nachdem welchen Teil man erdet.

Die gegenseitige Kapazitat nennen wir im Folgenden der Einfachheit halber in der Regel
einfach nur Kapazitat.
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Symbolisch stellt man einen Kondensator wie folgt dar (Auswahl):

-
o -
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Beispiel

Wir betrachten einen Kugelkondensator im Vakuum, d.h. zwei konzentrische
gegeneinander isolierte metallische Kugeln mit Radien r; und r, > ry.

Die Spannung ergibt sich aus der Differenz der Potentiale, U = ¢ (1) — ¢ (1), die wir
Im Kap. 2.2. bestimmt hatten.

g, Q nr;
U Q(l_;) Al ——
dteg\r1 1y

Fur grofRere Kugeln muss man weniger Energie aufbringen, um eine weitere Ladung von
der einen Kugel zur anderen zu bringen, die Kapazitat der Anordnung ist also grof3er.
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Diese Kapazitat ist identisch zur Selbst-Kapazitat des Kugelkondensators flr den Fall,
dass man die Kugel #2 erdet.

Erdet man die Kugel #1, erhalt man eine andere Selbst-Kapazitat (siehe Ubungen).
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Beispiel

Wir betrachten eine einzelne metallische Kugel mit Radius r; im Vakuum.

Dazu nehmen wir das Ergebnis des vorherigen Beispiels und betrachten
den Limes r, — oo,

Wir erhalten die Kapazitat

Q
47?60 (7”11 B 0)

Diese Kapazitét ist identisch zur Selbst-Kapazitat C der Kugel #1.

C = =47TEOT1=C~
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Betrachten wir beispielsweise unsere Erde als leitfahige Kugel mit Radius
r, = R = 6.371 x 10° m (siehe Klassische Experimentalphysik 1) im Vakuum des
Weltalls, so ergibt sich ihre elektrische Selbst-Kapazitat zu

. As
C ~ 4m-8.854 x 10712 v 6.371 x 10 m ~ 708.9 pF

Ein anderes konkretes Beispiel fur die Selbst-Kapazitat einer Kugel ist die obere Kugel
beim Van-de-Graaff Generator (siehe Kap. 1.1.).
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Beispiel

Wir betrachten einen Plattenkondensator bestehend aus zwel planparallelen Platten mit
Abstand d und Flache A = a2, mit a = VA > d (siehe Kap. 2.1. und Kap. 2.2.).

d] A4
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Beispiel

Wir betrachten einen Plattenkondensator bestehend aus zwel planparallelen Platten mit
Abstand d und Flache A = a2, mit a = VA > d (siehe Kap. 2.1. und Kap. 2.2.).

In dieser Naherung haben wir das homogene elektrische Feld

_ (o002 )\=(00Y
E = (0,0,E,) = <o, 0, EOA> - (0, 0, d)
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Diesen Ausdruck konnten wir grundséatzlich dazu nutzen, die Naturkonstante €, zu
bestimmen.

Bringt man ein Dielektrikum mit D = €€ E zwischen die Platten des Plattenkondensators,
so erhoht sich die Kapazitat um den dimensionslosen Faktor ¢, also auf

o A
= €0€

In technischen Anwendungen verwendet man haufig Elektrolytkondensatoren in denen
gilt e = 10 — 40.

Anschaulich: Es wird leichter, externe Ladungen auf die Platten zu bringen, weil die
Ladungen im Material das elektrische Feld abschirmen.
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Die Kapazitat steigt mit sinkendem Abstand der Platten d. Das minimal einsetzbare d
wird begrenzt durch das Einsetzen von ,Durchschlagen®.

Fur technische Anwendungen werden die beiden Platten aufgewickelt, um grof3e Flachen
A und damit grof3e Kapazitaten bei kleinen auf3eren Abmessungen zu erreichen.

Grol3e Kapazitaten kann man auch als wiederaufladbare Batterie (Akkumulator oder
kurz ,Akku®) betrachten. In so genannten Superkondensatoren oder ,supercaps” sind

heute bis zu C = 10* F méglich.
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Beispiele
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Vorlesungsexperiment
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Beispiel

Wir betrachten die Parallelschaltung von zweil Kondensatoren.

Qges 0Q1+Q; CU+CGU
= = = :)C

Cges U U U ges — C; + C;
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Die Formel fur die Parallelschaltung von Kondensatoren

ISt analog

zur Formel fur die Serienschaltung von Widerstanden.
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Beispiel

Wir betrachten die Serienschaltung von zwei Kondensatoren.

S

—Q10Q2 —

Die Ladungen Qyund Q- sind identisch, also Q = Q; = 0».

1 1 1
= U = % + & __© = =—+
Cl CZ Cges Cges Cl CZ
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Die Formel fur die Serienschaltung von Kondensatoren

ISt analog

zur Formel fur die Parallelschaltung von Widerstanden.
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2.8. Der Energieinhalt des elektrischen Feldes

Um eine (kleine) Probeladung Q von einem Ort r; mit Potential ¢(r;) zu einem

anderen Ort r, mit Potential ¢ (r,) zu bringen, muss man bei fester Spannung
U= ¢(r,) — ¢(ry) die Arbeit

W = QU

verrichten. Diese Arbeit kann z.B. von einer Spannungsquelle verrichtet werden und
erhoht ggf. die potentielle Energie der Ladungen.

Ist die Spannung nicht konstant, verallgemeinern wir diesen Ausdruck zu

w= [ u@de
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Beispiel

FUr einen Kondensator haben wir U = % und damit

1
=— CU?

QZ
c 2

W=jU(Q)dQ=f%dQ=%

Betrachten wir weiterhin einen Plattenkondensator in Vakuum, so haben wir mit

U =E,d=EdundC =)=

1 1
>W == CU? =

1
> 2eodEd 2(Ad)ED wV
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Hier haben wir schon die Energiedichte des elektrischen Feldes als Energie pro
Volumen, also w = W /V, eingefiihrt mit
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Dieser Zusammenhang gilt im Rahmen der Elektrostatik auch fir Materialien
mit D = €y€ E.

Er bleibt auch richtig fur zeitharmonisch variierende elektrische Felder — solange die
Frequenzabhangigkeit von € vernachlassigt werden kann (ohne Bewels).

Man sagt manchmal, dass dies die Energie bzw. Energiedichte seli, die im elektrischen
Feld gespeichert sei. Physikalisch ist die Energie aber auch direkt verkntpft mit den
Ladungen, die sich z.B. auf den Platten eines Plattenkondensators befinden.
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2.9. Elektrische Dipole

Eine einzelne elektrische Punktladung Q nennt man auch einen elektrischen Monopol.

Ein Paar von Punktladungen mit Ladungen Q > 0 und —(Q < 0, das starr miteinander

verbunden ist mit Verbindungsvektor Ar (mit |Ar| = const.), nennt man einen statischen
elektrischen Dipol.

Der Verbindungsvektor Ar zeigt konventionsgemaf von der negativen Ladung zur
positiven Ladung.

Diese Vorzeichenkonvention entspricht der ftr die Polarisation P in den G
makroskopischen Maxwellschen Gleichungen (siehe Kap. 1.5. und 1.5.2.).

—

p
Das Dipolmoment ist definiert als [ p = QAr } ; |pl = Asm ©
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Vollzieht man den Limes Ar — 0, so spricht man von einem Punkt-Dipol.

Die Gesamtladung eines elektrischen Dipols ist Qges = @ + (—Q) = 0.
Daher ist die Kraft auf Qges in €inem homogenen elektrischen Feld gleich Null.

Es wirkt aber ein von Null verschiedenes mechanisches Drehmoment
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Vollzieht man den Limes Ar — 0, so spricht man von einem Punkt-Dipol.

Die Gesamtladung eines elektrischen Dipols ist Qges = @ + (—Q) = 0.
Daher ist die Kraft auf Qges in €inem homogenen elektrischen Feld gleich Null.

Es wirkt aber ein von Null verschiedenes mechanisches Drehmoment

M=ArxXF=Arx (QE) =QAr XE =p X E = |p| ' |E| sing

mit dem Winkel ¢ zwischen Dipolvektor und Feldvektor.
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Vorlesungsexperiment

Modellexperiment zur Ausrichtung eines Dipols im homogenen elektrischen Feld.
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In einem homogenen elektrischen Feld E richten sich existierende statische elektrische
Dipole in einem Material (z.B. in Wasser) parallel zum Feld aus, sodass gilt ¢ = 0. Dies
fahrt zur Abschirmung des aul3eren elektrischen Feldes und wird in den makroskopischen
Maxwellschen Gleichungen beschrieben durch die relative elektrische Permittivitat € > 0
(siehe auch Kap. 1.6.).

Die Polarisation P ist hierbei einfach gegeben durch die Summe Uber alle Dipolmomente
p; im Material geteilt durch das Volumen des Materials V', also durch

1 1 As
szzpi; [P]=—5 Asm=—5
l

Hierbei verwendet man in der Regel wieder die Naherung raumlich Uber ein kleines
Volumen gemittelter Grof3en (siehe Homogenisierung in Kap. 1.6.1., Anmerkung lll).
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Energie eines elektrischen Dipols im elektrischen Feld

In einem rdumlich inhomogenen elektrischen Feld E(r) wirkt auf einen Punkt-Dipol
mit Ar — 0 eine Kraft

F=Q(E(r+Ar)—E(r)) =Qgrad (Ar-E) =V(p-E)
Diese Kraft stellen wir als negativen Gradienten einer potentiellen Energie E},q dar

F=—-VEy = —V(-p-E)
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Die potentielle Energie eines (statischen) elektrischen Punkt-Dipols p im
elektrischen Feld E ist also gegeben durch

Epot =—p-E
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Vorlesungsexperiment

Ablenkung eines Wasserstrahl durch ein inhomogenes elektrisches Feld.
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2.10. Der Depolarisationsfaktor

Wir betrachten Materialien, die mittels der makroskopischen Maxwellschen Gleichungen
beschrieben werden durch (siehe Kap. 1.6.1.)

1
E(r) = - (D(r) —P(r)) © D(r) = €E(r) + P(r)

Weiterhin gelte (siehe Kap. 1.6.1.)

P(r) = €ox E(r)
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Fur statische Messungen an dielektrischen Materialien, beispielsweise mit Hilfe eines
Plattenkondensators, verwendet man immer endlich grol3e Materialien.

Dabel hangt das Ergebnis der Messung dann aber nicht nur von den
Materialeigenschaften ab, sondern auch von der Form des endlich groléen Kdorpers.
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Beispiel

Wir betrachten eine homogene dielektrische Kugel in einem Plattenkondensator.

)
I
o
&
(v
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Elektrische Dipole in der Kugel
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Die elektrische Feldstarke E innerhalb der Kugel ist nicht einfach identisch zur externen
elektrischen Feldstarke EgxTt aul3erhalb der Kugel oder ganz ohne Kugel.

Sie ergibt sich vielmehr aus den aul3eren Ladungen auf den Platten des
Plattenkondensators und den Ladungen, die effektiv an der Oberflache der Kugel
entstehen. Letztere schwachen das elektrische Feld in der Kugel ab und flihren zu einer
reduzierten Polarisation (daher der Begriff ,Depolarisation” und der Subskript DP).

Innerhalb der Kugel haben wir

E = Egxt + Epp
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In diesem Sinne beeinflussen sich die in der Kugel induzierten Ladungen selbst, man
muss das Problem also selbstkonsistent I0sen.

Wir machen den Ansatz

1
Epp=——NP; [N|=1
€o

Im Allgemeinen zeigt das Depolarisationsfeld Epp fUr unsymmetrische Objekte in eine
andere Richtung als der Polarisationsvektor P.

Dies wird durch den Depolarisationstensor N (eine 3 X 3 Matrix) beschrieben.
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In einem geeigneten Koordinatensystem (vgl. Tragheitstensor in der Vorlesung
Klassische Experimentalphysik 1) vereinfacht sich der

Depolarisationstensor N zu

N, 0 O
N={0 N, O
0O 0 N,

mit den drei Depolarisationsfaktoren N, Ny, N,.
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Wenn moglich, vermeidet man bei Messungen solche Situationen und betrachtet
Situationen und einfache symmetrische Objekte, fur die gilt

1
Epp=—— NP; [N|]=1
€0

mit dem (einen) skalaren Depolarisationsfaktor V.
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Durch Einsetzen erhalten wir nun innerhalb der Kugel

1
P=¢€yx E =€px (Egxt + Epp) = €px <EEXT - N P)
0

X
=P = ¢, T+ Ny Egxt = €9 Xeff EExT

Fur den Spezialfall N = 0 erhalten wir yq¢ = .
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Beispiele

Fur die folgenden Anordnungen erhalt man (ohne Herleitung) einfache
Depolarisationsfaktoren:

Kugel, bel. Radius, bel. Orientierung von Egxr: N=1/3
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Beispiele

oluuue
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Beispiele

o A %
/jc».vje v i?“ Uiwoley
b M = C/
.t: X7
o= e
\'/,' e _ y &
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FUr magnetische Materialien bzw. Suszeptibilitaten erhalt man vollig analog zu den
Depolarisationsfaktoren so genannte Entmagnetisierungsfaktoren.

Wir werden diese im Kapitel 3 nicht explizit besprechen.
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