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1 Elektrostatik

1.1 Coulomkraft und E-Feld

Die Kraft zwischen zwei Ladungen ist gegeben durch
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Sind mehrere diskrete Ladungen vorhanden, so wird die Vektorsumme gebildet. Hierbei sitzt ¢ im
Nullpunkt des Koordinatensystems.

N .
q QnTn

2

4ATeq —

F() =

Fiir eine kontinuierliche Ladungsverteilung fiihren wir die Ladungsdichte p fiir Volumina bzw. o
fiir Flichen ein. Die Gesamtladung ergibt sich dann zu Q = [, p(7)dV , baw. Q = [, o(F)dA.

Die Kraft auf eine Ladung g beziiglich einer Ladungsverteilung ist dann

S R—7
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Wir kénnen eine Grobe eintiihren, die unabhéngig von der Ladung ¢ ist. Diese Groke ist das
elektrische Feld und es gilt F'=¢ - E.

Das E-Feld einer homogen geladenen Platte betrégt 5=. Das E-Feld zwischen zwei unterschied-
lich geladenen Platten (Plattenkondensator) betrdgt dann das doppelte, also F = % Auferhalb
des Kondensators ist das Feld 0, da sich die Felder der positiven und negativen Platte gerade
ausgleichen.



1.2 Elektrischer Kraftfluss und Gaufischer Satz

Man definiert den elektrischen Kraftfluss durch eine Oberfliche als ¢ = [ 1 E-dA. D.h. der Kraft-
fluss gibt an, wie stark das Feld ist, dass senkrecht durch die Fliche geht. Fiir jede umschlossene

Ladung gilt aukerdem ¢, = % fv pdV . Dies ergibt sich aus der Verallgemeinerung des Flusses der

von einer Punktladung erzeugt wird. Nach dem Gaufsschen Satz gilt fAE CdA = fv divEdV =
b = [, 2dV. D.h. es gil divE = £. Die Divergenz von E gibt die Quellstirke an. D.h. die
Ladung selber ist die Quelle des E-Feldes. Mit dem Gauflschen Satz kann man elegant E-Felder
verschiedener Geometrien berechnen, indem man geschlossene Flachen um die Ladungen legt.

1.3 Das Potential

Bewegt man eine Ladung in einem E-Feld, so muss man Arbeit verrichten
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Da das E—F_(?ld konservativ ist, ist es ein Potentialfeld und wir kénnen_’ein Potential finden mit
—grad¢ = E' . Dieses Potential erhilt man durch Integration ¢(P) = [ E-ds. Die oben berechnete

Arbeit kénnen wir also auch leichter erhalten als W = ¢ - (¢(FP2) — ¢(FP3)) =q - fjff E-di=q-U.
Hierbei ist U die Spannung. Sie ist die Potentialdifferenz zwischen den Punkten P, und P, . Das
Potential im unendlichen wird meist zur Normierung auf 0 gesetzt. Jedoch ist es auch in einigen
Fillen angebracht das Potential der Erde 0 zu setzen.

Setzt man unsere Erkenntnisse vom Gaufsschen Satz ein, so erhilt man divE = —divgradey =
Ao = %. Diese Gleichung heifst Poissongleichung und ldsst uns zumindest numerisch fiir jede
Ladungsverteilung E-Feld und Potential bestimmen.

1.4 Multipole

Wenn wir E-Feld und Potential einer kontinuierlichen Ladungsverteilung berechnen wollen, kénnen
wir das Integral oft nicht mehr richtig 16sen. Wir kénnen jedoch die Ladungsverteilung “taylorent-
wickeln”. D.h. wir denken uns die Gesamtladung als Addition eines Monopols, eines Dipols, eine
Quadrupols usw, deren Felder sich {iberlagern. Dieser Ansatz stellt eine gute Naherung fiir grofse
Entfernungen zur Ladungsverteilung dar, weil E-Feld und Potential von Multipolen mit hoherer
Potenz im Nenner vom Abstand abhéngen, also schneller gegen 0 gehen.



1.4.1 Der Dipol

Fiir den Dipol definiert man das Dipolmoment:p' = @ - cf, wobei d der Vektor von der negativen zur
positiven Ladung ist. D.h. das Dipolmoment zeigt ebenfalls in diese Richtung. Fiir das Potential

ergibt sich ¢ = %, d.h. das Potential ist 0 auf auf der Mittelsenkrechten der beiden Ladungen

ist fallt im Vergleich zum Potential einer Punktladung mit %, statt nur mit }l%. Das E-Feld erhalt
man durch Gradientenbildung zu E = ﬁ(i’)pﬁ’ cosf — p).
Im homogenen elektrischen Feld wirkt im allgemeinen ein Drehmoment auf einen Dipol der Starke

D=F xFi+mmxFh=Q -dxE=pxE.

Die potentielle Energie eines Dipols betrdgt Wy = Qé1 — Qs = Q(d1 — ) = Q-U = Q- E-d=
—p-E.

Aus dieser Gleichung sieht man natiirlich, dass die potentielle Energie minimal wird, wenn die
Dipolachse parallel zum E-Feld ist.

In einem inhomogenen Feld existiert eine resultierende Translationskraft F = p- VE. Wobei VE
ein Tensor ist.

1.4.2 Multipolentwicklung

Wie oben schon angedeutet, stellt man bei einer Multipolentwicklung eine Ladungsverteilung als
Summe von Multipolen dar. Der Monopol gibt dabei die gesamte Ladung in der Ladungsverteilung
an und ist z.B. fiir Tonen der fithrende und damit wichtigste Term. Fiir Tonenverbindungen, die
neutral sind, z.b. Kochsalz entfillt der Monopolterm, dafiir ist dann der Dipolterm fiihrend.

1.5 Leiter im E-Feld

Setzt man einen Leiter einem elektrischen Feld aus, so wirkt auf die darin befindlichen Ladungstra-
ger eine Kraft, die sie verschiebt, solange bis das Feld im Inneren gerade aufgehoben ist. Folglich
ist das Innere eines Leiters, durch den keinen Strom flieft, feldfrei. Die Ladung muss deshalb an
der Oberfliche des Leiters sitzen, da sie im Leiter ja ein Feld erzeugen wiirde, dass die anderen
Ladungen wiederum verschiebt.

Auf diesem Prinzip beruht auch der Van-de-Graaf Generator, bei dem iiber ein Transportband
Ladung ins Innere einer Hohlkugel gebracht wird. Die Ladung wird sofort auf die Aufenseite
gebracht, da sie im Inneren ein E-Feld erzeugen wiirde, was aber nicht sein kann, denn wir kénnen
im Inneren eine Gaufssche Fléche erdenken, die keine Ladung umschlieft, wo folglich also auch das
E-Feld 0 sein muss. Das ist das Prinzip des Faradayschen Kéfigs.
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Wir haben festgestellt, dass eine geladene Platte ein homogenes E-Feld erzeugt, ndhert man einer
solchen Platte, die die Ladung @) trégt eine weiter Platte, so wird auf dieser die Influenzladung —Q
auf der zugewandten Seite erzeugt (weil das Innere ja feldfrei sein muss). Auf der abgewandten
Seite sitzt also die Ladung +@), diese fliett jedoch ab, wenn man die Platte mit der Erde verbindet.
So haben wir einen Plattenkondensator erhalten. Obwohl die Ladungsdifferenz 2Q) betrigt, haben
wir im Endeffekt nur einmal () bewegt, deswegen tauchen in allen folgenden Gleichungen nur
einmal (@ auf. Aus unserer fritheren Betrachtun wissen wir, dass das E-Feld zwischen den Platten
E = Z betriagt. Das E-Feld ist also proportional zu @) und wegen U = fE ds ist dann auch
U x Q Dadurch kénnen wir eine Konstante C' einfiihren, mit () = C'U. Dabei ist C' ein Maf dafiir
wieviel Ladung bei gegebener Spannung auf dem Kondensator sitzt. C' ist die Kapazitit.

1.5.1 Plattenkondensator

Das Potential erhilt man aus der Poissongleichung: Im Inneren sitzt keine Ladung, also sagt die
Poissongleichung A¢ = 0, dass ¢ eine lineare Funktion sein muss. Es ist ¢(z) = —Ya + ¢1. Das
E-Feld erhélt man durch Gradientenbildung zu E = —x Fiir die Kapazitat benotigen wir noch

E= Acio = () = FAcy. Dann ist C' = g ECZXEEO — e

&'I:>

1.5.2 Kugelkondensator

Ein Kugelkondensator besteht aus konzentrischen Hohlkugeln. Wir wissen vom Gaufsschen Satz,
dass sich innerhalb der kleinen und aufserhalb der grofsen Kugel kein E-Feld befindet, dort ist
also das Potential konstant. Zwischen den Kugeln haben wir das E-Feld einer Punktladung im
Mittelpunkts, also E(r) = Das Potential ist dann also ¢(r) = % und die Spannung ist

47re 2 4meq

U=q¢y— ¢ = 47T€0 (3 — 1). Der Quotient ist dann C' = 2 = 4meq (5 — é)fl = 4zcoab,

Hieraus lésst sich die Kapazitéit einer einzigen Kugel berechnen. Diese nimmt man als die Kapazitét
eines Kugelkondensators an, bei dem die zweite Kugel unendlich weit weg ist und das Potential 0
hat. Dann haben wir also als Kapazitat fiir b gegen unendlich also als C' = 4mega.

1.5.3 Schaltung von Kondensatoren

Schaltet man Kondensatoren parallel, so herrscht natiirlich an allen die gleiche Spannung. Die
Ladungen der einzelnen Kondensatoren addieren sich, sodass gilt: C' =", % =>..C;.

Schaltet man Kondensatoren hintereinander, so addieren sich die pro Kondensator abfallenden
Spannungen zur Gesamtspannung auf Uy = Z U;. Damit gllt =) % =5=, Cl Dabei sitzt
auf jeder Kondensatorfliche die gleiche Ladung.



1.6 Energie im E-Feld

Ladt man eine Kugel nach und nach mit Ladung auf, so muss man Energie aufwenden, da die
Ladung vom Unendlichen zu einem Ort héheren Potentials gebracht werden muss. Fiir eine in-
finitesimale Ladung bendtigt man die Energier dW = dq - U = dq - % Die gesamte Arbeit, die
verrichtet werden muss um allgemein einen Kondensator mit der Ladung () aufzuladen ist das
Integral [ dg - % =W = %%2 = 2CU?. Diese Formel gilt ganz allgemein. Genauso allgemein gilt
die Formel fiir die Energiedichte, auch wenn sie hier nur fiir den Plattenkondensator hergeleitet
wird. Im Plattenkondensator gilt: C = €4 = W = 1e4aU? = Leg4 E?d? = 1egAdE? = 1egV E™.
1

Also gilt fiir die Energiedichte: p = % = §€0E2.

1.7 Dielektrika

Fiillt man einen Kondensator mit Dielektrika (Isolatoren) so dndern sich einige Eigenschaften.
Allgemein kann man sich wahrscheinlich merken, dass fiir alle Grofen dort wo ein € steht nun noch
ein ¢ dazukommt. Betrachten wir aber schrittweise, was passiert. Im Isolator sind die Ladungen
nicht frei beweglich, also wird keine Influenzladung abgetrennt, wie es in einem Leiter der Fall wire.
Jedoch konnen die Ladungen geringfiigig gegeneinander verschoben werden, wodurch viele Dipole
entstehen. Diese erzeugen ein E-Feld, dass dem dufleren E-Feld entgegengerichtet ist und es damit
schwécht. Das E-Feld wird also um den Faktor % kleiner, da die Spannung proportional ist muss sie
auch um £ kleiner werden. Da die Ladung auf den Kondensatorplatten gleich bleibt (zumindest bei
abgetrennter Spannungsquelle), muss sich die Kapazitdt um dem Faktor e erhhen. Es wird Zeit
einige neue Begriffe zu definieren: Beginnen wir mit der Polarisation. Diese gibt an, wie stark ein
Dielektrikum polarisiert ist. Jeder einzelne Dipol im Dielektrikum wird durch sein Dipolmoment
p= qcf charakterisiert. Als Polarisation definiert man nun die Vektorsumme der Dipolmomente pro
Volumen. P = % >~ pi. Im homogenen Feld werden alle Dipole in die gleiche Richtung ausgerichtet,
damit konnen wir den Betrag der Polarisation leicht angeben als P = {-p = N -q-d. Hierbei ist N
die Anzahl an Dipolen pro Volumen. Die Polarisation ist zudem gleich der Flichenladungsdichte
(Opot = Opot — NdAq _ N.q.d = P)der Polarisationsladungen auf der Oberfliiche. Im Dielektrikum

A A
selber gleichen sich die aneinandergrenzenden Dipole ladungstechnisch aus.

Fiir kleine E-Felder (also auch kleine Verschiebungen d) gilt ein linearer Zusammenhang zwischen
den beiden Grofen: p= oF. Hierbei ist o die Polarisierbarkeit und ist vom Material abhéngig. Sie
gibt an, wie stark fiir ein gegebenes E-Feld das Dipolmoment und damit dann potentiell auch die
Polarisation ist.

Fiir die Starke des E-Felds im Dielektrikum muss jetzt nicht nur die Flachenladungsdichte des
dufkeren Kondensators beachtet werden, sondern auch die Ladungsdichte auf der Oberfliche des



Dielektrikums. Diese ist wie bereits gesagt gleich der Polarisation und damit gilt fiir das E-Feld.

o OQGes - OVvak — Opol P

€0 €0 €0

Wichtig zu beachten ist hier, dass wegen p'= « - E die Polarisation parallel zum E-Feld ist. Aber
da das Dipolmoment von der negativen zur positiven Ladung zeigt, ist das E-Feld, dass durch
diesen Dipol erzeugt wird gerade entgegengerlchtet Die Polarisation selber ist aber vom E-Feld
im Dielektrikum abhéngig, wegen P=N- p=N-a- EDM Setzt man das in die E-Feld Gleichung
ein konnen wir umformen:

ﬁ a Na = H Eva
Epiet = Evar — — Epiet = Epie = ——
€0 1+ X
~—

X

Da aber auch Ep;, = E‘Q“’“ ist gilt e = 1+ x. Das heifst, dass € angibt, wie die E-Felder im Vakuum
und im Dielektrikum zusammenhéngen. Die dielektrische Suszeptibilitit x gibt hingegen an, wie
stark ein Dielektrikum in einem E-Feld polarisiert ist.

Wir kennen bereits den Zusammenhang divE = 6%. Im Dielektrikum kommt hier noch die Pola-
risationsladungsdichte hinzu: diVEDiel = f—] + %’l. Nun entspricht aber gerade die Polarisations-
ladungsdichte der negativen Divergenz der Polarisation (das kann man dhnlich herleiten, wie das
E-Feld). Also kénnen wir schreiben divE Diel = % — diELOP. Wir multiplizieren mit ¢y und formen um:

div (eoﬁ + ﬁ) =p= divD

p bezeichnet hier nur die freie Ladungsdichte, hat also nichts mit der Polarisationsladungsdichte zu
tun. Die steckt schon in P mit drin. D heit die dielektrische Verschiebungsdichte. Fiir ein Stiick
Isolator in einem Kondensator ist zum Beispiel an der Grenzfliche von Isolator zur Luft p = 0.
Also muss D innen uns auRen glelch sein, sonst wire die Divergenz nicht 0. Da aufen P =0 ist

finden wir den Zusammenhang Eauﬁen = FEinnen + %

Wir kénnen D auch anders schreiben. Wegen P = ¢ (EVak — EDiel) kénnen wir einsetzen D =
€0Epiet + P = €0Epict + €0Evar — €0Epiet = €0Evar = €€0Epiel

Der Zusammenhang EVak =€ EDiel gilt nur fiir den senkrechten Anteil des E-Feldes gegen die
Oberfliche des Dielektrikums. Der tangentielle Anteil bleibt gleich, weil man sonst auf einem
geschlossenen Weg innerhalb des Dielektrikums parallel zur Oberfliche mit Ruckweg aufkerhalb
des Dielektrikums Energie gewinnen wiirde, was nicht sein kann. Es gilt also EVakH EDMH
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Fiir den senkrechten Teil dndert sich die dielektrische Verschiebungsdichte nicht, weil mit p die
gesamte Ladung gemeint ist, und diese ja unabhingig davon ist, ob wir uns im Dielektrikum
befinden, oder auferhalb. Wegen Dy i1 = Dpieit = Evarr = €Epier

Wir haben geschen, dass die Energiedichte im elektrischen Feld py = ieoE? = $ED ist. Da
durch ein Dielektrikum die Kapazitit eines Kondensators gedndert wird, gilt mit Dielektrikum
Wpiel = %C’DielUQ = E%CUZ = ¢ - Wyar . Die Energie wird also grofer. Fiir die Energiedichte gilt
dann ppie = %eerz = %EOED. Die allgemeine Form fiir die Energiedichte lautet also w = %ED7
weil in D gerade die Information iiber das Dielektrikum steckt.

2 Der elektrische Strom

2.1 Fundamentale Begriffe

Die wichtigste Grofse ist die Stromstarke /. Sie gibt die Ladungsmenge an, die pro Zeit senkrecht
durch eine Fliache geht. [ = %. In dieser Definition ist die Stromstéirke ein Skalar.

Die Information iiber die Orientierung steckt in der Stromdichte j Sie gibt die Raumverteilung und
Richtung des Stromes an. Man erhélt die Stromstérke iiber folgenden Zusammenhang I = [ j-dA.

Fiir eine zu ]_"senkrechte Fliache vereinfacht sich das Integral zu I = j - A.

Betrachten wir nun einen Leiter mit n Ladungstriagern pro Volumeneinheit. Fiir den Strom ergibt

sich dann .
d -dV d(A - st o
_dQ _nq :nq.wzn.q./yg

I —
dt dt dt

und die Stromdichte ist ; =n-q- U = pg- U mit der Ladungsdichte pg = n*™ - ¢~ +n" - q~,
wobei hier die Summe aus den positiven und negativen Ladungen gebildet wurde. Allgemein ist
die Stromdichte also j = n* - ¢* - & —n~ - ¢~ - ¥~. Da sich normalerweise die negativen Ladungs-
trager in die entgegengesetzte Richtung zu den positiven Ladungstrigern bewegen, tragen sie doch
wieder positiv zur Stromdichte bei, weil ihre Ladung ja ebenfalls negativ ist und mit der negativen

Geschwindigkeit zusammen wieder plus ergibt.

2.2 Hinfiihrung zum Ohmschen Gesetz

Im Leiter ist die Geschwindigkeit der Ladungstriager nicht besonders hoch. Ansich erfahren die La-
dungstriger durch ein E-Feld zwar eine Kraft und damit eine Beschleunigung, aber die Erfahrung



zeigt uns, dass die Ladungstriger deswegen ja nicht immer schneller durch den Leiter heizen, son-
dern eine recht konstante Geschwindigkeit bewahren. Diese Geschwindigkeit heifst Driftgeschwin-
digkeit und ist dadurch bedingt, dass die Ladungstriger (im Folgenden meist Elektronen) mit
den festen Ladungen kollidieren und dabei ihre kinetische Energie wieder verlieren. Zwischen zwei
Stoken liegt die mittlere Zeit 7. Damit ergibt sich:

— ﬁ 'E" . 2' — —
j:nqﬁD:nq<&'7):nq<_T>:nq(q—T>ZMEIO-eZE
m m m

Die Stromdichte héngt also direkt linear mit dem E-Feld zusammen. Der Proportionalitatsfaktor
o heifst elektrische Leitfahigkeit und ist materialabhéngig. Logisch ist, dass er grofer ist fiir eine
grokere Ladungsdichte der Ladungstriger und eine grokere mittlere Zeit (lingere Beschleunigungs-
strecke) und umgekehrt proportional zur Masse der Ladungstrager ist. Fiir die Driftgeschwindigkeit
haben wir damit zudem folgenden linearen Zusammenhang gezeigt:

Hierbei heifst u die Beweglichkeit der Ladungstriager.

2.3 Das Ohmsche Gesetz

Ansich ist die Gleichung j = 0, - E bereits das Ohmsche Gesetz. Denn fiir einen homogenen Leiter
gilt U = E - L und damit fiir die Stromstéarke

- — 3 O-el * A. 1
I = cdA=j-A=o0y-EF-A= U=—=-U
/ J J Oel 7 R
Wir sehen also folgenden wichtigen Zusammenhang R = a% . % = pPs - %. Der Widerstand R

ist also zum einen von einer Materialkonstante py = o% abhéngig, die spezifischer Widerstand

heifst und natiirlich umso grofser ist, je kleiner die Leitféfhigkeit 0¢ ist und zum anderen von der
Geometrie des Leiters. Langerer Leiter bedeutet gréferer Widerstand und groferer Querschnitt
kleinerer Widerstand. Véllig intuitiv.

Mit diesem Wissen kénnen wir das Potentialgefille in einem Leiter berechnen. Denn bei Stromfluss
ist das Potential nicht mehr konstant im Leiter, sondern nimm linear ab.

Ulw)=1-Ra)=1-p7=1-R- = =07



2.4 Die Joulesche Warme

In einem stromdurchflossenen Leiter gibt es Reibungsverluste. Wahrend die Ladungen das Poten-
tialgefélle U durchlaufen erhalten sie die Energie E = U - ¢, d.h. die Leistung betrigt P = % =

U - % = U - [ fiir konstante Spannung. Riickwérts wird dann also die Arbeit W = fttf U-1-dt

verrichtet. Diese Energie geht in Warme {iiber, da sie durch Reibung verloren geht.

2.5 Die Kirchhoffschen Regeln

Mit den Kirchhoffschen Regeln ist es mdoglich die Strom- und Spannungsverhéltnisse in einem
Netzwerk von Leitern auf ein lineares Gleichungssystem zuriickfiihren, dass gel6ft werden kann.

e Erste Kirchhoffsche Regel: An einem Knotenpunkt ist die Summe aller Stréme ), I = 0.
Das ist klar, weil im Knoten keine Ladung verloren gehen kann.

e Zweite Kirchhoffsche Regel: In einem geschlossenen Stromkreis ist die Summe aller Spannun-
gen » ., U, = 0. Andernfalls konnte durch den Stromkreis Energie gewonnen werden. Hierbei
definiert man sich eine Generatorspannung als positiv. An einem Verbraucher féllt immer
eine negative Spannung RI ab. Liegen weitere Spannungsquellen im Stromkreis, so werden
solche positiv gewertet, die in die gleiche Richtung gehen, wie die Generatorspannung.

Hieraus ergeben sich die Rechenregeln fiir parallele und serielle Widerstéinde. Bei Reihenschalten
haben wir Uy =), Uy =>,_, IRy, =1),_, Ry. Die Einzelwiderstinde addieren sich also.

Bei parallelen Widerstdnden verwenden wir die erste Kirchhoffsche Regel % =1=5L+1 =
U U 11 1 1 1
R_1+R_2:>E_R_1+R_2’d‘h§—ZkR_k‘

3 Statische Magnetfelder

Magnetfelder werden von Permanentmagneten oder einem stromdurchflossenen Leiter erzeugt.
Wieder konnen wir uns die Felder durch ihre Feldlinien vorstellen. Die dquivalente Grofe zum
E-Feld ist hier das B-Feld, dass in jedem Raumpunkt Stirke und Orientierung des Magnetfelds
angibt (die dquivalente Grofe in der Elektrodynamik ist die Stromdichte). Wie auch bei E-Feld und
Stromdichte kann man den zugehdrigen Fluss durch eine Fliche mithilfe der Integration iiber die
Flache erhalten ¢,y = [ . B-dA. Er gibt an, wie grofs der Betrag der Magnetfeldlinien senkrecht
zur Fliache A ist.



Da keine magnetischen Monopole existieren, kénnen die Magnetfeldlinien nirgends “entspringen”,
d.h. es muss gelten divB = 0. Desweiteren sind Magnetfeldlinien stets geschlossen. Auch hieran
erkennt man die obige Gleichung, denn es muss fiir eine geschlossene Oberfliche gelten 9§BF B-dA =

JIf,, divB - dV =0 = divB = 0.
Ein B-Feld ist nicht rotationsfrei (das Feld um einen stromdurchflossenen Leiter ist stets tangenti-

al), folglich ist das Integral ¢ B-ds # 0. Dazu mehr im néchsten Kapitel. Wir betrachten zunéchst
B-Felder im Vakuum.

3.1 Berechnen von B-Feldern

B-Felder konnen prinzipiell auf 2 Art und Weisen berechnet werden. Entweder mit dem Ampére-
schen oder dem Biot-Savart-Gesetz. Die Gesetzte lauten

PB-ds =1

5o o [ J(7) X éx
B(Tl) . / TdVQ
bzw fiir diinne Leiter kann man bereits iiber j integrieren und erhiilt B(7) = —o . [ fazxds
Hierbei bezeichnet 7 den Ortsvektor des Punktes, an dem wir das B-Feld berechnen wollen. 73
bezeichnet des Ort eines infinitesimalen Volumenelements. Der Vektor 75 zeigt vom Punkt 2 zum
Punkt 1, es gilt also 715 = 7 — 7. dS bezeichnet ein infinitesimales Streckenelement entlang des
Leiters, also nicht wie beim Ampéreschen Gesetz das Element eines Weges auferhalb auf dem wir
integrieren.

Fiir das Ampéresche Gesetz gibt es keine wirkliche Herleitung, es ist experimentell gefunden. Die
Konstante ist pg =4 -7 - 10_7X—§1. Es besteht ein Zusammenhang zwischen ¢, €y und po.Es gilt

_ 1
€ Mo = 2

Aus dem Ampéreschen Gesetz folgt eine Maxwellgleichung, denn es gilt
MO-I—MU~/5-d1§—y§§-d§St@es/roté-dffjroté—uo-]ﬁ'
F

Mithilfe des Ampéreschen Gesetzes lassen sich das B-Feld eines stromdurchflossenen Leiters und
einer schlanken Spule berechnen:

fiir den Leiter

27
=S weil tangentia. -1
%B-d§ lt:gtl/ B-T-d¢:2WBT:M0-]:>B(T):MO
0 2mr
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Das Biot-Savart Gesetz bendtigt man z.b. um das B-Feld in der Mitte einer einzelnen Leiterschleife
zu berechnen. Der Vektor 75 beschreibt also immer den Vektor vom Aufenkreis zum Mittelpunkt.
Damit steht €19 x ds’ senkrecht auf der Kreisfliche und é;5 und ds stehen stets senkrecht aufeinander.

Also ist das Integral:
p=toy [ “01/2” dp =101
_47r 2 A 0o T L

Fiir einen Punkt auf der Mittelsenkrechten mitteln sich die Komponenten von é, die nicht parallel
zur Mittelsenkrechten sind bei der Integration weg, denn das Kreuzprodukt zeigt fiir diesen Fall
in Richtung des radialen Kreisvektors, der bei einer Integration iiber den gesamten Kreis, wegen
der sin und cos Abhéngigkeit 0 ergibt.

Fiir das B-Feld parallel zur Mittelsenkrechten iiberlegen wir zuerst, was | 7o X dS | ist. Es ist
rie = R - taiw wenn « der Winkel, den der Radius mit 75 einschliefst ist. Da wir von dem
Kreuzprodukt einen sin in den Zghler bekommen gilt | 7, X d§ |= R-——=Von dem B-Feld interssiert
uns ja wie bereits gesagt, nur die senkrechte Komponente, d.h es ist dB = dB-cos . Dann erhalten
wir:

I [* I I R?
/dB” /dB cosa=top [ Bggo pol [Tpeg, bl poy.  pl H
47 3, 47r7’12 0 4mry, d7(R+ h)?

In einem Helmholtzspulenpaar wird das Feld von zwei Spulen iiberlagert, sodass sich auf der Mit-
telsenkrechten ein Feld der Stéirke B = B(z+ %)+ B(z — %) bildet. Unter der Helmholtzbedingung,
dass der Abstand der Spulen gleich deren Radius ist, ergibt eine Taylorentwicklung, dass sich die
B-Feldstarke im Abstand von der Mitte der beiden Spulen erst in der 4. Potenz dndert und damit

fiir kleine Auslenkungen aus der Mitte nahezu konstant ist. Der Wert ist dann B = M((];}f)?’
Ar(R+5 2

3.2 Die Lorentzkraft

Auf eine bewegte Ladung in einem B-Feld wirkt eine Kraft, die proportional zu deren Ladung, der
Geschwindigkeit und dem B-Feld selbst ist. Die Kraft steht immer senkrecht auf Bewegungsrichtung
und B-Feld. Es gilt:



bzw. wenn auch ein E-Feld vorhanden ist

Diese Kraft wird als Lorentzkraft bezeichnet.

In einem Leiter befinden sich natiirlich viele bewegte Ladungen, sobald eine Spannung anliegt, also
muss auf den Leiter ebenfalls eine Lorentzkraft wirken. Die Geschwindigkeit ist die Driftgeschwin-
digkeit vp mit n-q-vp = ; In einem Leiter befinden sich in einem Leiterstiick dL. Ladungen mit
Gesamtladungsbetrag dqges = n-q- A-dL. Setzen wir diesen Ausdruck fiir ¢ges in die Lorentzkraft
ein, so erhalten wir

AF = dgges (17 X é) - n-q-A-dL-(ﬁD X é) - A.dL-(j X E) — [.dL- (égmm X é) - I-(dE x é)
Bei Integration iiber die gesamte Leiterlinge ergibt das dann, Fr=1- <f/ X E)

3.2.1 Die Hallspannung

Auf die Elektronen in einem Leiter wirkt eine Lorentzkraft, wenn dieser sich in einem B-Feld
befindet. Dadurch werden sie in eine Richtung abgelenkt, wodurch Ladung getrennt wird. Das

geschieht solange, bis die resultierende Kraft verschwindet, also bis gilt ¢ - E = —q - (U X é)
Dadurch ensteht zwischen den Leiterenden eine Spannung mit
I-B-d  I-B

—F-d=—-v-B-d= — - _
UH /U n.q.A n.q.h

Wenn gilt A =d- h.

3.3 Materie im Magnetfeld

Genau wie im Fall eines Dielektrikums in einem elektrischen Feld, hat auch Materie in einem
B-Feld einen wesentlichen Einfluss auf das Feld. Dies soll im Folgenden behandelt werden. Dazu
benoétigen wir einige neue Begriffe, die jedoch auch sehr dhnlich zu dem elektrischen Fall sind.
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3.3.1 Der magnetische Dipol

Wir haben gesehen, dass eine Leiterschleife dhnlich wie ein Stabmagnet wirkt. Wir definieren, das

magnetische Dipolmoment als
ﬁmag =1-A

Hier ist A der Flachennormalenvektor, dessen Linge der Flacheninhalt der Leiterschleife ist. Seine
Richtung ist so gewihlt, wie die Richtung des erzeugten B-Felds. Also entsprechend der rechten
Handregel.

Eine erste Analogie zum elektrischen Fall ergibt die Betrachtung des Drehmoments im dufieren
B-Feld. Fiir eine rechteckige Leiterschleife mit den Seitenkanten a,b wirkt das Drehmoment um
eine Mittelachse

—

D=2 —xF,=bx(I-dxB)=I1-(bxd)xB=1-AXB=ppn,xB

N Sy

Im elektrischen Fall lautete die enstprechende Gleichunge D= Dol X E. Entsprechend erhélt man
auch die potentielle Energie als Wyt = —Dingg - B und die resultierende Kraft im inhomogenen
B-Feld als F' = p,, - grad(B)

3.3.2 Erregung, Magnetisierung, Suszeptibilitit usw.

Bringt man ein Stoff in ein B-Feld beispielsweise einer schlanken Spule, so dndert sich das B-Feld.
Wir hatten fiir das Feld frither gefunden By = n - I - jg. Dieser dndert sich nun zu B = - By =
fpo - I - n. Man mochte eine Grofe haben, die unabhingig von dem Material ist, dazu definiert
man die magnetische Erregung H.

—

- B
H=—
Ko
Das Ampéresche Gesetz wird unter der Verwendung von H 7u $ H-ds= I, bzw N - I falls es sich

um mehrere Leiterschleifen handels.

Der Grund fiir die Verdnderung des B-Felds ist leicht zu erkldren. Je nach verwendetem Material
befinden sich im Inneren bereits magnetische Dipole, welche jedoch willkiirliche Richtungen haben,
oder durch das dufere B-Feld werden Dipole induziert. Im ersteren Fall werden die Dipole dann
durch das dufiere Feld ausgerichtet und kénnen so einen effektiven Beitrag zum B-Feld leisten.
Ob die Dipole in Richtung des B-Felds oder antiparallel ausgerichtet werden hangt vom Material
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ab. Die Effekte sind logischerweise stéirker, wenn die Dipole schon permanent vorhanden sind und
nicht erst induziert werden miissen.

Man definiert nun die Magnetisierung als die Summe der Dipolmomente pro Volumen also M =
% > . Fiir eine zufillige Orientierung der Dipole ist die Magnetisierung also gleich zu 0. Falls
die Magnetisierung existiert so trigt sie zum B-Feld bei und es gilt:

B = po(H + M)

Da die resultierende Magnetisierung jedoch erst durch die bestehende magnetische Erregung zu-
stande kommt, hingt sie direkt von ihr ab und das Experiment bestéatigt fiir nicht zu grofse Feldstéar-
ken einen linearen Zusammenhang M = Xmag * H. Wobei hier Xmag die magnetische Suszeptibilitat
ist. Damit konnen wir die obige Gleichung auch schreiben als:

é = MO(H + Xmag[:j) = MO(l + Xmag) : [—-_i = /u()lu[—_j

Die letzte Identitit stammt aus dem Vergleich mit H = %. Es gilt also der Zusammenhang
1 + Xmag = pt- Die Werte der Suszeptibilitdt sind im allgemeinen sehr klein.

Man unterscheidet je nach Suszeptibilitit zwischen verschiedenen Stoffen:

e Diamagnete: Sie besitzen kein permanentes Dipolmoment, d.h. die Dipole miissen induziert
werden. Thre Suszeptibilitit ist betragsméfig sehr klein und die Dipole sind anitparallel zum
B-Feld ausgerichtet, sodass das B-Feld im Diamagnet kleiner ist als aufterhalb.

e Paramagnete: Paramagnete besitzen ein permanentes Dipolmoment, aber ohne duferes Ma-
gnetfeld sind die Dipole zufillig orientiert, d.h. die Magnetisierung ist 0. Das liegt an der
thermischen Bewegung. Fiir den Grad der Magnetisierung kommt es also auf das Verhéltnis
zwischen der potentiellen Energie des Dipols im Feld und der thermischen Bewegungsenergie

ﬁmag'B
an = T -

e Ferromagnete: Hier ist die Suszeptibilitit viel gréfser. Aukerdem bleiben die Dipole, nachdem
sie einmal ausgerichtet wurden, auch wenn man das dufere Feld zuriickfihrt teilweise aus-
gerichtet, d.h. ein Teil der Magnetisierung bleibt erhalten (Remanenz). Man muss erst eine
Koerzitivkraft aufbringen in Form eines entgegengerichteten Felds um die eine willkiirliche
Magnetisierung zu erreichen. Im Gesamten wird eine Hystereschleife durchlaufen.

Erhitzt man einen Ferromagnet, so verliert er ab einer bestimmten Temperatur (Curie-
Temperatur) seinen Ferromagnetismus, weil dann die thermische Energie zu grof wird und
die Dipole aus ihrer Ordnung bringt.
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3.3.3 Feldgleichungen

Wir kénnen einige Gleichungen aufschreiben, die auch im Material gelten. Zum einen gibt es immer
noch keine Monopole, also ist weiterhin divB = 0, jedoch ist divB = div(ﬁuou) = uugdivﬁ +
H pogradpu=0 . Fiir inhomogene Materialien schwankt natiirlich g und damit gilt im Allgemeinen
H+#0.

Jedoch gilt weiterhin das Ampéresche Gesetz in seiner abgewandelten Form gﬁé -ds = Tug =
¢ uoHds = ¢ Hds = I. Bzw. mit dem Stokesschen Satz gilt rot H = j. Nun ist in einem Medium,
dass nicht vom Strom durchflossen wird j = 0. Es folgt also rotH = 0. Jetzt konnen wir wie
beim elektrischen Feld folgern, dass also die tangentiale Komponente von ﬁ an einer Grenzflache
erhalten bleiben muss. Dann folgt aber fiir das B-Feld H | = H = |" i” = i/ Bei der senkrechten
Komponente verhélt es sich gerade andersherum. Weil das B-Feld beim Eintreten ins Medium nicht
stirker werden darf (div3 = 0), muss gelten B, = B\, = pH, = (/H',.

4 Zeitlich veranderliche Magnetfelder

Bis jetzt haben wir folgende Gleichungen gefunden um die Phinomene des Elektromagnetismus zu
beschreiben. Die Betrachtung von zeitlich verdnderlichen Feldern wird uns erlauben diese Gesetze
zu verallgemeinern und daraus die Maxwellgleichungen abzuleiten:

rotE =0 divE=2 E= —grado
€0

rotB = Lo j divB=0 B =rotd

o

j =

4.1 Das Faradaysche Induktionsgesetz

Das Faradaysche Induktionsgesetz lautet:

d do
U=—-—[B.daA=_-""
dt dt

oder in der differentiellen Form

/Eds = //rotEdA = ——/BdA = roth = 625
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Bis jetzt sind wir ja davon ausgegeangen, dass gilt rotE = 0, nun sehen wir, dass das fiir den
zeitlich konstanten Fall auch durchaus stimmt. Sobald sich jedoch ein B-Feld dndert wird ein E-
Feld erzeugt, das verwirbelt ist. Auf diese Art und Weise entstehen Kreisstrome. Ein solches E-Feld
ist nicht als Gradient eines Potentials darstellbar.

Das Minuszeichen in der Gleichung verursacht, dass die Induktionsspannung immer dergestalt ge-
polt sind, dass sie die daraus resultierenden Kreisstrome ihrer Ursache entgegenwirken. Da nimlich
das E-Feld ein Wirbelfeld ist, werden Kreisstrome erzeugt, die selbst ein B-Feld erzeugen. Dieses
ist stehts so orientiert, dass es die urspriingliche B-Feldanderung auszugleichen versucht.

Diesen Sachverhalt der Wirbelstrome erkennt man gut am Waltenhofenschen Pendel: Es besteht
aus Aluminium und pendelt durch ein Magnetfeld. Es wird sofort stark abgebremst, da es beim
Eintauchen ins B-Feld den Fluss dndert. Die induzierten Kreisstrome verursachen Energieverluste,
wegen des Widerstandes des Aluminiums. Verwendet man ein Blech mit Schlitzen, so pendelt es
wesentlich langer, da sich keine so starken Kreisstrome ausbilden kénnen.

4.2 Selbstinduktion

Andert man in einem Stromkreis, der eine Spule enthilt die Stromstirke, so wird eine Spannung
induziert, weil sich iiber die Stromstdrke auch direkt das B-Feld dndert. D.h. wir kénnen den
momentanen Fluss schreiben als ¢(t) = L - I(t). Die Induktionsspannung hat damit den Wert
U=—9% — _[.] Der Faktor L heifit Induktivitit und ist fiir jedes Bauteil charakteristisch, so
wie fiir einen Kondensator die Kapazitit charakteristisch ist. Fiir eine lange Spule lédsst sich die
Induktivitat leicht berechnen:

N?Apop

T = W popAl = n’popV’

Lo N
¢(t):/BdA:N-A-Tuou-JZL-J;»Lz

Hiermit kénnen wir einsehen, dass beim z.b. beim Einschalten eines Stromes in einem Stromkreis
die Stromstéarke nicht sofort ihren maximalen Wert erreicht, denn es gilt

Up=1IR~Upg=IR+ LI
Dies ist eine lineare DGL erster Ordnung in I . Die Losung ist nicht schwer I(t) = —% eI 4 %.
Es besteht also ein exponentieller Zusammenhang. Fiir den Ausschaltvorgang lautet die Losung
It)=1Iy- ezt
4.3 Die Energie im B-Feld

Nach dem Ausschalten fliefst immer noch ein Strom mit einer Leistung. Diese Energie muss natiir-
lich irgendwo herkommen, sonst wire unser geliebter EES verletzt. Wir konnen diese Energie, die
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im B-Feld stecken muss recht einfach berechnen, denn wir kénnen einfach das zeitliche Integral der
Leistung betrachten:

. R 0 1
W = /P-dt: /Ulndl-dt = /—L-Ll-dt = /LJO-e %tf 1 e—ftdt:/ R-IZe ?rtdt = 5118
0

Setzen wir fiir L = n?popV ein, so finden wir W = n’uouV - I3 = $HBV, die Energiedichte ist
1 B?
2 pop
Damit ist die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes wges = wei + Winag = 5 (€0€E2 + —) =

Mo
s(D-E+B-H)

dann foglich w,q, = = spopd?. Fiir das elektrische Feld hatten wir gefunden w,, = Sepe B2

4.4 Der Verschiebungsstrom

Betrachten wir einen Stromkreis mit einem Kondensator. An diesem Stromkreis sei eine Wech-
selspannung angelegt, dann wird um die Leiterstiicke eine ein B-Feld induziert. Wenn wir eine
Gauksche Fliche um eine Kondensatorplatte legen, dass muss gelten, dass gleich viele Magnet-
feldlinien eintreten, wie austreten, sonst wire divB = 0 nicht erfiillt. Also muss auch zwischen
den Kondensatorplatten auch ein B- Feld bestehen. Wenn wir von der Differentiellen Form des
Ampéreschen Gesetzes rotB = Lo - j ausgehen diirfte zwischen den Kondensatorplatten jedoch
kein Strom bestehen. Also miissen wir uns eine Erklarungsmdglichkeit iiberlegen. Dadurch, dass
wir eine Wechselspannung angelegt haben, werden auch die Kondensatorplatten stehts umgepolt
und somit &ndert sich auch das E-Feld zwischen den Leiterplatten. Diese zeitliche Anderung ist
fiir das B-Feld verantwortlich. Wir kénnen uns einen imaginéren Strom zwischen den Leiterplatten
folgendermafen vorstellen mit 0 = ¢y - F

aQ d, - . OE
I, =—= A-E)=¢eA  —
dt dt ( ) ot
Und damit wére die Verschiebungsstromdichte j’v =€ - %—?

Wenn wir diesen Verschiebungsstrom zum normalen Strom dazuaddieren, so erhalten wir eine

neue differentielle Form mit rotB = uo(f+ jv) Wir kénnen wegen ¢y - pig = Cig auch schreiben

rotB = poj + 592
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4.5 Die Maxwellgleichungen

Die Maxwellgleichungen sind die 4 fundamentalen Gleichungen der Elektrodynamik. Sie lauten im
Vakuum:

—

o, B
rotE = —L
0B
divE = I
€0
. . 10E
t5 = o) + — —
divB = 0

In Materie miissen wir einige Effekte beachten, weshalb es zweckméfiger ist bei manchen Glei-
chungen die materialunabhéngige Grofse D und H zu verwenden:

. 9B
tE = ——
o a1
divD = p

. . 9D
tH =17+ —
ro j+at

divB = 0

Die erste Gleichung besagt, dass sich dndernde B-Felder geschlossene E-Felder erzeugen. Das ist
einfach die differentielle Form des Induktionsgesetzes. Die zweite Gleichung besagt, dass die Quelle
eine statischen elektrischen Feldes die Ladungsverteilung ist. Die dritte Gleichung ist die differenti-
elle Form des Ampéreschen Gesetzes und beschreibt damit, wie Magnetfelder von Stromen und sich
dandernden E-Feldern erzeugt werden und die letzte Gleichung besagt, dass es keine magnetischen
Monopole gibt.
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5 Vergleich von elektrischen und magnetischen Begebenhei-
ten
Vergleichsaspekt elektrisch magnetisch
Kraft F;l—q E ﬁL:q-({J’xg)
Divergenz divE = ﬂ divB = 0
Rotation rotE = —C;—? rotB = I - 140
Potential E = —grado B =rotA
materialunabhingige Grofe D= cocE = eE + P H= /Té M
Dipolmoment pel =Q- d DPrmag = 1 - A
Polarisation /Magnetisierung = LS pu M = % Z *mag
linearer Zusammenhang Dol = aE (Xel = NO‘) 7= Xomag - H
Suszeptibilitit €e=14 Xea pw=1 —|— Xmag
Potentielle Energie des Dipols Wpot = — P E Winag = —Pmag - B
Drehmoment auf Dipol D= Doy X E D = Drmag X B

Stetigkeit Tangentialkomponente von E stetig | Senkrechtkomponente von éstetig
Normalkomponente von D stetig | Tangentialkomponente von H stetig
. - 2
Energiedichte wy = sCU* - & = 3E* = JED Winag = s LI1% - 3 = %f—o =3iHB
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