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2. DAS IDEALE GAS

Zustandsgleichung des idealen Gases
@a P-V=N-kg-T=n-R-T mit kg der Boltzmann-Konstante und
R = kg - N4 der universellen Gaskonstante

a Wege in P-V Diagrammen
— Zustandsanderungen: Isobar, Isochor, Isotherm, Adiabatisch

z.B. Adiabatische Zustandsanderung: T - V7~" bzw. P - V7 = konst. mit
dem Adiabatenexponenten

a Beziehung zwischen den Warmekapazitaten bei konst. Druck und
Volumen: Cp — Cy =n-R

a Reversible Prozesse: Wenn T = konst. dann muss gelten Quey = —Wey
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

3.1 Grundlagen

In der letzten Vorlesungen haben wir das Verhalten von Gase mithilfe von
makroskopische Variabeln untersucht: P, V. T

Heute wollen wir uns mit den mikroskopischen Zustand von Gasen
untersuchen:

a Vgl. Erste Vorlesung: unmdglich alle Molekile oder Atome eines Gases
zu erfassen, denn Gesamtanzahl N = O(N,) = O(10%).

a Esist allerdings moglich etwas tber den mikroskopischen Zustand
eines Systems aus den Mittelwerten von z.B. der Geschwindigkeit der
Konstituenten eines Gases zu lernen

— Zentrale Idee der kinetischen Gastheorie
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Nach der kinetischen Gastheorie riihrt der Druck eines Gases von den
StoRen seiner Teilchen auf die Behalterwande her:
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Eigenschaften von Gasen werden auf der Grundlage rein mechanischer
Wechselwirkungen zwischen Atomen und Molekilen erklart.

Druck P ~ Impulsanderung pro Zeiteinheit der Gasmolekile: F = % =p
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Ziel: Zurlckfiihren von thermodynamische Gréf3en auf Mittelwerte von
Teilchenzahlen, Impulsen und kinetischen Energien sehr vieler Teilchen

Wie stark
schwankt die
Gaskonzentration
in einem Teilvolumen?

Wie hangt der
+— Druck vom
Impulsiibertrag ab?
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Naherungen:

m Gas besteht aus einer groBen Anzahl Molekliile / Atome welche elastisch
aufeinander und die Wande stoBen.

a Molekile/Atome haben im Mittel einen Abstand, welcher gro3 gegeniber
ihrem Durchmesser ist und Gben aufeinander — auBBer bei StéBen —
keinerlei Krafte aufeinander aus <+ keine Fernwirkungen.

a Fir die Molekile/Atome gibt es keine bevorzugte Position im Behalter,
und keine bevorzugte Richtung der Geschwindigkeit.

Gravitation ein Problem?
= Nein, und wir leiten spater her warum (Barometrische Hohenformel)
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

3.2 Schwankungsbreite der Teilchenzahl

Teilchenzahl n in einem Teilvolumen u des Gesamtvolumen V mit
Gesamtteilchenzahl N:

S Wie groB3 ist die mittlere Zahl n
u, N . und die Schwankungsbreite An der
° . . . Teilchenzahl im Teilvolumen u?

V,N

Wahrscheinlichkeit ein best. Teilchen in u zu finden: p = %

Wahrscheinlichkeit ein best. Teilchen auBerhalb v zu finden: g=1—p
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

1 2 N
n °
Wir nummerieren nun alle Teilchen von 1...N: Coun
n:1 . o
n+2 V,N

Die Wahrscheinlichkeit genau die Teilchen mit Nummern 1...nin u zu finden ist
dann

pn . qN—n _ pn . (1 o p)N—n

Die Anzahl der Mdglichkeiten Uberhaupt n Teilchen zu finden ist

()=
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Folgereich ist die Wahrscheinlichkeit genau n Teilchen in u zu finden

) = N )il _N;)!n! pr-gN "
mit
N
Y A =(p+a" =1

Im Limit von n << N und u < V ist p klein und es gilt

N!

mzN(N_”'”(N—n—i—ﬂan
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Weiter gilt
_ _ pN _
@ = -p) (1 -p = (1P s e

denn limp 0 (1 — p)'/P = limp oo (1 = 1) =&

Aus unserer Wahrscheinlichkeit 7(n) wird dann

Np)" n
f(n) = (NP)” (o _ A" o
n! n!

mit A\ = Np. Diese Verteilungsfunktion ist die Poisson-Verteilung.
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Einschub: Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Die Poisson-Verteilung ist eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung

0.35F !

030} A=1 Fir solche gilt:

0.25 1 A=25
§ o20f t 1 . 1=5 N

0.15[ I . E f(n) = 1

0.10F ) . n=0

005} * ! t

1 ° I . * . Summe aller Teilw’schkeiten: 100% bzw. 1
- 2 4 6 8 10 12 14
n
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Wir definieren den Erwartungswert einer Wahrscheinlichkeitsverteilungen als

N
Eln] =) _nf(n)=n.

Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen beschreibt die Zahl, die die
Zufallsvariable im Mittel annimmt.

Weiter definieren wir die Varianz einer Wahrscheinlichkeitsverteilungen als

N
Vil = El(n -1 = 3 (n— 02 £(n) = E[P] - (n)? = E[] — (E[n])?

Die Varianz ist ein Maf flir die Streuung einer Zufilsvariable um den
Erwartungswert und die Schwankungsbreite ist An = |/ V/[n]

Thermodynamik und Theorie der Warme Vorlesung #3 - Prof. Dr. Florian U. Bernlochner 27.09.2018 13/43



3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Graphisch:
[ ] [
0.15- . N 1=5
-~ 010k *
§_ . —— (V[n])172
[ ]
0.05-
Y [ ]
[ ]
g | i | E\[n] i | | ‘. ° Py Py °
2 4 6 8 10 12 14
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Mithilfe der Poisson—VerteiIurM«énnen wir nun relativ einfach die mittlere Zahl n
und die Schwankungsbreite An bestimmen (mit N — o0):

B N A7 Y N n N N 7 A N N /\n—1
Aedommet =Y onet =3 et s e o
n=0 n=1 n=1 n=1
DD LD
_ Sy A N N _ —A N
= )e (0|+1!+2|+ >—)\e et =2A

Fur die Schwankungsbreite kann man mit einer &hnlichen Rechnung zeigen,
dass

(An)? = (A)2 —n2 = \.
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Damit ergibt sich fir die relative Schwankung

=——0 fir n— o0

Vn

An
n

Fur sehr groBe Mittelwerte oder Teilchenzahlen kann die Schwankung
praktisch vernachlassigt werden.

3.3 Ableitung des allgemeinen Gasgesetzes aus der Mechanik

Gedankenexperiment: Molekiile mit Impuls p = mv; treffen elastisch auf eine
Wand
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

to t1

v, At v At
Py Py

a Impulsanderung fir ein einzelnes

P =My Molekiil mit vi: Ap = 2mv;

m Wieviele Molekiile treffen im Intervall
At auf die Wand?

— Alle Molekile mit maximalem Abstand
vx At welche sich nach rechts bewegen

I—» Impulsanderung: Ap = 2mu,

xr
= sich nach rechts bewegendes Molekdl
= sich nach links bewegendes Molekil

Mittlere Anzahl: %ﬁ = % X % X WyALA

mit N der Gesamtanzahl in einem Volumen V und A der Flache der Wand. Der Faktor % ergibt
sich daher, dass sich im Mittel nur die Hélfte der Molekule nach rechts bewegen.

17/43
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Wir kénnen nun die gesamte Impulsanderung Ap aller Gasmolekdile im
Zeitintervall At bestimmen:

1N N
Ap:EV(vXAtA) X 2m vy = vafAtA.

Die Kraft, welche die Molekiile auf die Wand austiben ist gleich dieser
Impulsénderung pro Zeitintervall: F = Ap/At.

Es folgt fir den Druck P:

F 1Ap N
P:—:——:_
A" ANt v

oder PV = NmV2.
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Nun missen wir beriicksichtigen, dass nicht alle Molekdle dieselbe
Geschwindigkeit haben.

Wir ersetzen deshalb v2 durch den Mittelwert (v2) und filhren gleich die
mittlere kinetische Energie als (1 mvZ) ein:

1
PV =2N (;mvf) < NkgT

Und es gilt

1 1
<§mV3> = EKB T

i.e. die mittlere kinetische Energie in Richtung der x-Achse ist gleich %kB T.
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Naturlich ist die x-Richtung in keiner Weise bevorzugt und es ist im Mittel

und
(v¥) = (D) + () + (V2) = 3(v])
Mit (vZ) = 1(v?) folgt fur die mittlere kinetische Energie der Molekiile
1 3
<Ekin> = <§m V2> = EKBT.

Die gesamte Translationsenergie von n mol eines Gases mit N Molekulen ist
dann

1 3 3
Eign = N(5m v2) = SNksT = SnRT.
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Mit Hilfe dieses Ergebnisse kénnen wir die Gréssenordnung der
Molekiilgeschwindigkeit eines Gases mit Molekilen der Masse m
abschatzen :

Der Mittelwert von v2 ist

<v2) _ 3ksT _ BNaks T _ 3RT

m Nym my

)

mit der molaren Masse m,,.
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

3.4 Geschwindigkeitsverteilung von Molekdlen

Wie schon angedeutet: nicht alle Molekule in einem Gas haben dieselbe
Geschwindigkeit. Wie schaut die Geschwindigkeitsverteilung aus?

Schema einer Apparatur zur Ermittlung der Geschwindigkeitsverteilung:

Detektor
Ofen
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Verteilungen der Molekilgeschwindigkeiten eines Gases bei zwei
Temperaturen To > T4

f@)
1, Kontinuierliche Wsch’keitsverteilungen:

w Wahrscheinlichkeitsdichte: f(v)

m Wahrscheinlichkeit Molekile in einem
i Intervall [v. v 4 dv| zu observieren:

3 " f(v)dv

a Wahrscheinlichkeit Molekdile zwischen
vi und v, zu observieren: [* f(v)dv

= Normierung: [~ f(v)dv =1
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Wir leiten nun die Verteilungen der Molekilgeschwindigkeiten eines idealen
Gases her. Annahmen:

m Die drei Komponenten der Geschwindigkeit vy, v, v, sind voneinander
unabhéangig

a Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Molekill eine Geschwindigkeit zwischen
v = (Vx, vy, vz)und (vy, vy, v,) + (dvy,dv,. dv,) ist gleich dem Produkt
der einzelnen Wahrscheinlichkeiten f(v;) dv; :

F(v)dv = f(vx) f(v,) f(vz) dvkdv,dv,

wobei dv = (dvy,dv,, dv;)
m Die Geschwindigkeitsverteilung soll weiter raumsymmetrisch sein

Richtung des Vektors v kann nicht Ausschlaggebend sein, nur der Betrag bzw. das
Betragsquadrat v> = vZ + v} + V%
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE
Durch die Raumsymmetrie ergibt sich
F(vg + vy + vE) = F(v) () £(vz) -

Diese Gleichung kann durch eine Exponentialfunktion erfiillt werden, denn es
ist ¥tV T2 = eXe¥e?.

Wir kénnen deshalb schreiben
f(vx) = ae=t%

wobei wir a und b noch bestimmen miissen. Die Losung erflillt unsere
Bedingung

F(ve) F(vy) F(v) = & 05T H2) — F(V2 42 +12).
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Die Zweideutigkeit des Vorzeichens ist schnell beseitigt: die
Wahrscheinlichkeit darf nicht ins unendliche wachsen, denn es muss gelten

o0
/ flve)dvy =1,
— 00

und es kommt nur das negative Vorzeichen in Frage. Die obige Gleichung
erlaubt uns auch a zu bestimmen:

oo oo 5
/ f(vx)dvx=a/ e Y% dy, = a
—00 —00

und es folgt a = \/b/.

Hier haben wir [ e dx = /7 bzw. I e~ dx = \/7/b benutzt.

=1,

e
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Die GréBe b bestimmen wir {iber den Mittelwert von v2 : (v2)

o

o0
<V3> = / Vf f(vx)dvy = (b/7r)1/2/ vf e bv dvy .

Das Integral ergibt /7 /b° und wir erhalten
1 1/2 1
2\ __ 1/2 3 _
(V) = (b/m)" E(W/b) =25
Wir kennen bereits (v2), denn es ist ja

1 1
> m(v?) = 5 m(vZ + V2 + VZ) = Eyin -

Da im Mittel die Beitrdge bzgl. x, y, z gleich sind: } m(v?) = 1E, = 1ks T.

X

3 2
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

D.h. esist (v2) = kgT/m. Man nennt diese Beziehung das
Gleichverteilungsgesetz.

Nach Einsetzen in die vorherige Gleichung (v2) = %b erhalten wir

m
b= -—
2kg T’

und die vollstédndige Formel fiir die Verteilung der
Geschwindigkeitskomponenten lautet

f(vy) = 27rTB - o MVE/(2ksT)

Man nennt diese Gleichung die Maxwell-Boltzmann-Verteilung der
Molekilgeschwindigkeiten.
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Molekil eine Geschwindigkeit zwischen
v = (vx, vy, vz) und (vy, vy, vz) + (dvy, dv,, dv,) zu finden ist nun

3/2
F(v)dv = f(vx) f(v,) f(v;) dvidv,dv, = m e"”"z/(z"BT)dedvydvz.
2r kg T

Wir miissen noch das Volumenelement dv,dv,dv,, was einem Quader mit
Seitenlénge dvy, dv, und dv; entspricht, in ein Volumenelement umrechnen,
welches nur von v abhangt.

Dies ist einfach die Kugelschale 47v? mit Radius v und Dicke dv:

4mv? dv = dvydv,dv;,
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Und wir erhalten die sog. Maxwell-Verteilung der Molekilgeschwindigkeiten:

m 4 2 _—mv?/(2kgT)
— = B
F(v)dv =47 (zka T) vee dv.

a Maxwell-Geschwindigkeitsverteilung
T 3t far T = 100 K und 300 K.

o — Verteilung wird breiter je héher T

S = m Wahrscheinlichste Geschwindigkeit:
=E 1 ok Mode vy,
— dF(v)/dv = 0 ergibt v, = \/2kgT/m
UU 0 w00 e oo’ Sie unterscheidet sich von der mittleren
] — Geschwindigkeit (v)
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Die mittlere Geschwindigkeit kbnnen wir bestimmen, in dem wir das Integral

/OOO v F(v)dv

|8kg T
mm
Bei leichteren Teilchen sind die mittleren Geschwindigkeiten gréBer als bei
schweren Teilchen. Z.B. bei 25 °C und in m/s:

auswerten. Man erhalt

{v)

Teilchenart ~ (v) vm (V)12
He 1256 1113 1363
N> 475 421 516
COs 379 336 411
CsHe 284 252 308

Thermodynamik und Theorie der Warme Vorlesung #3

- Prof. Dr. Florian U. Bernlochner 27.09.2018 31/43



3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

3.5 Energieverteilung von Molekilen

Verwandte Frage: Was ist die Verteilung der kinetischen Energie im
thermischen Gleichgewicht?

Diese kann direkt aus der Geschwindigkeitsverteilung F(v) hergeleitet werden:
Mit E = E;, erhalten wir

dE dE

1 dE
E:—mv2—>v:(2E/m)1/2 —=mvodv= — =
dv mv (sz)/

2

und die Wahrscheinlichkeitsdichte x dE der kinetischen Energieverteilung ist

p(E)dE = ﬁ@e—wm dE
™ KB
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Alternative Herleitung:

a Die Wahrscheinlichkeitsdichte p( E) fur einen Zustand hangt nur von
dessen Energie E ab.
Die Wahrscheinlichkeit ein Molekl mit Energie [E, E + dE] zu finden ist dann: p(E) - dE

a Die Gesamtwahrscheinlichkeitsverteilung py zwei Molekile der Energien
Ey und E; (mit Wahrscheinlichkeitsdichten p(E¢) und p(Ez)) zu finden ist

pg(E = Ei + E2) = p(E1) - p(E2) -

und nur eine Funktion der Gesamtenergie E = E; + Eo.

— Gleichheitszeichen gilt, da die Teilchen unabhangig voneinander sind.
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Es ist nun
dog _ d(P(E)) gy Pg OE O
dE; dE; 27 dEdE;  dE
denn % = d(%;E‘) = 1. Dividieren wir durch p,( E) erhalten wir
1 dpg 1 d (p(E4)) Ey— d (p(E1))

po(E) dE ~ p(ENp(E)  dE P = ey dk,

Aber entsprechend gilt auch fir £y < E

1 dpg 1 d(p(E2)) 1 d(p(Er)) _ 1 d(p(Ez))
po(E) dE p(E2) dE; p(Er)  dE p(Ez) dE

mit 8 unabhangig von E , i.e. 5 = konstant

Thermodynamik und Theorie der Warme Vorlesung #3 - Prof. Dr. Florian U. Bernlochner

=p

27.09.2018

34/43



3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Dies fUhrt uns zu
1

Integration ergibt
Inp=GE+c 2)

mit ¢ der Integrationskonstante. Es folgt

p(E) = o €F o F = g~ E/(ksT) 3)
wobei o = e® und wir § = —1/(kgT) eingesetzt haben. Die Unbekannten «
und /3 bestimmt man mit den Randbedingungen:

o0 3 oo
/ PEVOE=1,  (Eian) = haT = / Ep(E)dE.
0 0
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE
/N E

m Wahrscheinlichkeitsverteilung
Teilchen bei einer Energie E zu
finden

: a Besetzungszahl N ist bei
niedrigen Energien am hdchsten
und nimmt exponentiell ab

E ]
i

Die Beziehung N; ~ e *s7 nennt man den Boltzmann-Faktor. Insbesondere
gilt
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

3.5 Barometrische Hohenformel

Der Boltzmann-Faktor kann auch angewendet werden auf Molekule in einem
Potential:

m Gas im Gravitationspotential bei T = konst
und bezlglich V = konst .

m Fir die Verteilungsfunktion p bzgl. der
Ortskoordinate z gilt
h —+ Vv Pl, N1
_ Epot _ mgz
p(z)dzx e *T dz=e kT dz
o L v Py, Ny und daher folgt (aus PV = NkgT)

h N. P _mgh
.0()__1__1_e

p(0) No Po
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Fir den Exponenten erhalten wir mit PgV = Nokg T
mgh Nomgh pogh
ksT V. Py Py

mit der Massendichte po = Nom/V bei h=z = 0.

P(h) / Po Barometrische Hohenformel:

Pogh

trockene Luft — 2077
P(h) = Pye *
(T = 20 °C) (h)=Foe

a Beispiel: trockene Luft auf Meereshdhe

051 mit Druck P, versus bei 5.5 km Hohe —
P(h) =0.5P
a Beispiel: Behélter mit trockener Luft und
0 i . h Druck Py = 3 bar, Hbhe 1 m —
e P(h) = 0.999958 P, ~ P,
Okm 5.5km (h)
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE
3.6 Mittlere freie Weglange

Endliche GroBe von Molekile flihrt zu einer Sto3rate eines Molekiils mit
anderen Gasmolekilen.

Mit Hilfe einfacher statistischen Betrachtungen bestimmen wir die mittlere freie
Wegléange zwischen zwei Sto3en.

Annahmen:
m Betrachten gleichartige Molekiile und idealisieren sie als Kugeln mit
Durchmesser d
a Wirkungsquerschnitt: 0 = 7 d?
Bewegt sich ein Molekill um eine Strecke ¢ weiter, dann berstreicht es
ein Zylindervolumen

VZZUE
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ist

Die Zahl der Molekiile N, in diesem Volumen im Verhaltnis zur Gesamtzahl N
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Wird die Zahl N, =~ 1, dann findet im Mittel ein Stol3 statt: % ol =1=/0=
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Problem: Diese Herleitung nimmt an, dass die Gasmolekiile mit denen wir
kollidieren in Ruhe sind.

Die mittlere relative Geschwindigkeit ist (v.o1) = v/2(v) und das effektive
Volumen des Zylinders ist

md®V2 (v) t

und wir erhalten fur die mittlere freie Weglange:

o=md?
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Mittlere relative Geschwindigkeit: (V;¢) = v/2(v)

NS

Vrel = vl - 7)2

Vrelz\/(\71—\72)'(\71—72):\/\71'\71—2\71'\72+\72'\72

Fur den Mittelwert finden wir wenn vy und v» unabhéangig sind

(Veel) = \/<‘71 V) = 2(Vy - Vo) + (Vo - Vo) = \/<V12> + (v3) = \/§<v>

wobei wir (V; - 1) = 0 (unabhéngig!) und (vZ) = (v3) benutzt haben.
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE
Verstandnisfragen: (Diskutieren Sie mit ihrem Sitznachbarn)

m Was ist die Kernaussage der kinetischen Gastheorie? Was ist der
Zusammenhang zwischen mittlerer kinetischer Energie eines Molekules
und der Temperatur eines Gases?

m Was ist die Definition des Erwartungswertes einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung oder -dichte? Was ist die Mode?

a Wie haben wir die Zweideutigkeit des Vorzeichens des Losungsansatzes
f(v,) = ae*? aufgeldst? Wie haben wir die Unbekannten a und b in
f(vx) bestimmt?

a Was sagt der Boltzmann-Faktor aus? In welcher Beziehung steht er mit
der Barometrische H6henformel?

a Was ist die mittlere freie Weglange von Kohlenmonoxid in Luft? Nehmen
sie an, dass CO eine molare Masse von 28g/mol hat. Temperatur: 300 K
und Luftdruck P = 1 bar. Der Durchmesser von Luft und CO sei
d = 3.75 x 107" m. Was ist die Zeit zwischen zwei StéBen?
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