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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Zurückführen von thermodynamischer Größen auf Mittelwerte von
Teilchenzahlen, Impulsen, etc. sehr vieler Teilchen

Zusammenhang mittlerer kinetischer Energie und Temperatur:
〈1

2m v2〉 = 3
2 kB T

Zusammenhang 〈v2〉 und Temperatur: 〈v2〉 = 3 kB T
m

Maxwell-Verteilung: F(v) dv = 4π
(

m
2π kB T

)3/2
v2 e−m v2/(2kBT ) dv

Verwandt: Verteilung der kinetischen Energie p(E) dE = 2π
(π kB T )3/2

√
E e−E/(kB T ) dE

Boltzmann-Faktor: N1
N0

= e
− E1−E0

kB T

Herleitung barometrische Höhenformel: P(h) = P0 e−
ρ0 g h

P0

Mittlere freie Weglänge: ` = 1√
2 N

V σ
, σ = π d2
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

3.7 Molekulare Effusion

Aufbau:

Gasmoleküle entweichen
durch kleine Öffnung in
Gefäßwand

Fläche A der Öffnung kleiner
als mittlere freie Weglänge,
dann ist der Effusionsfluss:

1
A

dN
dt

=
1
4

N
V
〈v〉

Ohne Herleitung
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

3.7 Molekulare Effusion

Mittlere Geschwindigkeit solcher
Moleküle größer als Durchschnitts-
geschwindigkeit 〈v〉

Ekin,eff. = 2 kB T = 4
3Ekin

Ohne Herleitung, Ekin = 3
2 kB T

Grund: W’keit die Fläche der Öff-
nung zu treffen ist proportional zur
Geschwindigkeit
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

3.7 Molekulare Effusion

⇒ leichtere Moleküle haben eine
höhere Effusionsrate R als schw-
erere Moleküle

R2

R1
=

√
M1

M2
Gesetz von Graham

(1)

Hiermit lassen sich z.B. Isotopen
trennen.
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

3.7 Molekulare Effusion

Effekt in 2D Simulation:

Ekin,eff. =
3
2

Ekin → T2 =
3
2

T1

mit T1 der Temperatur links und T2

der Temperatur rechts.

In drei Dimensionen würden wir
T2 = 4

3T1 erwarten
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

4.1 Einleitung

Bisher haben wir im wesentlichen Gleichgewichtszustände betrachtet, i.e. wir
haben noch keine Antwort auf Fragen wie

Wie schnell stellt sich ein thermisches Gleichgewicht ein, wenn zwei
Gase mit Temperaturen T1 und T2 in Kontakt stehen?

⇒Wärmeleitung

Wie schnell stellt sich eine Gleichverteilung der Teilchendichte ein,
wenn zwei Gase mit N1

V und N2
V in Kontakt gebracht werden?

⇒ Diffusion

Zur Beschreibung solcher Transportvorgänge können wir Erhaltungssätze
bzw. Kontinuitätsgleichungen verwenden
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

Wärmeenergie kann auf drei Arten übertragen werden

Wärmeleitung

Energietransport durch Wechselwirkung zwischen Molekülen, welche aber
selber nicht transportiert werden

Konvektion

Wärmeübertragung auch mit einem Stofftransport verbunden

Wärmestrahlung→ spätere Vorlesung

Absorption von Energie in Form von elektromagnetischer Strahlung

Wir beschränken uns heute auf Wärmeleitung und Konvektion
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

Gedankenexperiment: zylindrischer Stab mit Querschnittsfläche A zwischen
Behälter mit Wasserdampf und einem Eisbad

W
ärm

eübertragung

632 17 Wärmeübertragung

In diesem Kapitel beschäftigen wir uns mit den Vorgän-
gen des Wärmetransports durch Wärmeleitung, Konvekti-
on und Wärmestrahlung.

17.1 Wärmeübertragungsarten
Thermische Energie kann auf drei Arten übertragen werden:
durch Wärmeleitung, Konvektion oder Strahlung.

Bei der Wärmeleitung vollzieht sich der Energietransport
durch Wechselwirkungen zwischen Atomen oder Molekülen,
die dabei aber selbst nicht transportiert werden. Wird beispiels-
weise ein fester Stab an einem Ende erwärmt, dann schwingen
die Atome an diesem Ende mit höherer Energie als die Ato-
me am kalten Ende, die eine geringere Energie haben. Durch
Stöße mit den jeweils benachbarten Atomen wird die Wärme-
energie allmählich durch den Stab transportiert, wobei jedes
Atom an seinem Platz bleibt. (In den Metallen wird die Wär-
meleitung durch die freien Elektronen unterstützt, die die durch
Stöße aufgenommene Energie bei Stößen mit anderen Atomen
weitergeben.)

Bei derKonvektion ist die Wärmeübertragung mit einem Stoff-
transport verknüpft. Wird beispielsweise die Luft in einem
Zimmer durch einen Heizkörper erwärmt, nimmt ihre Dichte
ab. Dadurch wirkt eine Auftriebskraft auf sie ein, sodass sie auf-
steigt und die aufgenommene Wärme nach oben mitnimmt.

Bei der Strahlung wird Energie durch elektromagnetischeWel-
len, die sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten, auch im
leeren Raum transportiert. Zur elektromagnetischen Strahlung
gehören neben der Infrarotstrahlung u. a. auch sichtbares Licht,
Radiowellen und Röntgenstrahlung. Die Strahlungsarten un-
terscheiden sich voneinander durch ihre Frequenz- bzw. ihre
Wellenlängenbereiche.

Für alle Mechanismen der Wärmeübertragung gilt das New-
ton’sche Abkühlungsgesetz. Es besagt, dass die Abkühlungs-
geschwindigkeit eines Körpers näherungsweise proportional
zur Differenz der Temperaturen von Körper und Umgebung ist.

Häufig treten bei der Wärmeübertragung alle drei Mechanismen
gleichzeitig auf. Ihr Anteil am Wärmetransport kann allerdings
variieren. Ein gewöhnlicher Heizkörper erwärmt das Zimmer
durch Strahlung und durch Konvektion. Dagegen hat bei einem
Heizstrahler mit einer Quarzröhre die Strahlung den größten
Anteil an der Heizleistung. Wenn das Heizelement aus Metall
besteht (das nicht so effizient strahlt wie Quarz), wird die Wär-
me vor allem durch Konvektion übertragen. Dabei steigt die
erwärmte Luft auf, sodass sie nahe dem Heizkörper durch küh-
lere Luft ersetzt wird. Oft unterstützt man diesen Effekt durch
den Einsatz eines Ventilators.

17.2 Wärmeleitung
Abbildung 17.1a zeigt einen wärmeleitenden Stab mit der kon-
stanten Querschnittsfläche A. Wenn wir seine Enden auf unter-

Abbildung 17.1 a) Die Enden dieses wärmeleitenden Stabs werden mithilfe
von Wasserdampf und Eis auf unterschiedlichen Temperaturen gehalten. b) Ein
Abschnitt des Stabs mit der Länge!x. Die Geschwindigkeit, mit der Wärmeener-
gie durch diesen Abschnitt geleitet wird, ist proportional zur Querschnittsfläche
A und zur Temperaturdifferenz !T entlang des Abschnitts. Außerdem ist sie
umgekehrt proportional zur Länge!x des Abschnitts.

schiedlichen Temperaturen halten, wird in ihm Wärmeenergie
vom wärmeren zum kälteren Ende geleitet. Nach einiger Zeit
stellt sich dabei ein stationärer Zustand ein, bei dem die Tem-
peratur gleichmäßig zum kälteren Ende hin abnimmt, weil
er überall dieselbe Querschnittsfläche hat. Die Änderung der
Temperatur pro Längeneinheit,!T=!x, heißt Temperaturgra-
dient. (Der Temperaturgradient ist ein Vektor, dessen Richtung
diejenige der stärksten Temperaturdifferenz ist. Sein Betrag ist
der Quotient aus der Temperaturdifferenz und dem Abstand in
dieser Richtung.)

Wir bezeichnen mit !x die Länge eines sehr kurzen Abschnitts
dieses Stabs (Abbildung 17.1b). Entlang dieser Strecke herrscht
im stationären Zustand die Temperaturdifferenz !T . Wenn
in der Zeitspanne !t die Wärmemenge !Q übertragen wird,
dann ist die Geschwindigkeit der Wärmeübertragung !Q=!t.
Diese Größe heißt Wärmestrom. Er wird gewöhnlich mit I
bezeichnet und in der Einheit Watt (W) angegeben. Es wurde
experimentell ermittelt, dass der Wärmestrom bei der Wärme-
leitung proportional zum Temperaturgradienten!T=!x und zur
Querschnittsfläche A ist:

I D !Q
!t

D k A
!T
!x

: (17.1)

DEFINITION DES WÄRMESTROMS

!
Der Wärmestrom verläuft von einem Gebiet höherer Tempera-
tur zu einem Gebiet tieferer Temperatur, d. h. in Richtung des
Temperaturgradienten.

Die Proportionalitätskonstante k nennt man Wärmeleitfähig-
keit. Sie hängt vom Material ab, durch das die Wärme fließt,
und wird meist inW=.m!K/ angegeben. EinigeWerte sind in Ta-
belle 17.1 zusammengestellt. Die Wärme wird in der Richtung
übertragen, in der die Temperatur abnimmt. Wenn die Tem-
peratur beispielsweise in positiver x-Richtung zunimmt, dann
verläuft die Wärmeübertragung in negativer x-Richtung.

Nach einiger Zeit: stationärer Zustand; Temperatur nimmt gleichmässig
entlang des Stabes ab.

Temperaturgradient: Änderung entlang dem Stab: ∆T/∆x
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

Durch Querschnitt des Stabes fliesst in ∆t eine Wärmemenge ∆Q

W
ärm

eübertragung

632 17 Wärmeübertragung
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Diese Größe heißt Wärmestrom. Er wird gewöhnlich mit I
bezeichnet und in der Einheit Watt (W) angegeben. Es wurde
experimentell ermittelt, dass der Wärmestrom bei der Wärme-
leitung proportional zum Temperaturgradienten!T=!x und zur
Querschnittsfläche A ist:

I D !Q
!t

D k A
!T
!x

: (17.1)

DEFINITION DES WÄRMESTROMS

!
Der Wärmestrom verläuft von einem Gebiet höherer Tempera-
tur zu einem Gebiet tieferer Temperatur, d. h. in Richtung des
Temperaturgradienten.

Die Proportionalitätskonstante k nennt man Wärmeleitfähig-
keit. Sie hängt vom Material ab, durch das die Wärme fließt,
und wird meist inW=.m!K/ angegeben. EinigeWerte sind in Ta-
belle 17.1 zusammengestellt. Die Wärme wird in der Richtung
übertragen, in der die Temperatur abnimmt. Wenn die Tem-
peratur beispielsweise in positiver x-Richtung zunimmt, dann
verläuft die Wärmeübertragung in negativer x-Richtung.

Der Wärmestrom I ist dann definiert als

I =
∆Q
∆t

= −κA
∆T
∆x

.

Annahme: Kein Wärmeverlust durch die Seitenwände des Stabes.

Mit κ einer Konstante, welche von der Wärmeleitfähigkeit eines Gases oder
Festkörpers abhängt, [κ ] = W

K m .
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4. TRANSPORTVORGÄNGE
Wärmeleitfähigkeiten κ für verschiedene Materialien (in W

K m ):

17.2 Wärmeleitung 633
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Tabelle 17.1 Die Wärmeleitfähigkeit einiger Materialien

Frage 17.1
In einem kalten Zimmer fühlt sich eine Tischplatte aus Me-
tall deutlich kühler an als eine aus Holz, obwohl beide dieselbe
Temperatur haben. Wie ist das zu erklären?

Wir lösen Gleichung 17.1 nach der Temperaturdifferenz auf und
erhalten

j!Tj D I
j!xj
k A

(17.2)

oder

j!Tj D I R : (17.3)
TEMPERATURGRADIENT UND WÄRMESTROM

Darin ist !T die Temperaturabnahme in Richtung des Wär-
mestroms und R der Wärmewiderstand, der meist in K/W
angegeben wird:

R D j!xj
k A

: (17.4)

DEFINITION DES WÄRMEWIDERSTANDS

Abbildung 17.2 Der Wärmestrom, der zwei thermisch leitende Schichten aus
verschiedenen Materialien nacheinander durchsetzt, ist im stationären Zustand
in beiden Schichten derselbe. Der gesamte Wärmewiderstand beider Schichten
ist gleich der Summe aus beiden einzelnen Wärmewiderständen.

Übung 17.1: Berechnen Sie den Wärmewiderstand einer Alu-
miniumplatte mit einer Fläche von 15,0 cm2 und einer Dicke
von 2,00 cm. J

Übung 17.2: Wie dick muss eine Silberplatte sein, damit sie
bei gleicher Fläche denselben Wärmewiderstand hat wie eine
1,00 cm dicke Luftschicht? J
Praktische Bedeutung hat oft der Wärmestrom durch zwei oder
mehrere aufeinanderliegende Schichten aus verschiedenen Ma-
terialien, die die Wärme unterschiedlich gut (oder schlecht)
leiten. Beispielsweise kann man die Wärmedämmung an Haus-
wänden durch Anbringen von Isolationsschichten verbessern.
Abbildung 17.2 zeigt zwei unterschiedlich dicke wärmeleitende
Schichten aus verschiedenen Materialien, jedoch mit derselben
Querschnittsfläche. Hier ist T1 die Temperatur auf der warmen
Seite, T2 die an der Grenzfläche beider Schichten und T3 die
an der kalten Seite. Hat sich ein stationärer Zustand einge-
stellt, muss der (dabei konstante) Wärmestrom I durch beide
Schichten derselbe sein. Das folgt aus dem Prinzip der Ener-
gieerhaltung, denn die auf einer Seite hineinfließende Energie
muss den gesamten Block auf der anderen Seite in derselben
Zeitspanne wieder verlassen, wenn sich die Temperaturen des
Blocks nicht ändern.

Mit den Wärmewiderständen R1 und R2 der beiden Schichten
gilt gemäß Gleichung 17.3:

T1 ! T2 D I R1

und
T2 ! T3 D I R2 :

Wir addieren beide Gleichungen und erhalten

!T D T1 ! T3 D I .R1 C R2 / D I R

sowie daraus

I D !T
R
: (17.5)

R ist derWärmewiderstand der gesamten Schicht. Wenn meh-
rere Wärmewiderstände, wie es hier der Fall ist, in Reihe
angeordnet sind, gilt:

Wir können diese Gleichung auch nach ∆T
auflösen

∆T = −∆x
κA

I = R I

mit R dem Wärmewiderstand.

Verallgemeinerung: Wärmefluss durch mehrere
Schichten unterschiedlicher Materialen
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gieerhaltung, denn die auf einer Seite hineinfließende Energie
muss den gesamten Block auf der anderen Seite in derselben
Zeitspanne wieder verlassen, wenn sich die Temperaturen des
Blocks nicht ändern.

Mit den Wärmewiderständen R1 und R2 der beiden Schichten
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T1 ! T2 D I R1

und
T2 ! T3 D I R2 :

Wir addieren beide Gleichungen und erhalten

!T D T1 ! T3 D I .R1 C R2/ D I R
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I D !T
R
: (17.5)

R ist derWärmewiderstand der gesamten Schicht. Wenn meh-
rere Wärmewiderstände, wie es hier der Fall ist, in Reihe
angeordnet sind, gilt:

T1 − T2 = IR1

T2 − T3 = IR2

⇒ ∆T = T1 − T3 =
(R1 + R2) I = R I

R = Wärmewiderstand der gesamten Schicht
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

Beispiel: Wärmemenge die aus einem Haus pro Stunde durch Fenster, Wände,
etc. entweicht

→ Näherungsweise gleiche Temperaturdifferenz ∆T zwischen dem Inneren
und Äusseren des Hauses

Gesamte Wärmestrom I ist

I = I1 + I2 + · · · = ∆T
R1

+ ∆T
R2

+ . . .

oder

I = ∆T/Rtot mit 1/Rtot =
∑

i (1/Ri).

Wärmeleitfähigkeit von Gasen wesentlich geringer als Flüssigkeiten /
Festkörper

→ Doppelfenster; Dicke des Glases hat sehr kleinen Einfluss auf Rtot.
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

V, N, ⇢
<latexit sha1_base64="MI7Nk7nMJL/cv+xqdb/8ZfP+8rI=">AAAB8XicbZDLSgMxFIZPvNZ6q7p0EyyCi1JmRNBl0Y0rqWAv2A4lk2ba0EwyJBmhDH0LNy4UcevbuPNtTNtZaOsPgY//nEPO+cNEcGM97xutrK6tb2wWtorbO7t7+6WDw6ZRqaasQZVQuh0SwwSXrGG5FaydaEbiULBWOLqZ1ltPTBuu5IMdJyyIyUDyiFNinfXYrOC7Cu7qoeqVyl7Vmwkvg59DGXLVe6Wvbl/RNGbSUkGM6fheYoOMaMupYJNiNzUsIXREBqzjUJKYmSCbbTzBp87p40hp96TFM/f3REZiY8Zx6DpjYodmsTY1/6t1UhtdBRmXSWqZpPOPolRgq/D0fNznmlErxg4I1dztiumQaEKtC6noQvAXT16G5nnVd3x/Ua5d53EU4BhO4Ax8uIQa3EIdGkBBwjO8whsy6AW9o4956wrKZ47gj9DnD+TMj78=</latexit><latexit sha1_base64="MI7Nk7nMJL/cv+xqdb/8ZfP+8rI=">AAAB8XicbZDLSgMxFIZPvNZ6q7p0EyyCi1JmRNBl0Y0rqWAv2A4lk2ba0EwyJBmhDH0LNy4UcevbuPNtTNtZaOsPgY//nEPO+cNEcGM97xutrK6tb2wWtorbO7t7+6WDw6ZRqaasQZVQuh0SwwSXrGG5FaydaEbiULBWOLqZ1ltPTBuu5IMdJyyIyUDyiFNinfXYrOC7Cu7qoeqVyl7Vmwkvg59DGXLVe6Wvbl/RNGbSUkGM6fheYoOMaMupYJNiNzUsIXREBqzjUJKYmSCbbTzBp87p40hp96TFM/f3REZiY8Zx6DpjYodmsTY1/6t1UhtdBRmXSWqZpPOPolRgq/D0fNznmlErxg4I1dztiumQaEKtC6noQvAXT16G5nnVd3x/Ua5d53EU4BhO4Ax8uIQa3EIdGkBBwjO8whsy6AW9o4956wrKZ47gj9DnD+TMj78=</latexit><latexit sha1_base64="MI7Nk7nMJL/cv+xqdb/8ZfP+8rI=">AAAB8XicbZDLSgMxFIZPvNZ6q7p0EyyCi1JmRNBl0Y0rqWAv2A4lk2ba0EwyJBmhDH0LNy4UcevbuPNtTNtZaOsPgY//nEPO+cNEcGM97xutrK6tb2wWtorbO7t7+6WDw6ZRqaasQZVQuh0SwwSXrGG5FaydaEbiULBWOLqZ1ltPTBuu5IMdJyyIyUDyiFNinfXYrOC7Cu7qoeqVyl7Vmwkvg59DGXLVe6Wvbl/RNGbSUkGM6fheYoOMaMupYJNiNzUsIXREBqzjUJKYmSCbbTzBp87p40hp96TFM/f3REZiY8Zx6DpjYodmsTY1/6t1UhtdBRmXSWqZpPOPolRgq/D0fNznmlErxg4I1dztiumQaEKtC6noQvAXT16G5nnVd3x/Ua5d53EU4BhO4Ax8uIQa3EIdGkBBwjO8whsy6AW9o4956wrKZ47gj9DnD+TMj78=</latexit><latexit sha1_base64="MI7Nk7nMJL/cv+xqdb/8ZfP+8rI=">AAAB8XicbZDLSgMxFIZPvNZ6q7p0EyyCi1JmRNBl0Y0rqWAv2A4lk2ba0EwyJBmhDH0LNy4UcevbuPNtTNtZaOsPgY//nEPO+cNEcGM97xutrK6tb2wWtorbO7t7+6WDw6ZRqaasQZVQuh0SwwSXrGG5FaydaEbiULBWOLqZ1ltPTBuu5IMdJyyIyUDyiFNinfXYrOC7Cu7qoeqVyl7Vmwkvg59DGXLVe6Wvbl/RNGbSUkGM6fheYoOMaMupYJNiNzUsIXREBqzjUJKYmSCbbTzBp87p40hp96TFM/f3REZiY8Zx6DpjYodmsTY1/6t1UhtdBRmXSWqZpPOPolRgq/D0fNznmlErxg4I1dztiumQaEKtC6noQvAXT16G5nnVd3x/Ua5d53EU4BhO4Ax8uIQa3EIdGkBBwjO8whsy6AW9o4956wrKZ47gj9DnD+TMj78=</latexit>

~v(~r)
<latexit sha1_base64="UQAiAx6LlmGLb1WJN+Yah2+nRKM=">AAAB+HicbZDLSgMxFIbP1Futl466dBMsQt2UGRF0WXTjsoK9QDuUTHqmDc1cSDKFWvokblwo4tZHcefbmE5noa0HQj7+/xxy8vuJ4Eo7zrdV2Njc2t4p7pb29g8Oy/bRcUvFqWTYZLGIZcenCgWPsKm5FthJJNLQF9j2x3cLvz1BqXgcPeppgl5IhxEPOKPaSH273JsgIxNSzW550bcrTs3JiqyDm0MF8mr07a/eIGZpiJFmgirVdZ1EezMqNWcC56VeqjChbEyH2DUY0RCVN8sWn5NzowxIEEtzIk0y9ffEjIZKTUPfdIZUj9SqtxD/87qpDm68GY+SVGPElg8FqSA6JosUyIBLZFpMDVAmudmVsBGVlGmTVcmE4K5+eR1alzXX8MNVpX6bx1GEUziDKrhwDXW4hwY0gUEKz/AKb9aT9WK9Wx/L1oKVz5zAn7I+fwAX7pIO</latexit><latexit sha1_base64="UQAiAx6LlmGLb1WJN+Yah2+nRKM=">AAAB+HicbZDLSgMxFIbP1Futl466dBMsQt2UGRF0WXTjsoK9QDuUTHqmDc1cSDKFWvokblwo4tZHcefbmE5noa0HQj7+/xxy8vuJ4Eo7zrdV2Njc2t4p7pb29g8Oy/bRcUvFqWTYZLGIZcenCgWPsKm5FthJJNLQF9j2x3cLvz1BqXgcPeppgl5IhxEPOKPaSH273JsgIxNSzW550bcrTs3JiqyDm0MF8mr07a/eIGZpiJFmgirVdZ1EezMqNWcC56VeqjChbEyH2DUY0RCVN8sWn5NzowxIEEtzIk0y9ffEjIZKTUPfdIZUj9SqtxD/87qpDm68GY+SVGPElg8FqSA6JosUyIBLZFpMDVAmudmVsBGVlGmTVcmE4K5+eR1alzXX8MNVpX6bx1GEUziDKrhwDXW4hwY0gUEKz/AKb9aT9WK9Wx/L1oKVz5zAn7I+fwAX7pIO</latexit><latexit sha1_base64="UQAiAx6LlmGLb1WJN+Yah2+nRKM=">AAAB+HicbZDLSgMxFIbP1Futl466dBMsQt2UGRF0WXTjsoK9QDuUTHqmDc1cSDKFWvokblwo4tZHcefbmE5noa0HQj7+/xxy8vuJ4Eo7zrdV2Njc2t4p7pb29g8Oy/bRcUvFqWTYZLGIZcenCgWPsKm5FthJJNLQF9j2x3cLvz1BqXgcPeppgl5IhxEPOKPaSH273JsgIxNSzW550bcrTs3JiqyDm0MF8mr07a/eIGZpiJFmgirVdZ1EezMqNWcC56VeqjChbEyH2DUY0RCVN8sWn5NzowxIEEtzIk0y9ffEjIZKTUPfdIZUj9SqtxD/87qpDm68GY+SVGPElg8FqSA6JosUyIBLZFpMDVAmudmVsBGVlGmTVcmE4K5+eR1alzXX8MNVpX6bx1GEUziDKrhwDXW4hwY0gUEKz/AKb9aT9WK9Wx/L1oKVz5zAn7I+fwAX7pIO</latexit><latexit sha1_base64="UQAiAx6LlmGLb1WJN+Yah2+nRKM=">AAAB+HicbZDLSgMxFIbP1Futl466dBMsQt2UGRF0WXTjsoK9QDuUTHqmDc1cSDKFWvokblwo4tZHcefbmE5noa0HQj7+/xxy8vuJ4Eo7zrdV2Njc2t4p7pb29g8Oy/bRcUvFqWTYZLGIZcenCgWPsKm5FthJJNLQF9j2x3cLvz1BqXgcPeppgl5IhxEPOKPaSH273JsgIxNSzW550bcrTs3JiqyDm0MF8mr07a/eIGZpiJFmgirVdZ1EezMqNWcC56VeqjChbEyH2DUY0RCVN8sWn5NzowxIEEtzIk0y9ffEjIZKTUPfdIZUj9SqtxD/87qpDm68GY+SVGPElg8FqSA6JosUyIBLZFpMDVAmudmVsBGVlGmTVcmE4K5+eR1alzXX8MNVpX6bx1GEUziDKrhwDXW4hwY0gUEKz/AKb9aT9WK9Wx/L1oKVz5zAn7I+fwAX7pIO</latexit>

4.2 Volumentransport

Wir betrachten ein abgeschlossenes
Volumen V in dem sich eine bestimmte
Gasmenge befindet.

Das Gas selber ist nicht in Ruhe, son-
dern fliesst mit einer Geschwindigkeit
von ~v(~r)

Mit einer Dichte von ρ(~r) ist die
Gesamte Gasmenge N im Volumen V

N =

∫

V
ρ(~r) dV
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

V, N, ⇢
<latexit sha1_base64="MI7Nk7nMJL/cv+xqdb/8ZfP+8rI=">AAAB8XicbZDLSgMxFIZPvNZ6q7p0EyyCi1JmRNBl0Y0rqWAv2A4lk2ba0EwyJBmhDH0LNy4UcevbuPNtTNtZaOsPgY//nEPO+cNEcGM97xutrK6tb2wWtorbO7t7+6WDw6ZRqaasQZVQuh0SwwSXrGG5FaydaEbiULBWOLqZ1ltPTBuu5IMdJyyIyUDyiFNinfXYrOC7Cu7qoeqVyl7Vmwkvg59DGXLVe6Wvbl/RNGbSUkGM6fheYoOMaMupYJNiNzUsIXREBqzjUJKYmSCbbTzBp87p40hp96TFM/f3REZiY8Zx6DpjYodmsTY1/6t1UhtdBRmXSWqZpPOPolRgq/D0fNznmlErxg4I1dztiumQaEKtC6noQvAXT16G5nnVd3x/Ua5d53EU4BhO4Ax8uIQa3EIdGkBBwjO8whsy6AW9o4956wrKZ47gj9DnD+TMj78=</latexit><latexit sha1_base64="MI7Nk7nMJL/cv+xqdb/8ZfP+8rI=">AAAB8XicbZDLSgMxFIZPvNZ6q7p0EyyCi1JmRNBl0Y0rqWAv2A4lk2ba0EwyJBmhDH0LNy4UcevbuPNtTNtZaOsPgY//nEPO+cNEcGM97xutrK6tb2wWtorbO7t7+6WDw6ZRqaasQZVQuh0SwwSXrGG5FaydaEbiULBWOLqZ1ltPTBuu5IMdJyyIyUDyiFNinfXYrOC7Cu7qoeqVyl7Vmwkvg59DGXLVe6Wvbl/RNGbSUkGM6fheYoOMaMupYJNiNzUsIXREBqzjUJKYmSCbbTzBp87p40hp96TFM/f3REZiY8Zx6DpjYodmsTY1/6t1UhtdBRmXSWqZpPOPolRgq/D0fNznmlErxg4I1dztiumQaEKtC6noQvAXT16G5nnVd3x/Ua5d53EU4BhO4Ax8uIQa3EIdGkBBwjO8whsy6AW9o4956wrKZ47gj9DnD+TMj78=</latexit><latexit sha1_base64="MI7Nk7nMJL/cv+xqdb/8ZfP+8rI=">AAAB8XicbZDLSgMxFIZPvNZ6q7p0EyyCi1JmRNBl0Y0rqWAv2A4lk2ba0EwyJBmhDH0LNy4UcevbuPNtTNtZaOsPgY//nEPO+cNEcGM97xutrK6tb2wWtorbO7t7+6WDw6ZRqaasQZVQuh0SwwSXrGG5FaydaEbiULBWOLqZ1ltPTBuu5IMdJyyIyUDyiFNinfXYrOC7Cu7qoeqVyl7Vmwkvg59DGXLVe6Wvbl/RNGbSUkGM6fheYoOMaMupYJNiNzUsIXREBqzjUJKYmSCbbTzBp87p40hp96TFM/f3REZiY8Zx6DpjYodmsTY1/6t1UhtdBRmXSWqZpPOPolRgq/D0fNznmlErxg4I1dztiumQaEKtC6noQvAXT16G5nnVd3x/Ua5d53EU4BhO4Ax8uIQa3EIdGkBBwjO8whsy6AW9o4956wrKZ47gj9DnD+TMj78=</latexit><latexit sha1_base64="MI7Nk7nMJL/cv+xqdb/8ZfP+8rI=">AAAB8XicbZDLSgMxFIZPvNZ6q7p0EyyCi1JmRNBl0Y0rqWAv2A4lk2ba0EwyJBmhDH0LNy4UcevbuPNtTNtZaOsPgY//nEPO+cNEcGM97xutrK6tb2wWtorbO7t7+6WDw6ZRqaasQZVQuh0SwwSXrGG5FaydaEbiULBWOLqZ1ltPTBuu5IMdJyyIyUDyiFNinfXYrOC7Cu7qoeqVyl7Vmwkvg59DGXLVe6Wvbl/RNGbSUkGM6fheYoOMaMupYJNiNzUsIXREBqzjUJKYmSCbbTzBp87p40hp96TFM/f3REZiY8Zx6DpjYodmsTY1/6t1UhtdBRmXSWqZpPOPolRgq/D0fNznmlErxg4I1dztiumQaEKtC6noQvAXT16G5nnVd3x/Ua5d53EU4BhO4Ax8uIQa3EIdGkBBwjO8whsy6AW9o4956wrKZ47gj9DnD+TMj78=</latexit>
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<latexit sha1_base64="UQAiAx6LlmGLb1WJN+Yah2+nRKM=">AAAB+HicbZDLSgMxFIbP1Futl466dBMsQt2UGRF0WXTjsoK9QDuUTHqmDc1cSDKFWvokblwo4tZHcefbmE5noa0HQj7+/xxy8vuJ4Eo7zrdV2Njc2t4p7pb29g8Oy/bRcUvFqWTYZLGIZcenCgWPsKm5FthJJNLQF9j2x3cLvz1BqXgcPeppgl5IhxEPOKPaSH273JsgIxNSzW550bcrTs3JiqyDm0MF8mr07a/eIGZpiJFmgirVdZ1EezMqNWcC56VeqjChbEyH2DUY0RCVN8sWn5NzowxIEEtzIk0y9ffEjIZKTUPfdIZUj9SqtxD/87qpDm68GY+SVGPElg8FqSA6JosUyIBLZFpMDVAmudmVsBGVlGmTVcmE4K5+eR1alzXX8MNVpX6bx1GEUziDKrhwDXW4hwY0gUEKz/AKb9aT9WK9Wx/L1oKVz5zAn7I+fwAX7pIO</latexit><latexit sha1_base64="UQAiAx6LlmGLb1WJN+Yah2+nRKM=">AAAB+HicbZDLSgMxFIbP1Futl466dBMsQt2UGRF0WXTjsoK9QDuUTHqmDc1cSDKFWvokblwo4tZHcefbmE5noa0HQj7+/xxy8vuJ4Eo7zrdV2Njc2t4p7pb29g8Oy/bRcUvFqWTYZLGIZcenCgWPsKm5FthJJNLQF9j2x3cLvz1BqXgcPeppgl5IhxEPOKPaSH273JsgIxNSzW550bcrTs3JiqyDm0MF8mr07a/eIGZpiJFmgirVdZ1EezMqNWcC56VeqjChbEyH2DUY0RCVN8sWn5NzowxIEEtzIk0y9ffEjIZKTUPfdIZUj9SqtxD/87qpDm68GY+SVGPElg8FqSA6JosUyIBLZFpMDVAmudmVsBGVlGmTVcmE4K5+eR1alzXX8MNVpX6bx1GEUziDKrhwDXW4hwY0gUEKz/AKb9aT9WK9Wx/L1oKVz5zAn7I+fwAX7pIO</latexit><latexit sha1_base64="UQAiAx6LlmGLb1WJN+Yah2+nRKM=">AAAB+HicbZDLSgMxFIbP1Futl466dBMsQt2UGRF0WXTjsoK9QDuUTHqmDc1cSDKFWvokblwo4tZHcefbmE5noa0HQj7+/xxy8vuJ4Eo7zrdV2Njc2t4p7pb29g8Oy/bRcUvFqWTYZLGIZcenCgWPsKm5FthJJNLQF9j2x3cLvz1BqXgcPeppgl5IhxEPOKPaSH273JsgIxNSzW550bcrTs3JiqyDm0MF8mr07a/eIGZpiJFmgirVdZ1EezMqNWcC56VeqjChbEyH2DUY0RCVN8sWn5NzowxIEEtzIk0y9ffEjIZKTUPfdIZUj9SqtxD/87qpDm68GY+SVGPElg8FqSA6JosUyIBLZFpMDVAmudmVsBGVlGmTVcmE4K5+eR1alzXX8MNVpX6bx1GEUziDKrhwDXW4hwY0gUEKz/AKb9aT9WK9Wx/L1oKVz5zAn7I+fwAX7pIO</latexit><latexit sha1_base64="UQAiAx6LlmGLb1WJN+Yah2+nRKM=">AAAB+HicbZDLSgMxFIbP1Futl466dBMsQt2UGRF0WXTjsoK9QDuUTHqmDc1cSDKFWvokblwo4tZHcefbmE5noa0HQj7+/xxy8vuJ4Eo7zrdV2Njc2t4p7pb29g8Oy/bRcUvFqWTYZLGIZcenCgWPsKm5FthJJNLQF9j2x3cLvz1BqXgcPeppgl5IhxEPOKPaSH273JsgIxNSzW550bcrTs3JiqyDm0MF8mr07a/eIGZpiJFmgirVdZ1EezMqNWcC56VeqjChbEyH2DUY0RCVN8sWn5NzowxIEEtzIk0y9ffEjIZKTUPfdIZUj9SqtxD/87qpDm68GY+SVGPElg8FqSA6JosUyIBLZFpMDVAmudmVsBGVlGmTVcmE4K5+eR1alzXX8MNVpX6bx1GEUziDKrhwDXW4hwY0gUEKz/AKb9aT9WK9Wx/L1oKVz5zAn7I+fwAX7pIO</latexit>

Die Stromdichte~j(~r) ist definiert als

~j(~r) = ~v(~r) ρ(~r)

Betrag: Gasmenge, die pro Zeit und
Flächenstück das Volumen verlässt.

→ ~v(~r) ρ(~r) = ~w(~r) ds
dt

dN
dV = ~ev (~r) dN

dA dt mit ~ev (~r)

der normierten Richtung von ~v und dV = dsdA.

Der Volumenfluss I ist dann

I = Integral über die Oberfläche von~j(~r)

=

∮

A

~j d~A =

∮

A

~j · ~n dA

d~A = Flächennormale ~n × Fächenelement dA
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

Der Volumenfluss I in und aus dem Volumen ist gleich der zeitlichen
Änderung Ṅ der Teilchen im Volumen

−I
!

= Ṅ = ∂tN .

mit ∂t = ∂
∂t . Vorzeichen: Positives I = Abfluss, Negatives I = Zufluss.

Aus dieser Beziehung ergibt sich

∂tN + I = 0 = ∂t

∫

V
ρ(~r) dV +

∮

A

~j · ~n dA
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4. TRANSPORTVORGÄNGE
Aus dem Gaußschem Satz folgt, dass zwischen Fluss und Divergenz gilt

∮

A

~j · ~n dA =

∫

V
div~j = I

mit div /~∇ = (∂x , ∂y , ∂z) der Divergenz des Vektorfeldes~j .

A

Illustration der Flächennormalen ~n
und des Oberflächenintegrals A
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4. TRANSPORTVORGÄNGE
Beispiel: Fluss eines Vektorfeldes~j = (x , y , z) durch die Oberfläche eines
Würfels mit Volumen V

Die Kantenlänge sei 2 und der Mittelpunkt in ~x = (2, 2, 2), i.e. x , y , z ∈ [1, 3]Lösung 9:

1) Die Beschriftung der Flächen des Würfels ist in der nächsten Abbildung gezeigt:

Der Gesamtfluß durch die Oberfläche folgt somit zu:

I

s
~u · ~n dA =

Z

A1

~u · ~n1 dydz +
Z

A2

~u · ~n2 dxdz
Z

A3

~u · ~n3 dydz +
Z

A4

~u · ~n4 dxdz +
Z

A5

~u · ~n5 dxdy
Z

A6

~u · ~n6 dxdy . (15)

Für die Vorderfläche A1 ist der Flächennormalenvektor folglich ~n1 = (1, 0, 0); für die
Hinterfläche A3 ergibt sich ~n3 = (�1, 0, 0). Der Fluß durch die Oberfläche A6 (für die
anderen Flächen in der selben Art und Weise) folgt somit zu:

Z

A6

~u · ~n6 dxdy =
Z 3

1

Z 3

1
1(�1) dxdy = �4 , (16)

da ~u = (x, 1, z) und ~n6 = (0,�1, 0) ist. Für A1 bis A6 zusammen folgt aus (4)

I

s
~u · ~n dA = 12 + 12 � 4 � 4 + 12 � 4 = 24 (17)

2) Mit div ~u = 3 folgt das Volumenintegral zu

Z

V
div ~u dV =

Z 3

1

Z 3

1

Z 3

1
3 dxdydz = 24 , (18)

und damit ist die Gleichheit beider Integrale gezeigt.

Gesamtfluss durch die Oberfläche:∮
A

~j · ~n dA =

∫
A1

~j · ~n1 dydz +

∫
A2

~j · ~n2 dxdz

+

∫
A3

~j · ~n3 dydz +

∫
A4

~j · ~n4 dxdz

+

∫
A5

~j · ~n5 dxdy +

∫
A6

~j · ~n6 dxdy

Für den Fluss durch A1 folgt z.B.∫
A1

(3, y , z) · (1, 0, 0) dydz =

∫ 3

1

∫ 3

1
3 dydz = 2× 2× 3 = 12

(2)
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4. TRANSPORTVORGÄNGE
Beispiel: Fluss eines Vektorfeldes~j = (x , y , z) durch die Oberfläche eines
Würfels mit Volumen V

Die Kantenlänge sei 2 und der Mittelpunkt in ~x = (2, 2, 2), i.e. x , y , z ∈ [1, 3]
Lösung 9:

1) Die Beschriftung der Flächen des Würfels ist in der nächsten Abbildung gezeigt:

Der Gesamtfluß durch die Oberfläche folgt somit zu:

I

s
~u · ~n dA =

Z

A1

~u · ~n1 dydz +
Z

A2

~u · ~n2 dxdz
Z

A3

~u · ~n3 dydz +
Z

A4

~u · ~n4 dxdz +
Z

A5

~u · ~n5 dxdy
Z

A6

~u · ~n6 dxdy . (15)

Für die Vorderfläche A1 ist der Flächennormalenvektor folglich ~n1 = (1, 0, 0); für die
Hinterfläche A3 ergibt sich ~n3 = (�1, 0, 0). Der Fluß durch die Oberfläche A6 (für die
anderen Flächen in der selben Art und Weise) folgt somit zu:

Z

A6

~u · ~n6 dxdy =
Z 3

1

Z 3

1
1(�1) dxdy = �4 , (16)

da ~u = (x, 1, z) und ~n6 = (0,�1, 0) ist. Für A1 bis A6 zusammen folgt aus (4)

I

s
~u · ~n dA = 12 + 12 � 4 � 4 + 12 � 4 = 24 (17)

2) Mit div ~u = 3 folgt das Volumenintegral zu

Z

V
div ~u dV =

Z 3

1

Z 3

1

Z 3

1
3 dxdydz = 24 , (18)

und damit ist die Gleichheit beider Integrale gezeigt.

Gesamtfluss durch die Oberfläche:∮
A

~j · ~n dA = 12 + 12− 4− 4 + 12− 4 = 24

Analog finden wir mit

div~j = ~∇ ·~j = ∂x x + ∂y y + ∂zz = 3

für das Volumenintegral∫
V

div~j dV =

∫ 3

1

∫ 3

1

∫ 3

1
3 dx dy dz = 23 × 3 = 24

(3)
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4. TRANSPORTVORGÄNGE
D.h. für unsere Beziehung ergibt sich (ρ = ρ(~r))

∂tN + I = 0 = ∂t

∫

V
ρ dV +

∮

A

~j · ~n dA

= ∂t

∫

V
ρ dV +

∫

V
div~j dV

Wir können Integral und Differential vertauschen: (ρ differenzierbar, V konst. über t)

∫

V

[
∂t ρ+ div~j

]
dV = 0

bzw.

∂t ρ+ div~j = ∂t ρ+ ~∇ ·~j = 0

denn für die beiden Integranden gilt
∫

V ∂t ρ dV = −
∫

V div~j dV .
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

4.3 Kontinuitätsgleichungen

Wir haben uns die Kontinuitätsgleichungen hergeleitet:

Partielle Differentialgleichung die zu einer Erhaltungsgröße gehört.

∂ρ

∂t
+ ~∇~j = ∂tρ+ div~j = 0 = ∂t ρ+ ∂x jx + ∂y jy + ∂z jz .

Verknüpft zeitliche Änderung der zur Erhaltungsgröße gehörenden Dichte ρ mit
der räumlichen Änderung ihrer Stromdichte~j = (jx , jy , jz).
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

Zusammenhang der Kontinuitätsgleichung mit ihrer Erhaltungsgröße Q:

Die in einem Volumen V enthaltene Erhaltungsgröße (Ladung, Energie,
Masse) ist das Volumenintegral ihrer Dichte

Q =

∫

V
d3x ρ(t,~x)

Für die zeitliche Änderung einer Erhaltungsgröße Q gilt dann, dass

∂tQ = Q̇ =

∫

V
d3x ∂tρ(t,~x)

!
= −

∫

V
div~j
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

Thermischer Fluss als Kontinuitätsproblem:

u =̂ thermische Energiedichte =
thermische Energie WT

Volumen V
[u ] =

J
m3 ,

~w =̂ Wärmestromdichte =
Wärme

Zeit× Fläche
[w ] =

W
s m2 ,

Aus der Kontinuitätsgleichung folgt die Bedingung für

Energieerhaltung: ~∇~w + ∂tu = 0 .
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

4.4 Allgemeine Wärmeleitung

Wärme fließt nur, wenn eine Temperaturdifferenz ∆T zwischen zwei Orten
vorliegt:

w ∼ ∆T
∆x

(Gradient)

mit ∆x der Distanz zweier Punkte.

Ansatz für die Wärmestromdichte ~w aus den Überlegungen in der Einleitung:

~w = −κ grad T
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4. TRANSPORTVORGÄNGE
Einsetzen unseres Ansatzes ~w = −κ grad T in die Kontinuitätsgleichung:

div (−κ grad T ) + ∂tu = 0

Mit der Wärmekapazität pro Volumen c̃ = CV/V folgt

u = c̃ T

und mit der Annahme, dass c̃ 6= c̃(T ), κ 6= κ(T ) erhalten wir die
Wärmeleitgleichung:

∇2T − c̃
κ
∂tT = 0

mit ∇2T = ~∇ · ~∇T = div grad T .
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4. TRANSPORTVORGÄNGE
Beispiel: Wärmeleitung in einem Stab mit T2 > T1

0 L

T1 T2 >T1

Mit der Wärmeleitgleichung finden wir

∂2
x T − c̃

κ
∂tT = 0

mit ∂2
x = ∂2

∂x2 .
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4. TRANSPORTVORGÄNGE
Stationäre Lösungen mit ∂tT = 0 dieser Differentialgleichung:
stationär = unendlich großes Wärmereservoir auf beiden Seiten

∂2
x T = 0 ⇒ T (x) ist linear

0 L [m]

T1

T2

T  [K]
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

4.5 Diffusion

Ein Teilchen in ”thermischer Bewegung” (Ekin ∼ kB T ) ändert unregelmässig
Richtung und Betrag seiner Geschwindigkeit

3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Problem: Diese Herleitung nimmt an, dass die Gasmoleküle mit denen wir
kollidieren in Ruhe sind.

Die mittlere relative Geschwindigkeit ist hvreli =
p

2hvi und das effektive
Volumen des Zylinders ist

⇡d2
p

2 hvi t

und wir erhalten für die mittlere freie Weglänge:

` =
1p

2N
V �

, � = ⇡ d2
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Mittlere freie Weglänge

x0

x1

‘
Der Fluss einer bestimmten Art Teilchen von einem Ort x0 nach x1 hängt von
der Konzentration ρ ab. ⇔ Analog für den Fluss von x1 nach x0.
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

4.5.1 Das erste Ficksche Gesetz

Das erste Ficksche Gesetz setzt die Gestamtflussdichte~j mit dem
Gradienten der Konzentration, grad ρ = ∇ρ in Verbindung,

~j = −D grad ρ

mit dem Diffusionskoeffizienten D, [D] = m2

s .

D hängt von dem involvierten Gas ab, und es kann gelten, dass D = D(ρ).
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

Herleitung des ersten Fickschen Gesetzes in einer Dimension (Berg, 1977)

Teilchen bewegen sich zufällig um Längenskala ∆x während Zeit ∆t

x
<latexit sha1_base64="IArQpDG4Gw7Ax+5Wri9CZWKD4Bo=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1YQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8e2s3n5EpXks780kQT+iQ8lDzqixVuOpX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJr/2MyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3Liu1mzyOIpzAKZyDB1dQgzuoQxMYIDzDK7w5D86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4A5juM/A==</latexit><latexit sha1_base64="IArQpDG4Gw7Ax+5Wri9CZWKD4Bo=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1YQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8e2s3n5EpXks780kQT+iQ8lDzqixVuOpX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJr/2MyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3Liu1mzyOIpzAKZyDB1dQgzuoQxMYIDzDK7w5D86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4A5juM/A==</latexit><latexit sha1_base64="IArQpDG4Gw7Ax+5Wri9CZWKD4Bo=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1YQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8e2s3n5EpXks780kQT+iQ8lDzqixVuOpX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJr/2MyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3Liu1mzyOIpzAKZyDB1dQgzuoQxMYIDzDK7w5D86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4A5juM/A==</latexit><latexit sha1_base64="IArQpDG4Gw7Ax+5Wri9CZWKD4Bo=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1YQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8e2s3n5EpXks780kQT+iQ8lDzqixVuOpX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJr/2MyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3Liu1mzyOIpzAKZyDB1dQgzuoQxMYIDzDK7w5D86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4A5juM/A==</latexit>

N(x + �x, t)
<latexit sha1_base64="g6FToXbzfppm7LutKICc84B8PlA=">AAAB+3icbZDLSsNAFIYn9VbrLdalm8EiVJSSiKDLoi5cSQV7gTaUyXTSDp1MwsyJtIS+ihsXirj1Rdz5Nk7bLLT1h4GP/5zDOfP7seAaHOfbyq2srq1v5DcLW9s7u3v2frGho0RRVqeRiFTLJ5oJLlkdOAjWihUjoS9Y0x/eTOvNJ6Y0j+QjjGPmhaQvecApAWN17eJ9eYRPceeWCSB4dIbhpGuXnIozE14GN4MSylTr2l+dXkSTkEmggmjddp0YvJQo4FSwSaGTaBYTOiR91jYoSci0l85un+Bj4/RwECnzJOCZ+3siJaHW49A3nSGBgV6sTc3/au0Egisv5TJOgEk6XxQkAkOEp0HgHleMghgbIFRxcyumA6IIBRNXwYTgLn55GRrnFdfww0Wpep3FkUeH6AiVkYsuURXdoRqqI4pG6Bm9ojdrYr1Y79bHvDVnZTMH6I+szx8MnpJ/</latexit><latexit sha1_base64="g6FToXbzfppm7LutKICc84B8PlA=">AAAB+3icbZDLSsNAFIYn9VbrLdalm8EiVJSSiKDLoi5cSQV7gTaUyXTSDp1MwsyJtIS+ihsXirj1Rdz5Nk7bLLT1h4GP/5zDOfP7seAaHOfbyq2srq1v5DcLW9s7u3v2frGho0RRVqeRiFTLJ5oJLlkdOAjWihUjoS9Y0x/eTOvNJ6Y0j+QjjGPmhaQvecApAWN17eJ9eYRPceeWCSB4dIbhpGuXnIozE14GN4MSylTr2l+dXkSTkEmggmjddp0YvJQo4FSwSaGTaBYTOiR91jYoSci0l85un+Bj4/RwECnzJOCZ+3siJaHW49A3nSGBgV6sTc3/au0Egisv5TJOgEk6XxQkAkOEp0HgHleMghgbIFRxcyumA6IIBRNXwYTgLn55GRrnFdfww0Wpep3FkUeH6AiVkYsuURXdoRqqI4pG6Bm9ojdrYr1Y79bHvDVnZTMH6I+szx8MnpJ/</latexit><latexit sha1_base64="g6FToXbzfppm7LutKICc84B8PlA=">AAAB+3icbZDLSsNAFIYn9VbrLdalm8EiVJSSiKDLoi5cSQV7gTaUyXTSDp1MwsyJtIS+ihsXirj1Rdz5Nk7bLLT1h4GP/5zDOfP7seAaHOfbyq2srq1v5DcLW9s7u3v2frGho0RRVqeRiFTLJ5oJLlkdOAjWihUjoS9Y0x/eTOvNJ6Y0j+QjjGPmhaQvecApAWN17eJ9eYRPceeWCSB4dIbhpGuXnIozE14GN4MSylTr2l+dXkSTkEmggmjddp0YvJQo4FSwSaGTaBYTOiR91jYoSci0l85un+Bj4/RwECnzJOCZ+3siJaHW49A3nSGBgV6sTc3/au0Egisv5TJOgEk6XxQkAkOEp0HgHleMghgbIFRxcyumA6IIBRNXwYTgLn55GRrnFdfww0Wpep3FkUeH6AiVkYsuURXdoRqqI4pG6Bm9ojdrYr1Y79bHvDVnZTMH6I+szx8MnpJ/</latexit><latexit sha1_base64="g6FToXbzfppm7LutKICc84B8PlA=">AAAB+3icbZDLSsNAFIYn9VbrLdalm8EiVJSSiKDLoi5cSQV7gTaUyXTSDp1MwsyJtIS+ihsXirj1Rdz5Nk7bLLT1h4GP/5zDOfP7seAaHOfbyq2srq1v5DcLW9s7u3v2frGho0RRVqeRiFTLJ5oJLlkdOAjWihUjoS9Y0x/eTOvNJ6Y0j+QjjGPmhaQvecApAWN17eJ9eYRPceeWCSB4dIbhpGuXnIozE14GN4MSylTr2l+dXkSTkEmggmjddp0YvJQo4FSwSaGTaBYTOiR91jYoSci0l85un+Bj4/RwECnzJOCZ+3siJaHW49A3nSGBgV6sTc3/au0Egisv5TJOgEk6XxQkAkOEp0HgHleMghgbIFRxcyumA6IIBRNXwYTgLn55GRrnFdfww0Wpep3FkUeH6AiVkYsuURXdoRqqI4pG6Bm9ojdrYr1Y79bHvDVnZTMH6I+szx8MnpJ/</latexit>

N(x, t)
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x + �x
<latexit sha1_base64="qjyAwsZMG6fF9zlGe5l5UkadtQU=">AAAB83icbZBNS8NAEIYnftb6VfXoZbEIglASEfRY1IPHCvYDmlA220m7dLMJuxtpKf0bXjwo4tU/481/47bNQVtfWHh4Z4aZfcNUcG1c99tZWV1b39gsbBW3d3b39ksHhw2dZIphnSUiUa2QahRcYt1wI7CVKqRxKLAZDm6n9eYTKs0T+WhGKQYx7UkecUaNtfwhOSf+HQpDybBTKrsVdyayDF4OZchV65S+/G7CshilYYJq3fbc1ARjqgxnAidFP9OYUjagPWxblDRGHYxnN0/IqXW6JEqUfdKQmft7YkxjrUdxaDtjavp6sTY1/6u1MxNdB2Mu08ygZPNFUSaIS cg0ANLlCpkRIwuUKW5vJaxPFWXGxlS0IXiLX16GxkXFs/xwWa7e5HEU4BhO4Aw8uIIq3EMN6sAghWd4hTcnc16cd+dj3rri5DNH8EfO5w+KcJCz</latexit><latexit sha1_base64="qjyAwsZMG6fF9zlGe5l5UkadtQU=">AAAB83icbZBNS8NAEIYnftb6VfXoZbEIglASEfRY1IPHCvYDmlA220m7dLMJuxtpKf0bXjwo4tU/481/47bNQVtfWHh4Z4aZfcNUcG1c99tZWV1b39gsbBW3d3b39ksHhw2dZIphnSUiUa2QahRcYt1wI7CVKqRxKLAZDm6n9eYTKs0T+WhGKQYx7UkecUaNtfwhOSf+HQpDybBTKrsVdyayDF4OZchV65S+/G7CshilYYJq3fbc1ARjqgxnAidFP9OYUjagPWxblDRGHYxnN0/IqXW6JEqUfdKQmft7YkxjrUdxaDtjavp6sTY1/6u1MxNdB2Mu08ygZPNFUSaIS cg0ANLlCpkRIwuUKW5vJaxPFWXGxlS0IXiLX16GxkXFs/xwWa7e5HEU4BhO4Aw8uIIq3EMN6sAghWd4hTcnc16cd+dj3rri5DNH8EfO5w+KcJCz</latexit><latexit sha1_base64="qjyAwsZMG6fF9zlGe5l5UkadtQU=">AAAB83icbZBNS8NAEIYnftb6VfXoZbEIglASEfRY1IPHCvYDmlA220m7dLMJuxtpKf0bXjwo4tU/481/47bNQVtfWHh4Z4aZfcNUcG1c99tZWV1b39gsbBW3d3b39ksHhw2dZIphnSUiUa2QahRcYt1wI7CVKqRxKLAZDm6n9eYTKs0T+WhGKQYx7UkecUaNtfwhOSf+HQpDybBTKrsVdyayDF4OZchV65S+/G7CshilYYJq3fbc1ARjqgxnAidFP9OYUjagPWxblDRGHYxnN0/IqXW6JEqUfdKQmft7YkxjrUdxaDtjavp6sTY1/6u1MxNdB2Mu08ygZPNFUSaIS cg0ANLlCpkRIwuUKW5vJaxPFWXGxlS0IXiLX16GxkXFs/xwWa7e5HEU4BhO4Aw8uIIq3EMN6sAghWd4hTcnc16cd+dj3rri5DNH8EfO5w+KcJCz</latexit><latexit sha1_base64="qjyAwsZMG6fF9zlGe5l5UkadtQU=">AAAB83icbZBNS8NAEIYnftb6VfXoZbEIglASEfRY1IPHCvYDmlA220m7dLMJuxtpKf0bXjwo4tU/481/47bNQVtfWHh4Z4aZfcNUcG1c99tZWV1b39gsbBW3d3b39ksHhw2dZIphnSUiUa2QahRcYt1wI7CVKqRxKLAZDm6n9eYTKs0T+WhGKQYx7UkecUaNtfwhOSf+HQpDybBTKrsVdyayDF4OZchV65S+/G7CshilYYJq3fbc1ARjqgxnAidFP9OYUjagPWxblDRGHYxnN0/IqXW6JEqUfdKQmft7YkxjrUdxaDtjavp6sTY1/6u1MxNdB2Mu08ygZPNFUSaIS cg0ANLlCpkRIwuUKW5vJaxPFWXGxlS0IXiLX16GxkXFs/xwWa7e5HEU4BhO4Aw8uIIq3EMN6sAghWd4hTcnc16cd+dj3rri5DNH8EfO5w+KcJCz</latexit>

N(x , t): Anzahl Teilchen bei x zum
Zeitpunkt t

Zu einem gewählten Zeitpunkt t
bewegt sich die Hälfte der Teilchen um
∆x nach rechts bzw. links

→ Es gibt keine bevorzugte Gesamtrichtung

Die Anzahl Teilchen, welche sich insgesamt nach rechts bewegen ist dann

1
2

N(x , t)− 1
2

N(x + ∆x , t) = −1
2

[N(x + ∆x , t)− N(x , t)]
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

Stromdichte j : Anzahl Teilchen, welche sich während ∆t durch Fläche A
bewegen

j = −1
2

[
N(x + ∆x , t)

A ∆t
− N(x , t)

A ∆t

]

x
<latexit sha1_base64="IArQpDG4Gw7Ax+5Wri9CZWKD4Bo=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1YQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8e2s3n5EpXks780kQT+iQ8lDzqixVuOpX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJr/2MyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3Liu1mzyOIpzAKZyDB1dQgzuoQxMYIDzDK7w5D86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4A5juM/A==</latexit><latexit sha1_base64="IArQpDG4Gw7Ax+5Wri9CZWKD4Bo=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1YQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8e2s3n5EpXks780kQT+iQ8lDzqixVuOpX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJr/2MyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3Liu1mzyOIpzAKZyDB1dQgzuoQxMYIDzDK7w5D86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4A5juM/A==</latexit><latexit sha1_base64="IArQpDG4Gw7Ax+5Wri9CZWKD4Bo=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1YQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8e2s3n5EpXks780kQT+iQ8lDzqixVuOpX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJr/2MyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3Liu1mzyOIpzAKZyDB1dQgzuoQxMYIDzDK7w5D86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4A5juM/A==</latexit><latexit sha1_base64="IArQpDG4Gw7Ax+5Wri9CZWKD4Bo=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1YQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8e2s3n5EpXks780kQT+iQ8lDzqixVuOpX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJr/2MyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3Liu1mzyOIpzAKZyDB1dQgzuoQxMYIDzDK7w5D86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4A5juM/A==</latexit>

N(x+�x, t)
<latexit sha1_base64="g6FToXbzfppm7LutKICc84B8PlA=">AAAB+3icbZDLSsNAFIYn9VbrLdalm8EiVJSSiKDLoi5cSQV7gTaUyXTSDp1MwsyJtIS+ihsXirj1Rdz5Nk7bLLT1h4GP/5zDOfP7seAaHOfbyq2srq1v5DcLW9s7u3v2frGho0RRVqeRiFTLJ5oJLlkdOAjWihUjoS9Y0x/eTOvNJ6Y0j+QjjGPmhaQvecApAWN17eJ9eYRPceeWCSB4dIbhpGuXnIozE14GN4MSylTr2l+dXkSTkEmggmjddp0YvJQo4FSwSaGTaBYTOiR91jYoSci0l85un+Bj4/RwECnzJOCZ+3siJaHW49A3nSGBgV6sTc3/au0Egisv5TJOgEk6XxQkAkOEp0HgHleMghgbIFRxcyumA6IIBRNXwYTgLn55GRrnFdfww0Wpep3FkUeH6AiVkYsuURXdoRqqI4pG6Bm9ojdrYr1Y79bHvDVnZTMH6I+szx8MnpJ/</latexit><latexit sha1_base64="g6FToXbzfppm7LutKICc84B8PlA=">AAAB+3icbZDLSsNAFIYn9VbrLdalm8EiVJSSiKDLoi5cSQV7gTaUyXTSDp1MwsyJtIS+ihsXirj1Rdz5Nk7bLLT1h4GP/5zDOfP7seAaHOfbyq2srq1v5DcLW9s7u3v2frGho0RRVqeRiFTLJ5oJLlkdOAjWihUjoS9Y0x/eTOvNJ6Y0j+QjjGPmhaQvecApAWN17eJ9eYRPceeWCSB4dIbhpGuXnIozE14GN4MSylTr2l+dXkSTkEmggmjddp0YvJQo4FSwSaGTaBYTOiR91jYoSci0l85un+Bj4/RwECnzJOCZ+3siJaHW49A3nSGBgV6sTc3/au0Egisv5TJOgEk6XxQkAkOEp0HgHleMghgbIFRxcyumA6IIBRNXwYTgLn55GRrnFdfww0Wpep3FkUeH6AiVkYsuURXdoRqqI4pG6Bm9ojdrYr1Y79bHvDVnZTMH6I+szx8MnpJ/</latexit><latexit sha1_base64="g6FToXbzfppm7LutKICc84B8PlA=">AAAB+3icbZDLSsNAFIYn9VbrLdalm8EiVJSSiKDLoi5cSQV7gTaUyXTSDp1MwsyJtIS+ihsXirj1Rdz5Nk7bLLT1h4GP/5zDOfP7seAaHOfbyq2srq1v5DcLW9s7u3v2frGho0RRVqeRiFTLJ5oJLlkdOAjWihUjoS9Y0x/eTOvNJ6Y0j+QjjGPmhaQvecApAWN17eJ9eYRPceeWCSB4dIbhpGuXnIozE14GN4MSylTr2l+dXkSTkEmggmjddp0YvJQo4FSwSaGTaBYTOiR91jYoSci0l85un+Bj4/RwECnzJOCZ+3siJaHW49A3nSGBgV6sTc3/au0Egisv5TJOgEk6XxQkAkOEp0HgHleMghgbIFRxcyumA6IIBRNXwYTgLn55GRrnFdfww0Wpep3FkUeH6AiVkYsuURXdoRqqI4pG6Bm9ojdrYr1Y79bHvDVnZTMH6I+szx8MnpJ/</latexit><latexit sha1_base64="g6FToXbzfppm7LutKICc84B8PlA=">AAAB+3icbZDLSsNAFIYn9VbrLdalm8EiVJSSiKDLoi5cSQV7gTaUyXTSDp1MwsyJtIS+ihsXirj1Rdz5Nk7bLLT1h4GP/5zDOfP7seAaHOfbyq2srq1v5DcLW9s7u3v2frGho0RRVqeRiFTLJ5oJLlkdOAjWihUjoS9Y0x/eTOvNJ6Y0j+QjjGPmhaQvecApAWN17eJ9eYRPceeWCSB4dIbhpGuXnIozE14GN4MSylTr2l+dXkSTkEmggmjddp0YvJQo4FSwSaGTaBYTOiR91jYoSci0l85un+Bj4/RwECnzJOCZ+3siJaHW49A3nSGBgV6sTc3/au0Egisv5TJOgEk6XxQkAkOEp0HgHleMghgbIFRxcyumA6IIBRNXwYTgLn55GRrnFdfww0Wpep3FkUeH6AiVkYsuURXdoRqqI4pG6Bm9ojdrYr1Y79bHvDVnZTMH6I+szx8MnpJ/</latexit>

N(x, t)
<latexit sha1_base64="WCZa7a6MqpO9Bgt7jRHgCErrdXw=">AAAB7nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJFqCBlVwQ9Fr14kgr2A9qlZNO0Dc1ml2RWLEt/hBcPinj193jz35i2e9DWFwIP78yQmTeIpTDout9ObmV1bX0jv1nY2t7Z3SvuHzRMlGjG6yySkW4F1HApFK+jQMlbseY0DCRvBqObab35yLURkXrAccz9kA6U6AtG0VrNu/LTGcHTbrHkVtyZyDJ4GZQgU61b/Or0IpaEXCGT1Ji258bop1SjYJJPCp3E8JiyER3wtkVFQ278dLbuhJxYp0f6kbZPIZm5vydSGhozDgPbGVIcmsXa1Pyv1k6wf+WnQsUJcsXmH/UTSTAi09tJT2jOUI4tUKaF3ZWwIdWUoU2oYEPwFk9ehsZ5xbN8f1GqXmdx5OEIjqEMHlxCFW6hBnVgMIJneIU3J3ZenHfnY96ac7KZQ/gj5/MH3Y6Olw==</latexit><latexit sha1_base64="WCZa7a6MqpO9Bgt7jRHgCErrdXw=">AAAB7nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJFqCBlVwQ9Fr14kgr2A9qlZNO0Dc1ml2RWLEt/hBcPinj193jz35i2e9DWFwIP78yQmTeIpTDout9ObmV1bX0jv1nY2t7Z3SvuHzRMlGjG6yySkW4F1HApFK+jQMlbseY0DCRvBqObab35yLURkXrAccz9kA6U6AtG0VrNu/LTGcHTbrHkVtyZyDJ4GZQgU61b/Or0IpaEXCGT1Ji258bop1SjYJJPCp3E8JiyER3wtkVFQ278dLbuhJxYp0f6kbZPIZm5vydSGhozDgPbGVIcmsXa1Pyv1k6wf+WnQsUJcsXmH/UTSTAi09tJT2jOUI4tUKaF3ZWwIdWUoU2oYEPwFk9ehsZ5xbN8f1GqXmdx5OEIjqEMHlxCFW6hBnVgMIJneIU3J3ZenHfnY96ac7KZQ/gj5/MH3Y6Olw==</latexit><latexit sha1_base64="WCZa7a6MqpO9Bgt7jRHgCErrdXw=">AAAB7nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJFqCBlVwQ9Fr14kgr2A9qlZNO0Dc1ml2RWLEt/hBcPinj193jz35i2e9DWFwIP78yQmTeIpTDout9ObmV1bX0jv1nY2t7Z3SvuHzRMlGjG6yySkW4F1HApFK+jQMlbseY0DCRvBqObab35yLURkXrAccz9kA6U6AtG0VrNu/LTGcHTbrHkVtyZyDJ4GZQgU61b/Or0IpaEXCGT1Ji258bop1SjYJJPCp3E8JiyER3wtkVFQ278dLbuhJxYp0f6kbZPIZm5vydSGhozDgPbGVIcmsXa1Pyv1k6wf+WnQsUJcsXmH/UTSTAi09tJT2jOUI4tUKaF3ZWwIdWUoU2oYEPwFk9ehsZ5xbN8f1GqXmdx5OEIjqEMHlxCFW6hBnVgMIJneIU3J3ZenHfnY96ac7KZQ/gj5/MH3Y6Olw==</latexit><latexit sha1_base64="WCZa7a6MqpO9Bgt7jRHgCErrdXw=">AAAB7nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJFqCBlVwQ9Fr14kgr2A9qlZNO0Dc1ml2RWLEt/hBcPinj193jz35i2e9DWFwIP78yQmTeIpTDout9ObmV1bX0jv1nY2t7Z3SvuHzRMlGjG6yySkW4F1HApFK+jQMlbseY0DCRvBqObab35yLURkXrAccz9kA6U6AtG0VrNu/LTGcHTbrHkVtyZyDJ4GZQgU61b/Or0IpaEXCGT1Ji258bop1SjYJJPCp3E8JiyER3wtkVFQ278dLbuhJxYp0f6kbZPIZm5vydSGhozDgPbGVIcmsXa1Pyv1k6wf+WnQsUJcsXmH/UTSTAi09tJT2jOUI4tUKaF3ZWwIdWUoU2oYEPwFk9ehsZ5xbN8f1GqXmdx5OEIjqEMHlxCFW6hBnVgMIJneIU3J3ZenHfnY96ac7KZQ/gj5/MH3Y6Olw==</latexit>

x+�x
<latexit sha1_base64="qjyAwsZMG6fF9zlGe5l5UkadtQU=">AAAB83icbZBNS8NAEIYnftb6VfXoZbEIglASEfRY1IPHCvYDmlA220m7dLMJuxtpKf0bXjwo4tU/481/47bNQVtfWHh4Z4aZfcNUcG1c99tZWV1b39gsbBW3d3b39ksHhw2dZIphnSUiUa2QahRcYt1wI7CVKqRxKLAZDm6n9eYTKs0T+WhGKQYx7UkecUaNtfwhOSf+HQpDybBTKrsVdyayDF4OZchV65S+/G7CshilYYJq3fbc1ARjqgxnAidFP9OYUjagPWxblDRGHYxnN0/IqXW6JEqUfdKQmft7YkxjrUdxaDtjavp6sTY1/6u1MxNdB2Mu08ygZPNFUSaIScg0ANLlCpkRIwuUKW5vJaxPFWXGxlS0IXiLX16GxkXFs/xwWa7e5HEU4BhO4Aw8uIIq3EMN6sAghWd4hTcnc16cd+dj3rri5DNH8EfO5w+KcJCz</latexit><latexit sha1_base64="qjyAwsZMG6fF9zlGe5l5UkadtQU=">AAAB83icbZBNS8NAEIYnftb6VfXoZbEIglASEfRY1IPHCvYDmlA220m7dLMJuxtpKf0bXjwo4tU/481/47bNQVtfWHh4Z4aZfcNUcG1c99tZWV1b39gsbBW3d3b39ksHhw2dZIphnSUiUa2QahRcYt1wI7CVKqRxKLAZDm6n9eYTKs0T+WhGKQYx7UkecUaNtfwhOSf+HQpDybBTKrsVdyayDF4OZchV65S+/G7CshilYYJq3fbc1ARjqgxnAidFP9OYUjagPWxblDRGHYxnN0/IqXW6JEqUfdKQmft7YkxjrUdxaDtjavp6sTY1/6u1MxNdB2Mu08ygZPNFUSaIScg0ANLlCpkRIwuUKW5vJaxPFWXGxlS0IXiLX16GxkXFs/xwWa7e5HEU4BhO4Aw8uIIq3EMN6sAghWd4hTcnc16cd+dj3rri5DNH8EfO5w+KcJCz</latexit><latexit sha1_base64="qjyAwsZMG6fF9zlGe5l5UkadtQU=">AAAB83icbZBNS8NAEIYnftb6VfXoZbEIglASEfRY1IPHCvYDmlA220m7dLMJuxtpKf0bXjwo4tU/481/47bNQVtfWHh4Z4aZfcNUcG1c99tZWV1b39gsbBW3d3b39ksHhw2dZIphnSUiUa2QahRcYt1wI7CVKqRxKLAZDm6n9eYTKs0T+WhGKQYx7UkecUaNtfwhOSf+HQpDybBTKrsVdyayDF4OZchV65S+/G7CshilYYJq3fbc1ARjqgxnAidFP9OYUjagPWxblDRGHYxnN0/IqXW6JEqUfdKQmft7YkxjrUdxaDtjavp6sTY1/6u1MxNdB2Mu08ygZPNFUSaIScg0ANLlCpkRIwuUKW5vJaxPFWXGxlS0IXiLX16GxkXFs/xwWa7e5HEU4BhO4Aw8uIIq3EMN6sAghWd4hTcnc16cd+dj3rri5DNH8EfO5w+KcJCz</latexit><latexit sha1_base64="qjyAwsZMG6fF9zlGe5l5UkadtQU=">AAAB83icbZBNS8NAEIYnftb6VfXoZbEIglASEfRY1IPHCvYDmlA220m7dLMJuxtpKf0bXjwo4tU/481/47bNQVtfWHh4Z4aZfcNUcG1c99tZWV1b39gsbBW3d3b39ksHhw2dZIphnSUiUa2QahRcYt1wI7CVKqRxKLAZDm6n9eYTKs0T+WhGKQYx7UkecUaNtfwhOSf+HQpDybBTKrsVdyayDF4OZchV65S+/G7CshilYYJq3fbc1ARjqgxnAidFP9OYUjagPWxblDRGHYxnN0/IqXW6JEqUfdKQmft7YkxjrUdxaDtjavp6sTY1/6u1MxNdB2Mu08ygZPNFUSaIScg0ANLlCpkRIwuUKW5vJaxPFWXGxlS0IXiLX16GxkXFs/xwWa7e5HEU4BhO4Aw8uIIq3EMN6sAghWd4hTcnc16cd+dj3rri5DNH8EfO5w+KcJCz</latexit>

A
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A ist normal zur Bewegungsrichtung x
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

Wir können Zähler und Nenner mit (∆x)2 multiplizieren, ∆t nach vorne ziehen:

j = −(∆x)2

2∆t

[
N(x + ∆x , t)

A (∆x)2 − N(x , t)

A (∆x)2

]

Die Konzentration ist definiert als Anzahl Teilchen pro Volumen:

ρ(x , t) =
N(x , t)
A ∆x

=
N(x , t)

∆V
.

Weiter führen wir den Diffusionskoeffizienten ein: D = (∆x)2 /(2∆t).Es folgt

j = −D
[
ρ(x + ∆x , t)

∆x
− ρ(x , t)

∆x

]
⇒ j = −D

∂ρ

∂x

Wobei wir für den letzten Schritt ∆x → 0 angenommen haben.
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

Verallgemeinerung in drei Dimensionen ergibt:~j = −D∇ρ = −D grad ρ

4.5.2 Das zweite Ficksche Gesetz

Setzen wir unseren gefunden Ausdruck für die Stromdichte nun in die
Kontinuitätsgleichung ein, erhalten wir

∂tρ+ div~j = 0⇒ ∂tρ− div (D grad ρ) = ∂tρ−∇ · (D∇ρ) = 0

Wenn wir annehmen, dass D konstant ist, erhalten wir

∂tρ = D∇2ρ = D ∆ρ

mit ∆ = ∇2 dem Laplace-Operator → ∆ρ = ∂2
xρ+ ∂2

yρ+ ∂2
zρ
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4. TRANSPORTVORGÄNGE
Der Zusammenhang zwischen zeitlicher und räumlicher Ableitung ist das
zweite Ficksche Gesetz oder die Diffusionsgleichung:

∆ρ− 1
D
∂tρ = 0

Beispiel: Ausbreitung eines gauß-verteilten
Gases (σx = σy = σ0, µx = µy = 0)

Anfangsverteilung bei t = 0, r =
√

x2 + y2:

ρ(r , t = 0) =
ρ0

2π σ2
0

e−r2/(2σ2
0)

∫∞
0 ρ(r , t = 0) dV = ρ0 x
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

Wie schaut diese Verteilung nach einer Zeit t aus?

minus infinity. So the constant A essentially tells us how many non-interacting particles we have in the system (we 
are considering just one representative particle).  We impose this condition by making the total probability sum to 
one: 

1),,( =∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

dxdytyxP  

 
In this case, solving the above equation for A, tells us that A=1.  Finally notice that x2+y2 in the exponent is exactly 
r2 in polar coordinates, which tells us this diffusion process is isotropic (independent of direction) on the x-y plane 
(i.e. only the radial distance from the origin matters).  Finally we have a solution to the 2D isotropic diffusion 
equation: 
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This is called a normalized Gaussian function.  The first plot below shows diffusion at early times; notice how high 
the peak is, meaning the particles are localized around the area where they were first introduced.  The remaining 
plots demonstrate how the particles spread out from their original entry point with time: 
 

 
 
Now that we have some understanding of the diffusion equation and its mathematical results, we will focus our 
attention on the meaning of the diffusion coefficient and how it is connected to other features of the system.  From 
unit analysis of the diffusion equation, you can deduce that D has units of length squared over time, and it is indeed 
related to rate of increase of the mean squared distance of the particles with time, or in other words, it is related to 
how fast the function spreads out. 
 
In your experiment, you will track the movements of fluorescent beads of different sizes, and by measuring how 
they exhibit Brownian motion, you will calculate the diffusion coefficient and viscosity of the medium.  Let’s see if 
we can physically reason out the form of the diffusion coefficient.  It makes sense that if the particles are moving 
faster in their random motion, they diffuse quicker.  Of course temperature is a measure of the average kinetic 
energy, thus the diffusion coefficient should increase with temperature.  If the medium is very viscous, we would 
expect it to be difficult for the particles to move, and hence the diffusion coefficient would decrease.  Finally, it is 
intuitively obvious that smaller particles should diffuse faster than bigger ones.  For a thermal unit of energy (kBT), 
the corresponding velocity is lower for a larger particle (as confirmed by solving for v).  So to within a 
constant, we have determined the diffusion coefficient is: 

22 mvTkB =

 

R
TkD B

⋅
∝
η

 

Zeit
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

Wie schaut diese Verteilung nach einer Zeit t aus?

Lösungsskizze: Transformiere 2D Diffusionsgleichung in den Fourierraum
(x , y → kx , ky )

ρ̂(kx , ky , t) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−2πi(kx x+ky y)ρ(x , y , t) dx dy

mit ρ̂ der Dichte im Fourierraum. Wir finden:

∆ρ− 1
D
∂tρ = 0⇒ (2π)2 ρ̂

(
k2

x + k2
y

)
+

1
D
∂t ρ̂ = 0

wobei ∂2
j ρ = (2πi kj )

2 ρ̂ und wir i2 = −1 benutzt haben

Die Lösung der Differentialgleichung ist dann schlicht ρ̂ = A e−D(2π)2(k2
x +k2

y )t
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

Wir transformieren unsere Lösung ρ̂ = A e−D(2π)2(k2
x +k2

y )t zurück in den
Normalraum:

ρ(x , y , t) = A
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e2πi(kx x+ky y)e−D(2π)2(k2

x +k2
y )t dkxdky

= A
(∫ ∞

−∞
e2πikx x−Dt(2πkx )2

dkx

)(∫ ∞

−∞
e2πiky y−Dt(2πky )2

dky

)

Nach Auswertung der beiden Integrale erhalten wir als Lösung:

ρ(x , y , t) =
A

4πD t
e−(x2+y2)/(4Dt)

und können noch die Ersetzung x2 + y2 = r2 vornehmen und für die
Normierung erhalten wir A = ρ0.
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

Einschub:

Lösung der Rücktransformationsintegrale 2πkx = k → dkx = 1
2π dk

1
2π

∫ ∞
−∞

eikx−Dtk2
dk =

1
2π

∫ ∞
−∞

eikx−Dtk2− x2
4Dt + x2

4Dt dk

=
1

2π
e
−x2

4Dt

∫ ∞
−∞

eikx−Dtk2+ x2
4Dt dk

=
1

2π
e
−x2

4Dt

∫ ∞
−∞

e
−
(

k
√

Dt− ix
2
√

Dt

)2

dk

Wir substituieren k
√

Dt − ix
2
√

Dt
= u und dk = 1√

Dt
du und erhalten

1

2π
√

Dt
e
−x2

4Dt

∫ ∞
−∞

e−u2
du =

1

2π
√

Dt
e
−x2

4Dt ×
√
π =

1

2
√
π
√

Dt
e
−x2

4Dt
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

Der Vergleich mit unseren Anfangsbedingungen (t = 0) ergibt dann

ρ(r , t) =
ρ0

2π σ2(t)
e−r2/(2σ(t)2)

mit σ(t)2 = σ2
0 + 2Dt .

r
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⇢(r, t)

2⇡�2
0

<latexit sha1_base64="2luIZT3ZScfy+DEAiXc+vZDOzD4=">AAACC3icbZDLSsNAFIYnXmu9RV26GVqEClKSIuiy6MZlBXuBJobJdNIOncyEmYlQQvZufBU3LhRx6wu4822ctllo6w8DH/85hzPnDxNGlXacb2tldW19Y7O0Vd7e2d3btw8OO0qkEpM2FkzIXogUYZSTtqaakV4iCYpDRrrh+Hpa7z4Qqajgd3qSED9GQ04jipE2VmBXvEginHlyJGryTJ/mWQN6CYWeosMYBc59Iw/sqlN3ZoLL4BZQBYVagf3lDQROY8I1Zkipvusk2s+Q1BQzkpe9VJEE4TEakr5BjmKi/Gx2Sw5PjDOAkZDmcQ1n7u+JDMVKTeLQdMZIj9RibWr+V+unOrr0M8qTVBOO54uilEEt4DQYOKCSYM0mBhCW1PwV4hEy4WgTX9mE4C6evAydRt01fHtebV4VcZTAMaiAGnDBBWiCG9ACbYDBI3gGr+DNerJerHfrY966YhUzR+CPrM8fo92aIg==</latexit><latexit sha1_base64="2luIZT3ZScfy+DEAiXc+vZDOzD4=">AAACC3icbZDLSsNAFIYnXmu9RV26GVqEClKSIuiy6MZlBXuBJobJdNIOncyEmYlQQvZufBU3LhRx6wu4822ctllo6w8DH/85hzPnDxNGlXacb2tldW19Y7O0Vd7e2d3btw8OO0qkEpM2FkzIXogUYZSTtqaakV4iCYpDRrrh+Hpa7z4Qqajgd3qSED9GQ04jipE2VmBXvEginHlyJGryTJ/mWQN6CYWeosMYBc59Iw/sqlN3ZoLL4BZQBYVagf3lDQROY8I1Zkipvusk2s+Q1BQzkpe9VJEE4TEakr5BjmKi/Gx2Sw5PjDOAkZDmcQ1n7u+JDMVKTeLQdMZIj9RibWr+V+unOrr0M8qTVBOO54uilEEt4DQYOKCSYM0mBhCW1PwV4hEy4WgTX9mE4C6evAydRt01fHtebV4VcZTAMaiAGnDBBWiCG9ACbYDBI3gGr+DNerJerHfrY966YhUzR+CPrM8fo92aIg==</latexit><latexit sha1_base64="2luIZT3ZScfy+DEAiXc+vZDOzD4=">AAACC3icbZDLSsNAFIYnXmu9RV26GVqEClKSIuiy6MZlBXuBJobJdNIOncyEmYlQQvZufBU3LhRx6wu4822ctllo6w8DH/85hzPnDxNGlXacb2tldW19Y7O0Vd7e2d3btw8OO0qkEpM2FkzIXogUYZSTtqaakV4iCYpDRrrh+Hpa7z4Qqajgd3qSED9GQ04jipE2VmBXvEginHlyJGryTJ/mWQN6CYWeosMYBc59Iw/sqlN3ZoLL4BZQBYVagf3lDQROY8I1Zkipvusk2s+Q1BQzkpe9VJEE4TEakr5BjmKi/Gx2Sw5PjDOAkZDmcQ1n7u+JDMVKTeLQdMZIj9RibWr+V+unOrr0M8qTVBOO54uilEEt4DQYOKCSYM0mBhCW1PwV4hEy4WgTX9mE4C6evAydRt01fHtebV4VcZTAMaiAGnDBBWiCG9ACbYDBI3gGr+DNerJerHfrY966YhUzR+CPrM8fo92aIg==</latexit><latexit sha1_base64="2luIZT3ZScfy+DEAiXc+vZDOzD4=">AAACC3icbZDLSsNAFIYnXmu9RV26GVqEClKSIuiy6MZlBXuBJobJdNIOncyEmYlQQvZufBU3LhRx6wu4822ctllo6w8DH/85hzPnDxNGlXacb2tldW19Y7O0Vd7e2d3btw8OO0qkEpM2FkzIXogUYZSTtqaakV4iCYpDRrrh+Hpa7z4Qqajgd3qSED9GQ04jipE2VmBXvEginHlyJGryTJ/mWQN6CYWeosMYBc59Iw/sqlN3ZoLL4BZQBYVagf3lDQROY8I1Zkipvusk2s+Q1BQzkpe9VJEE4TEakr5BjmKi/Gx2Sw5PjDOAkZDmcQ1n7u+JDMVKTeLQdMZIj9RibWr+V+unOrr0M8qTVBOO54uilEEt4DQYOKCSYM0mBhCW1PwV4hEy4WgTX9mE4C6evAydRt01fHtebV4VcZTAMaiAGnDBBWiCG9ACbYDBI3gGr+DNerJerHfrY966YhUzR+CPrM8fo92aIg==</latexit>
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<latexit sha1_base64="fDlLPTDEdY6AauCX3nkUkZ5ZsBg=">AAAB73icbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qXMptk2NMmuSVYopX/CiwdFvPp3vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNU2SacoaNBGJbkdomOCKNSy3grVTzVBGgrWi0e2s3npi2vBEPdhxykKJA8VjTtE6q901fCCx5/fKFb/qz0VWIcihArnqvfJXt5/QTDJlqUBjOoGf2nCC2nIq2LTUzQxLkY5wwDoOFUpmwsl83yk5c06fxIl2T1kyd39PTFAaM5aR65Roh2a5NjP/q3UyG1+HE67SzDJFFx/FmSA2IbPjSZ9rRq0YO0CquduV0CFqpNZFVHIhBMsnr0Lzoho4vr+s1G7yOIpwAqdwDgFcQQ3uoA4NoCDgGV7hzXv0Xrx372PRWvDymWP4I+/zB8RDj8Y=</latexit><latexit sha1_base64="fDlLPTDEdY6AauCX3nkUkZ5ZsBg=">AAAB73icbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qXMptk2NMmuSVYopX/CiwdFvPp3vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNU2SacoaNBGJbkdomOCKNSy3grVTzVBGgrWi0e2s3npi2vBEPdhxykKJA8VjTtE6q901fCCx5/fKFb/qz0VWIcihArnqvfJXt5/QTDJlqUBjOoGf2nCC2nIq2LTUzQxLkY5wwDoOFUpmwsl83yk5c06fxIl2T1kyd39PTFAaM5aR65Roh2a5NjP/q3UyG1+HE67SzDJFFx/FmSA2IbPjSZ9rRq0YO0CquduV0CFqpNZFVHIhBMsnr0Lzoho4vr+s1G7yOIpwAqdwDgFcQQ3uoA4NoCDgGV7hzXv0Xrx372PRWvDymWP4I+/zB8RDj8Y=</latexit><latexit sha1_base64="fDlLPTDEdY6AauCX3nkUkZ5ZsBg=">AAAB73icbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qXMptk2NMmuSVYopX/CiwdFvPp3vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNU2SacoaNBGJbkdomOCKNSy3grVTzVBGgrWi0e2s3npi2vBEPdhxykKJA8VjTtE6q901fCCx5/fKFb/qz0VWIcihArnqvfJXt5/QTDJlqUBjOoGf2nCC2nIq2LTUzQxLkY5wwDoOFUpmwsl83yk5c06fxIl2T1kyd39PTFAaM5aR65Roh2a5NjP/q3UyG1+HE67SzDJFFx/FmSA2IbPjSZ9rRq0YO0CquduV0CFqpNZFVHIhBMsnr0Lzoho4vr+s1G7yOIpwAqdwDgFcQQ3uoA4NoCDgGV7hzXv0Xrx372PRWvDymWP4I+/zB8RDj8Y=</latexit><latexit sha1_base64="fDlLPTDEdY6AauCX3nkUkZ5ZsBg=">AAAB73icbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qXMptk2NMmuSVYopX/CiwdFvPp3vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNU2SacoaNBGJbkdomOCKNSy3grVTzVBGgrWi0e2s3npi2vBEPdhxykKJA8VjTtE6q901fCCx5/fKFb/qz0VWIcihArnqvfJXt5/QTDJlqUBjOoGf2nCC2nIq2LTUzQxLkY5wwDoOFUpmwsl83yk5c06fxIl2T1kyd39PTFAaM5aR65Roh2a5NjP/q3UyG1+HE67SzDJFFx/FmSA2IbPjSZ9rRq0YO0CquduV0CFqpNZFVHIhBMsnr0Lzoho4vr+s1G7yOIpwAqdwDgFcQQ3uoA4NoCDgGV7hzXv0Xrx372PRWvDymWP4I+/zB8RDj8Y=</latexit>

p
2�0

<latexit sha1_base64="3NrtpZ/meUeWQDlXbjZSN2i5NHQ=">AAAB+nicbZDLSsNAFIYn9VbrLdWlm8EiuCpJEXRZdOOygr1AE8JkOmmHziRx5kQpsY/ixoUibn0Sd76N0zYLbf1h4OM/53DO/GEquAbH+bZKa+sbm1vl7crO7t7+gV097OgkU5S1aSIS1QuJZoLHrA0cBOulihEZCtYNx9ezeveBKc2T+A4mKfMlGcY84pSAsQK76ul7BXljij3Nh5IETmDXnLozF14Ft4AaKtQK7C9vkNBMshioIFr3XScFPycKOBVsWvEyzVJCx2TI+gZjIpn28/npU3xqnAGOEmVeDHju/p7IidR6IkPTKQmM9HJtZv5X62cQXfo5j9MMWEwXi6JMYEjwLAc84IpREBMDhCpubsV0RBShYNKqmBDc5S+vQqdRdw3fnteaV0UcZXSMTtAZctEFaqIb1EJtRNEjekav6M16sl6sd+tj0Vqyipkj9EfW5w/psJPB</latexit><latexit sha1_base64="3NrtpZ/meUeWQDlXbjZSN2i5NHQ=">AAAB+nicbZDLSsNAFIYn9VbrLdWlm8EiuCpJEXRZdOOygr1AE8JkOmmHziRx5kQpsY/ixoUibn0Sd76N0zYLbf1h4OM/53DO/GEquAbH+bZKa+sbm1vl7crO7t7+gV097OgkU5S1aSIS1QuJZoLHrA0cBOulihEZCtYNx9ezeveBKc2T+A4mKfMlGcY84pSAsQK76ul7BXljij3Nh5IETmDXnLozF14Ft4AaKtQK7C9vkNBMshioIFr3XScFPycKOBVsWvEyzVJCx2TI+gZjIpn28/npU3xqnAGOEmVeDHju/p7IidR6IkPTKQmM9HJtZv5X62cQXfo5j9MMWEwXi6JMYEjwLAc84IpREBMDhCpubsV0RBShYNKqmBDc5S+vQqdRdw3fnteaV0UcZXSMTtAZctEFaqIb1EJtRNEjekav6M16sl6sd+tj0Vqyipkj9EfW5w/psJPB</latexit><latexit sha1_base64="3NrtpZ/meUeWQDlXbjZSN2i5NHQ=">AAAB+nicbZDLSsNAFIYn9VbrLdWlm8EiuCpJEXRZdOOygr1AE8JkOmmHziRx5kQpsY/ixoUibn0Sd76N0zYLbf1h4OM/53DO/GEquAbH+bZKa+sbm1vl7crO7t7+gV097OgkU5S1aSIS1QuJZoLHrA0cBOulihEZCtYNx9ezeveBKc2T+A4mKfMlGcY84pSAsQK76ul7BXljij3Nh5IETmDXnLozF14Ft4AaKtQK7C9vkNBMshioIFr3XScFPycKOBVsWvEyzVJCx2TI+gZjIpn28/npU3xqnAGOEmVeDHju/p7IidR6IkPTKQmM9HJtZv5X62cQXfo5j9MMWEwXi6JMYEjwLAc84IpREBMDhCpubsV0RBShYNKqmBDc5S+vQqdRdw3fnteaV0UcZXSMTtAZctEFaqIb1EJtRNEjekav6M16sl6sd+tj0Vqyipkj9EfW5w/psJPB</latexit><latexit sha1_base64="3NrtpZ/meUeWQDlXbjZSN2i5NHQ=">AAAB+nicbZDLSsNAFIYn9VbrLdWlm8EiuCpJEXRZdOOygr1AE8JkOmmHziRx5kQpsY/ixoUibn0Sd76N0zYLbf1h4OM/53DO/GEquAbH+bZKa+sbm1vl7crO7t7+gV097OgkU5S1aSIS1QuJZoLHrA0cBOulihEZCtYNx9ezeveBKc2T+A4mKfMlGcY84pSAsQK76ul7BXljij3Nh5IETmDXnLozF14Ft4AaKtQK7C9vkNBMshioIFr3XScFPycKOBVsWvEyzVJCx2TI+gZjIpn28/npU3xqnAGOEmVeDHju/p7IidR6IkPTKQmM9HJtZv5X62cQXfo5j9MMWEwXi6JMYEjwLAc84IpREBMDhCpubsV0RBShYNKqmBDc5S+vQqdRdw3fnteaV0UcZXSMTtAZctEFaqIb1EJtRNEjekav6M16sl6sd+tj0Vqyipkj9EfW5w/psJPB</latexit>

t = 0
<latexit sha1_base64="3JWGkkHOr0eBvGFAZRA8o5g2lic=">AAAB7HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfQiFL14rGDaQhvKZrtpl242YXcilNDf4MWDIl79Qd78N27bHLT1hYWHd2bYmTdMpTDout9OaW19Y3OrvF3Z2d3bP6geHrVMkmnGfZbIRHdCargUivsoUPJOqjmNQ8nb4fhuVm8/cW1Eoh5xkvIgpkMlIsEoWstHckPcfrXm1t25yCp4BdSgULNf/eoNEpbFXCGT1Jiu56YY5FSjYJJPK73M8JSyMR3yrkVFY26CfL7slJxZZ0CiRNunkMzd3xM5jY2ZxKHtjCmOzHJtZv5X62YYXQe5UGmGXLHFR1EmCSZkdjkZCM0ZyokFyrSwuxI2opoytPlUbAje8smr0Lqoe5YfLmuN2yKOMpzAKZyDB1fQgHtogg8MBDzDK7w5ynlx3p2PRWvJKWaO4Y+czx98443N</latexit><latexit sha1_base64="3JWGkkHOr0eBvGFAZRA8o5g2lic=">AAAB7HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfQiFL14rGDaQhvKZrtpl242YXcilNDf4MWDIl79Qd78N27bHLT1hYWHd2bYmTdMpTDout9OaW19Y3OrvF3Z2d3bP6geHrVMkmnGfZbIRHdCargUivsoUPJOqjmNQ8nb4fhuVm8/cW1Eoh5xkvIgpkMlIsEoWstHckPcfrXm1t25yCp4BdSgULNf/eoNEpbFXCGT1Jiu56YY5FSjYJJPK73M8JSyMR3yrkVFY26CfL7slJxZZ0CiRNunkMzd3xM5jY2ZxKHtjCmOzHJtZv5X62YYXQe5UGmGXLHFR1EmCSZkdjkZCM0ZyokFyrSwuxI2opoytPlUbAje8smr0Lqoe5YfLmuN2yKOMpzAKZyDB1fQgHtogg8MBDzDK7w5ynlx3p2PRWvJKWaO4Y+czx98443N</latexit><latexit sha1_base64="3JWGkkHOr0eBvGFAZRA8o5g2lic=">AAAB7HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfQiFL14rGDaQhvKZrtpl242YXcilNDf4MWDIl79Qd78N27bHLT1hYWHd2bYmTdMpTDout9OaW19Y3OrvF3Z2d3bP6geHrVMkmnGfZbIRHdCargUivsoUPJOqjmNQ8nb4fhuVm8/cW1Eoh5xkvIgpkMlIsEoWstHckPcfrXm1t25yCp4BdSgULNf/eoNEpbFXCGT1Jiu56YY5FSjYJJPK73M8JSyMR3yrkVFY26CfL7slJxZZ0CiRNunkMzd3xM5jY2ZxKHtjCmOzHJtZv5X62YYXQe5UGmGXLHFR1EmCSZkdjkZCM0ZyokFyrSwuxI2opoytPlUbAje8smr0Lqoe5YfLmuN2yKOMpzAKZyDB1fQgHtogg8MBDzDK7w5ynlx3p2PRWvJKWaO4Y+czx98443N</latexit><latexit sha1_base64="3JWGkkHOr0eBvGFAZRA8o5g2lic=">AAAB7HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfQiFL14rGDaQhvKZrtpl242YXcilNDf4MWDIl79Qd78N27bHLT1hYWHd2bYmTdMpTDout9OaW19Y3OrvF3Z2d3bP6geHrVMkmnGfZbIRHdCargUivsoUPJOqjmNQ8nb4fhuVm8/cW1Eoh5xkvIgpkMlIsEoWstHckPcfrXm1t25yCp4BdSgULNf/eoNEpbFXCGT1Jiu56YY5FSjYJJPK73M8JSyMR3yrkVFY26CfL7slJxZZ0CiRNunkMzd3xM5jY2ZxKHtjCmOzHJtZv5X62YYXQe5UGmGXLHFR1EmCSZkdjkZCM0ZyokFyrSwuxI2opoytPlUbAje8smr0Lqoe5YfLmuN2yKOMpzAKZyDB1fQgHtogg8MBDzDK7w5ynlx3p2PRWvJKWaO4Y+czx98443N</latexit>

t =
�2

0

2D
<latexit sha1_base64="UquCZpfBngMAJcPzoYhMZOALhs4=">AAACA3icbZDLSsNAFIYn9VbrLepON4NFcFWSIuhGKOrCZQV7gSaGyXTSDp2ZhJmJUELAja/ixoUibn0Jd76N0zYLbf1h4OM/53Dm/GHCqNKO822VlpZXVtfK65WNza3tHXt3r63iVGLSwjGLZTdEijAqSEtTzUg3kQTxkJFOOLqa1DsPRCoaizs9TojP0UDQiGKkjRXYBxpeQC+SCGeeogOOAue+nmd1eJ0HdtWpOVPBRXALqIJCzcD+8voxTjkRGjOkVM91Eu1nSGqKGckrXqpIgvAIDUjPoECcKD+b3pDDY+P0YRRL84SGU/f3RIa4UmMemk6O9FDN1ybmf7VeqqNzP6MiSTUReLYoShnUMZwEAvtUEqzZ2ADCkpq/QjxEJhBtYquYENz5kxehXa+5hm9Pq43LIo4yOARH4AS44Aw0wA1oghbA4BE8g1fwZj1ZL9a79TFrLVnFzD74I+vzB1N1lqo=</latexit><latexit sha1_base64="UquCZpfBngMAJcPzoYhMZOALhs4=">AAACA3icbZDLSsNAFIYn9VbrLepON4NFcFWSIuhGKOrCZQV7gSaGyXTSDp2ZhJmJUELAja/ixoUibn0Jd76N0zYLbf1h4OM/53Dm/GHCqNKO822VlpZXVtfK65WNza3tHXt3r63iVGLSwjGLZTdEijAqSEtTzUg3kQTxkJFOOLqa1DsPRCoaizs9TojP0UDQiGKkjRXYBxpeQC+SCGeeogOOAue+nmd1eJ0HdtWpOVPBRXALqIJCzcD+8voxTjkRGjOkVM91Eu1nSGqKGckrXqpIgvAIDUjPoECcKD+b3pDDY+P0YRRL84SGU/f3RIa4UmMemk6O9FDN1ybmf7VeqqNzP6MiSTUReLYoShnUMZwEAvtUEqzZ2ADCkpq/QjxEJhBtYquYENz5kxehXa+5hm9Pq43LIo4yOARH4AS44Aw0wA1oghbA4BE8g1fwZj1ZL9a79TFrLVnFzD74I+vzB1N1lqo=</latexit><latexit sha1_base64="UquCZpfBngMAJcPzoYhMZOALhs4=">AAACA3icbZDLSsNAFIYn9VbrLepON4NFcFWSIuhGKOrCZQV7gSaGyXTSDp2ZhJmJUELAja/ixoUibn0Jd76N0zYLbf1h4OM/53Dm/GHCqNKO822VlpZXVtfK65WNza3tHXt3r63iVGLSwjGLZTdEijAqSEtTzUg3kQTxkJFOOLqa1DsPRCoaizs9TojP0UDQiGKkjRXYBxpeQC+SCGeeogOOAue+nmd1eJ0HdtWpOVPBRXALqIJCzcD+8voxTjkRGjOkVM91Eu1nSGqKGckrXqpIgvAIDUjPoECcKD+b3pDDY+P0YRRL84SGU/f3RIa4UmMemk6O9FDN1ybmf7VeqqNzP6MiSTUReLYoShnUMZwEAvtUEqzZ2ADCkpq/QjxEJhBtYquYENz5kxehXa+5hm9Pq43LIo4yOARH4AS44Aw0wA1oghbA4BE8g1fwZj1ZL9a79TFrLVnFzD74I+vzB1N1lqo=</latexit><latexit sha1_base64="UquCZpfBngMAJcPzoYhMZOALhs4=">AAACA3icbZDLSsNAFIYn9VbrLepON4NFcFWSIuhGKOrCZQV7gSaGyXTSDp2ZhJmJUELAja/ixoUibn0Jd76N0zYLbf1h4OM/53Dm/GHCqNKO822VlpZXVtfK65WNza3tHXt3r63iVGLSwjGLZTdEijAqSEtTzUg3kQTxkJFOOLqa1DsPRCoaizs9TojP0UDQiGKkjRXYBxpeQC+SCGeeogOOAue+nmd1eJ0HdtWpOVPBRXALqIJCzcD+8voxTjkRGjOkVM91Eu1nSGqKGckrXqpIgvAIDUjPoECcKD+b3pDDY+P0YRRL84SGU/f3RIa4UmMemk6O9FDN1ybmf7VeqqNzP6MiSTUReLYoShnUMZwEAvtUEqzZ2ADCkpq/QjxEJhBtYquYENz5kxehXa+5hm9Pq43LIo4yOARH4AS44Aw0wA1oghbA4BE8g1fwZj1ZL9a79TFrLVnFzD74I+vzB1N1lqo=</latexit>

Zeitpunkt bei dem σ2
0 → 2σ2

0 :

2σ2
0 = σ2

0 + 2Dt → σ2
0 = 2Dt

→ t = σ2
0/(2D)

Für große t gilt: σ(t) ∼
√

t
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4. TRANSPORTVORGÄNGE
Die Lösung für die ein-dimensionalen Diffusionsgleichung

∂2
x ρ(x , t)− 1

D
∂tρ(x , t) = 0 (4)

kann mit der gleichen Methode hergeleitet werden.

Wir finden

ρ(x , t) =
ρ0√
4πDt

e−x2/(4 D t)

bzw.

ρ(x , t) =
ρ0√

2πσ2(t)
e−x2/(2σ2(t))

mit σ2(t) = σ2
0 + 2Dt falls die Anfangsdichte schon eine Breite σ0 aufweist.
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

Beispiel: Brownsche Bewegung in der Atmosphäre

Betrachte Teilchen im Gravitationspotential der Erde mit Teilchenzahldichte
ρ(h) = ρ0 e−m g h/(kBT ) (vgl. letzte Vorlesung, Folie 37)

jG, vG
<latexit sha1_base64="bXkps9MhLRD2bl5hNAqxZtPdQ4I=">AAAB73icbZDLSgMxFIZPvNZ6q7p0EyyCCykzIuiy6KIuK9gLtMOQSTNtbCYzJplCGfoSblwo4tbXcefbmLaz0NYfAh//OYec8weJ4No4zjdaWV1b39gsbBW3d3b39ksHh00dp4qyBo1FrNoB0UxwyRqGG8HaiWIkCgRrBcPbab01YkrzWD6YccK8iPQlDzklxlrtR792jkd+zS+VnYozE14GN4cy5Kr7pa9uL6ZpxKShgmjdcZ3EeBlRhlPBJsVuqllC6JD0WceiJBHTXjbbd4JPrdPDYazskwbP3N8TGYm0HkeB7YyIGejF2tT8r9ZJTXjtZVwmqWGSzj8KU4FNjKfH4x5XjBoxtkCo4nZXTAdEEWpsREUbgrt48jI0Lyqu5fvLcvUmj6MAx3ACZ+DCFVThDurQAAoCnuEV3tATekHv6GPeuoLymSP4I/T5A/m7j0I=</latexit><latexit sha1_base64="bXkps9MhLRD2bl5hNAqxZtPdQ4I=">AAAB73icbZDLSgMxFIZPvNZ6q7p0EyyCCykzIuiy6KIuK9gLtMOQSTNtbCYzJplCGfoSblwo4tbXcefbmLaz0NYfAh//OYec8weJ4No4zjdaWV1b39gsbBW3d3b39ksHh00dp4qyBo1FrNoB0UxwyRqGG8HaiWIkCgRrBcPbab01YkrzWD6YccK8iPQlDzklxlrtR792jkd+zS+VnYozE14GN4cy5Kr7pa9uL6ZpxKShgmjdcZ3EeBlRhlPBJsVuqllC6JD0WceiJBHTXjbbd4JPrdPDYazskwbP3N8TGYm0HkeB7YyIGejF2tT8r9ZJTXjtZVwmqWGSzj8KU4FNjKfH4x5XjBoxtkCo4nZXTAdEEWpsREUbgrt48jI0Lyqu5fvLcvUmj6MAx3ACZ+DCFVThDurQAAoCnuEV3tATekHv6GPeuoLymSP4I/T5A/m7j0I=</latexit><latexit sha1_base64="bXkps9MhLRD2bl5hNAqxZtPdQ4I=">AAAB73icbZDLSgMxFIZPvNZ6q7p0EyyCCykzIuiy6KIuK9gLtMOQSTNtbCYzJplCGfoSblwo4tbXcefbmLaz0NYfAh//OYec8weJ4No4zjdaWV1b39gsbBW3d3b39ksHh00dp4qyBo1FrNoB0UxwyRqGG8HaiWIkCgRrBcPbab01YkrzWD6YccK8iPQlDzklxlrtR792jkd+zS+VnYozE14GN4cy5Kr7pa9uL6ZpxKShgmjdcZ3EeBlRhlPBJsVuqllC6JD0WceiJBHTXjbbd4JPrdPDYazskwbP3N8TGYm0HkeB7YyIGejF2tT8r9ZJTXjtZVwmqWGSzj8KU4FNjKfH4x5XjBoxtkCo4nZXTAdEEWpsREUbgrt48jI0Lyqu5fvLcvUmj6MAx3ACZ+DCFVThDurQAAoCnuEV3tATekHv6GPeuoLymSP4I/T5A/m7j0I=</latexit><latexit sha1_base64="bXkps9MhLRD2bl5hNAqxZtPdQ4I=">AAAB73icbZDLSgMxFIZPvNZ6q7p0EyyCCykzIuiy6KIuK9gLtMOQSTNtbCYzJplCGfoSblwo4tbXcefbmLaz0NYfAh//OYec8weJ4No4zjdaWV1b39gsbBW3d3b39ksHh00dp4qyBo1FrNoB0UxwyRqGG8HaiWIkCgRrBcPbab01YkrzWD6YccK8iPQlDzklxlrtR792jkd+zS+VnYozE14GN4cy5Kr7pa9uL6ZpxKShgmjdcZ3EeBlRhlPBJsVuqllC6JD0WceiJBHTXjbbd4JPrdPDYazskwbP3N8TGYm0HkeB7YyIGejF2tT8r9ZJTXjtZVwmqWGSzj8KU4FNjKfH4x5XjBoxtkCo4nZXTAdEEWpsREUbgrt48jI0Lyqu5fvLcvUmj6MAx3ACZ+DCFVThDurQAAoCnuEV3tATekHv6GPeuoLymSP4I/T5A/m7j0I=</latexit>

jD
<latexit sha1_base64="gkSoTpqtkhPluZm/uS6s6cBvccM=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY1IPHivYD2lA22027drMJuxOhhP4ELx4U8eov8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEihUHX/XYKK6tr6xvFzdLW9s7uXnn/oGniVDPeYLGMdTughkuheAMFSt5ONKdRIHkrGF1P660nro2I1QOOE+5HdKBEKBhFa90/9m565YpbdWciy+DlUIFc9V75q9uPWRpxhUxSYzqem6CfUY2CST4pdVPDE8pGdMA7FhWNuPGz2aoTcmKdPgljbZ9CMnN/T2Q0MmYcBbYzojg0i7Wp+V+tk2J46WdCJSlyxeYfhakkGJPp3aQvNGcoxxYo08LuStiQasrQplOyIXiLJy9D86zqWb47r9Su8jiKcATHcAoeXEANbqEODWAwgGd4hTdHOi/Ou/Mxby04+cwh/JHz+QMTKo2l</latexit><latexit sha1_base64="gkSoTpqtkhPluZm/uS6s6cBvccM=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY1IPHivYD2lA22027drMJuxOhhP4ELx4U8eov8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEihUHX/XYKK6tr6xvFzdLW9s7uXnn/oGniVDPeYLGMdTughkuheAMFSt5ONKdRIHkrGF1P660nro2I1QOOE+5HdKBEKBhFa90/9m565YpbdWciy+DlUIFc9V75q9uPWRpxhUxSYzqem6CfUY2CST4pdVPDE8pGdMA7FhWNuPGz2aoTcmKdPgljbZ9CMnN/T2Q0MmYcBbYzojg0i7Wp+V+tk2J46WdCJSlyxeYfhakkGJPp3aQvNGcoxxYo08LuStiQasrQplOyIXiLJy9D86zqWb47r9Su8jiKcATHcAoeXEANbqEODWAwgGd4hTdHOi/Ou/Mxby04+cwh/JHz+QMTKo2l</latexit><latexit sha1_base64="gkSoTpqtkhPluZm/uS6s6cBvccM=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY1IPHivYD2lA22027drMJuxOhhP4ELx4U8eov8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEihUHX/XYKK6tr6xvFzdLW9s7uXnn/oGniVDPeYLGMdTughkuheAMFSt5ONKdRIHkrGF1P660nro2I1QOOE+5HdKBEKBhFa90/9m565YpbdWciy+DlUIFc9V75q9uPWRpxhUxSYzqem6CfUY2CST4pdVPDE8pGdMA7FhWNuPGz2aoTcmKdPgljbZ9CMnN/T2Q0MmYcBbYzojg0i7Wp+V+tk2J46WdCJSlyxeYfhakkGJPp3aQvNGcoxxYo08LuStiQasrQplOyIXiLJy9D86zqWb47r9Su8jiKcATHcAoeXEANbqEODWAwgGd4hTdHOi/Ou/Mxby04+cwh/JHz+QMTKo2l</latexit><latexit sha1_base64="gkSoTpqtkhPluZm/uS6s6cBvccM=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY1IPHivYD2lA22027drMJuxOhhP4ELx4U8eov8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEihUHX/XYKK6tr6xvFzdLW9s7uXnn/oGniVDPeYLGMdTughkuheAMFSt5ONKdRIHkrGF1P660nro2I1QOOE+5HdKBEKBhFa90/9m565YpbdWciy+DlUIFc9V75q9uPWRpxhUxSYzqem6CfUY2CST4pdVPDE8pGdMA7FhWNuPGz2aoTcmKdPgljbZ9CMnN/T2Q0MmYcBbYzojg0i7Wp+V+tk2J46WdCJSlyxeYfhakkGJPp3aQvNGcoxxYo08LuStiQasrQplOyIXiLJy9D86zqWb47r9Su8jiKcATHcAoeXEANbqEODWAwgGd4hTdHOi/Ou/Mxby04+cwh/JHz+QMTKo2l</latexit>

Grav.-Kraft führt zu Teilchengeschw. vG:

vG = B m g (Reibungsabhängig)

jG = ρ(h) vG

Diffusion:

jD = −D ∂h ρ(h)

Im Gleichgewicht muss gelten
~jG +~jD = jG − jD = 0
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

Die Reibungskraft Ff kompensiert im Gleichgewicht die Gravitationskraft Fg :

r
<latexit sha1_base64="bGRaWgSPycV+qtBF0H0VhMzGH3k=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraYalCtu1V2IrIOXQwVyNQblr/4wZmmE0jBBte55bmL8jCrDmcBZqZ9qTCib0BH2LEoaofazxaIzcmGdIQljZZ80ZOH+nshopPU0CmxnRM1Yr9bm5n+1XmrCGz/jMkkNSrb8KEwFMTGZX02GXCEzYmqBMsXtroSNqaLM2GxKNgRv9eR1aF9VPcvN60r9No+jCGdwDpfgQQ3qcA8NaAEDhGd4hTfn0Xlx3p2PZWvByWdO4Y+czx/dI4z2</latexit><latexit sha1_base64="bGRaWgSPycV+qtBF0H0VhMzGH3k=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraYalCtu1V2IrIOXQwVyNQblr/4wZmmE0jBBte55bmL8jCrDmcBZqZ9qTCib0BH2LEoaofazxaIzcmGdIQljZZ80ZOH+nshopPU0CmxnRM1Yr9bm5n+1XmrCGz/jMkkNSrb8KEwFMTGZX02GXCEzYmqBMsXtroSNqaLM2GxKNgRv9eR1aF9VPcvN60r9No+jCGdwDpfgQQ3qcA8NaAEDhGd4hTfn0Xlx3p2PZWvByWdO4Y+czx/dI4z2</latexit><latexit sha1_base64="bGRaWgSPycV+qtBF0H0VhMzGH3k=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraYalCtu1V2IrIOXQwVyNQblr/4wZmmE0jBBte55bmL8jCrDmcBZqZ9qTCib0BH2LEoaofazxaIzcmGdIQljZZ80ZOH+nshopPU0CmxnRM1Yr9bm5n+1XmrCGz/jMkkNSrb8KEwFMTGZX02GXCEzYmqBMsXtroSNqaLM2GxKNgRv9eR1aF9VPcvN60r9No+jCGdwDpfgQQ3qcA8NaAEDhGd4hTfn0Xlx3p2PZWvByWdO4Y+czx/dI4z2</latexit><latexit sha1_base64="bGRaWgSPycV+qtBF0H0VhMzGH3k=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraYalCtu1V2IrIOXQwVyNQblr/4wZmmE0jBBte55bmL8jCrDmcBZqZ9qTCib0BH2LEoaofazxaIzcmGdIQljZZ80ZOH+nshopPU0CmxnRM1Yr9bm5n+1XmrCGz/jMkkNSrb8KEwFMTGZX02GXCEzYmqBMsXtroSNqaLM2GxKNgRv9eR1aF9VPcvN60r9No+jCGdwDpfgQQ3qcA8NaAEDhGd4hTfn0Xlx3p2PZWvByWdO4Y+czx/dI4z2</latexit>

Fg = m g
<latexit sha1_base64="segY0jByF3Uu0ljJegdlhX0FGPo=">AAAB83icbZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8EiuJAyI4JuhKIgLivYC3SGkkkz09AkMyQZoQx9DTcuFHHry7jzbUzbWWjrD4GP/5zDOfnDlDNtXPfbKa2srq1vlDcrW9s7u3vV/YO2TjJFaIskPFHdEGvKmaQtwwyn3VRRLEJOO+HodlrvPFGlWSIfzTilgcCxZBEj2FjLv+vH6BoJ5J+huF+tuXV3JrQMXgE1KNTsV7/8QUIyQaUhHGvd89zUBDlWhhFOJxU/0zTFZIRj2rMosaA6yGc3T9CJdQYoSpR90qCZ+3six0LrsQhtp8BmqBdrU/O/Wi8z0VWQM5lmhkoyXxRlHJkETQNAA6YoMXxsARPF7K2IDLHCxNiYKjYEb/HLy9A+r3uWHy5qjZsijjIcwTGcggeX0IB7aEILCKTwDK/w5mTOi/PufMxbS04xcwh/5Hz+AJzykBc=</latexit><latexit sha1_base64="segY0jByF3Uu0ljJegdlhX0FGPo=">AAAB83icbZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8EiuJAyI4JuhKIgLivYC3SGkkkz09AkMyQZoQx9DTcuFHHry7jzbUzbWWjrD4GP/5zDOfnDlDNtXPfbKa2srq1vlDcrW9s7u3vV/YO2TjJFaIskPFHdEGvKmaQtwwyn3VRRLEJOO+HodlrvPFGlWSIfzTilgcCxZBEj2FjLv+vH6BoJ5J+huF+tuXV3JrQMXgE1KNTsV7/8QUIyQaUhHGvd89zUBDlWhhFOJxU/0zTFZIRj2rMosaA6yGc3T9CJdQYoSpR90qCZ+3six0LrsQhtp8BmqBdrU/O/Wi8z0VWQM5lmhkoyXxRlHJkETQNAA6YoMXxsARPF7K2IDLHCxNiYKjYEb/HLy9A+r3uWHy5qjZsijjIcwTGcggeX0IB7aEILCKTwDK/w5mTOi/PufMxbS04xcwh/5Hz+AJzykBc=</latexit><latexit sha1_base64="segY0jByF3Uu0ljJegdlhX0FGPo=">AAAB83icbZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8EiuJAyI4JuhKIgLivYC3SGkkkz09AkMyQZoQx9DTcuFHHry7jzbUzbWWjrD4GP/5zDOfnDlDNtXPfbKa2srq1vlDcrW9s7u3vV/YO2TjJFaIskPFHdEGvKmaQtwwyn3VRRLEJOO+HodlrvPFGlWSIfzTilgcCxZBEj2FjLv+vH6BoJ5J+huF+tuXV3JrQMXgE1KNTsV7/8QUIyQaUhHGvd89zUBDlWhhFOJxU/0zTFZIRj2rMosaA6yGc3T9CJdQYoSpR90qCZ+3six0LrsQhtp8BmqBdrU/O/Wi8z0VWQM5lmhkoyXxRlHJkETQNAA6YoMXxsARPF7K2IDLHCxNiYKjYEb/HLy9A+r3uWHy5qjZsijjIcwTGcggeX0IB7aEILCKTwDK/w5mTOi/PufMxbS04xcwh/5Hz+AJzykBc=</latexit><latexit sha1_base64="segY0jByF3Uu0ljJegdlhX0FGPo=">AAAB83icbZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8EiuJAyI4JuhKIgLivYC3SGkkkz09AkMyQZoQx9DTcuFHHry7jzbUzbWWjrD4GP/5zDOfnDlDNtXPfbKa2srq1vlDcrW9s7u3vV/YO2TjJFaIskPFHdEGvKmaQtwwyn3VRRLEJOO+HodlrvPFGlWSIfzTilgcCxZBEj2FjLv+vH6BoJ5J+huF+tuXV3JrQMXgE1KNTsV7/8QUIyQaUhHGvd89zUBDlWhhFOJxU/0zTFZIRj2rMosaA6yGc3T9CJdQYoSpR90qCZ+3six0LrsQhtp8BmqBdrU/O/Wi8z0VWQM5lmhkoyXxRlHJkETQNAA6YoMXxsARPF7K2IDLHCxNiYKjYEb/HLy9A+r3uWHy5qjZsijjIcwTGcggeX0IB7aEILCKTwDK/w5mTOi/PufMxbS04xcwh/5Hz+AJzykBc=</latexit>

Ff = 6⇡ r ⌘ vG
<latexit sha1_base64="Bf0BjxjrKwosqO2rHeDgbECyiIk=">AAACCHicbVDLSgMxFM3UV62vUZcuDBbBhZQZEXUjFAV1WcE+oDMMmfROG5p5kGQKZejSjb/ixoUibv0Ed/6NmbYLbT2Q3MM595Lc4yecSWVZ30ZhYXFpeaW4Wlpb39jcMrd3GjJOBYU6jXksWj6RwFkEdcUUh1YigIQ+h6bfv8795gCEZHH0oIYJuCHpRixglCgteeb+jRfgS3yGnYRh5xiL/HJAkbwOvFvPLFsVaww8T+wpKaMpap755XRimoYQKcqJlG3bSpSbEaEY5TAqOamEhNA+6UJb04iEIN1svMgIH2qlg4NY6BMpPFZ/T2QklHIY+rozJKonZ71c/M9rpyq4cDMWJamCiE4eClKOVYzzVHCHCaCKDzUhVDD9V0x7RBCqdHYlHYI9u/I8aZxUbM3vT8vVq2kcRbSHDtARstE5qqI7VEN1RNEjekav6M14Ml6Md+Nj0lowpjO76A+Mzx92lpZw</latexit><latexit sha1_base64="Bf0BjxjrKwosqO2rHeDgbECyiIk=">AAACCHicbVDLSgMxFM3UV62vUZcuDBbBhZQZEXUjFAV1WcE+oDMMmfROG5p5kGQKZejSjb/ixoUibv0Ed/6NmbYLbT2Q3MM595Lc4yecSWVZ30ZhYXFpeaW4Wlpb39jcMrd3GjJOBYU6jXksWj6RwFkEdcUUh1YigIQ+h6bfv8795gCEZHH0oIYJuCHpRixglCgteeb+jRfgS3yGnYRh5xiL/HJAkbwOvFvPLFsVaww8T+wpKaMpap755XRimoYQKcqJlG3bSpSbEaEY5TAqOamEhNA+6UJb04iEIN1svMgIH2qlg4NY6BMpPFZ/T2QklHIY+rozJKonZ71c/M9rpyq4cDMWJamCiE4eClKOVYzzVHCHCaCKDzUhVDD9V0x7RBCqdHYlHYI9u/I8aZxUbM3vT8vVq2kcRbSHDtARstE5qqI7VEN1RNEjekav6M14Ml6Md+Nj0lowpjO76A+Mzx92lpZw</latexit><latexit sha1_base64="Bf0BjxjrKwosqO2rHeDgbECyiIk=">AAACCHicbVDLSgMxFM3UV62vUZcuDBbBhZQZEXUjFAV1WcE+oDMMmfROG5p5kGQKZejSjb/ixoUibv0Ed/6NmbYLbT2Q3MM595Lc4yecSWVZ30ZhYXFpeaW4Wlpb39jcMrd3GjJOBYU6jXksWj6RwFkEdcUUh1YigIQ+h6bfv8795gCEZHH0oIYJuCHpRixglCgteeb+jRfgS3yGnYRh5xiL/HJAkbwOvFvPLFsVaww8T+wpKaMpap755XRimoYQKcqJlG3bSpSbEaEY5TAqOamEhNA+6UJb04iEIN1svMgIH2qlg4NY6BMpPFZ/T2QklHIY+rozJKonZ71c/M9rpyq4cDMWJamCiE4eClKOVYzzVHCHCaCKDzUhVDD9V0x7RBCqdHYlHYI9u/I8aZxUbM3vT8vVq2kcRbSHDtARstE5qqI7VEN1RNEjekav6M14Ml6Md+Nj0lowpjO76A+Mzx92lpZw</latexit><latexit sha1_base64="Bf0BjxjrKwosqO2rHeDgbECyiIk=">AAACCHicbVDLSgMxFM3UV62vUZcuDBbBhZQZEXUjFAV1WcE+oDMMmfROG5p5kGQKZejSjb/ixoUibv0Ed/6NmbYLbT2Q3MM595Lc4yecSWVZ30ZhYXFpeaW4Wlpb39jcMrd3GjJOBYU6jXksWj6RwFkEdcUUh1YigIQ+h6bfv8795gCEZHH0oIYJuCHpRixglCgteeb+jRfgS3yGnYRh5xiL/HJAkbwOvFvPLFsVaww8T+wpKaMpap755XRimoYQKcqJlG3bSpSbEaEY5TAqOamEhNA+6UJb04iEIN1svMgIH2qlg4NY6BMpPFZ/T2QklHIY+rozJKonZ71c/M9rpyq4cDMWJamCiE4eClKOVYzzVHCHCaCKDzUhVDD9V0x7RBCqdHYlHYI9u/I8aZxUbM3vT8vVq2kcRbSHDtARstE5qqI7VEN1RNEjekav6M14Ml6Md+Nj0lowpjO76A+Mzx92lpZw</latexit>

Wir finden

m g = 6π r η vG → vG = m g
6π r η

mit η der Viskosität und r dem Teilchenradius.

Damit finden wir mit~jG +~jD = jG − jD = 0:
(

m g
6π r η

)
ρ+ D

(
−m g

kBT

)
ρ = 0 ⇒ D =

kB T
6π η r
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4. TRANSPORTVORGÄNGE
Wir groß ist das mittlere Verschiebungsquadrat eines Probeteilchens?

〈x2〉 =

∫
x2 ρ(x) dx∫
ρ(x) dx

Lösung der 1D Diffusionsgleichung: ρ(x) = ρ0√
4πDt

e−x2/(4Dt)

Wir finden

〈x2〉 = σ2 = 2 D t =
kBT

3π η r
t

In 2 bzw. 3 Dimensionen, erhalten wir 2〈x2〉 bzw. 3〈x2〉

D.h. bei bekannter Viskosität und gemessener Verschiebung kann r bestimmt
werden

Thermodynamik und Theorie der Wärme Vorlesung #4 - Prof. Dr. Florian U. Bernlochner 27.09.2018 43/47



4. TRANSPORTVORGÄNGE
Anwendungen: Bestimmung der Größe von Makromolekülen in Lösungen via
Fluoreszenzmarkierungen
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2.2 Mikroskop Aufbau 
Die mikroskopische Abbildung einzelner Moleküle oder Partikel erfordert ein sensitives und stabiles 
Videomikroskop. Dabei ist der Gebrauch von zwei bis drei Fluoreszenzkanälen vorteilhaft. Die 
Optimierung der Fluoreszenzlichtdetektion ist ebenfalls sehr wichtig. Mit geeigneten Instrumenten 
könne einzelne Partikel mit einer Belichtungszeit von 2-50 Millisekunden verfolgt werden, was 
Bildrate von 500 bis 20 Hz entspricht. Im Rahmen des Praktikums werden zwei verschiedene 
Mikroskope verwendet: Ein kommerziell erhältliches, inverses Fluoreszenzmikroskop (Zeiss Axiovert), 
das eine einfache Probenhandhabung erlaubt sowie ein relativ simples, selbst aufgebautes 
Mikroskop. Beide sind zur Detektion mit sensitiven Videokameras ausgestattet. Die schnelle, 
parallele Aufnahmemöglichkeit von Videokameras ist gut geeignet für Abbildung und Verfolgung der 
Partikel und Moleküle. Die Form der Punktverteilungsfunktion liefert eine inhärente 3D Auflösung bei 
der Abbildung der Partikel, wenn die Konzentration gering genug ist und die Partikel wirklich 
vereinzelt aufgenommen werden können. Das bedeutet, dass sich im Mittel deutlich weniger als ein 
fluoreszierendes Partikel im fokalen Volumen der Objektivlinse befinden darf. Es werden Objektive 
mit hoher numerischer Apertur verwendet, das bedeutet, dass das fokale Volumen nur etwa 0.25 
Femtoliter klein ist und eine optimale Probenkonzentration also weniger als 1 nM beträgt. Zur 
Anregung werden die 532 nm Laserlinie eines modifizierten Laserpointers bzw. ein Diodenlaser mit 
633 nm verwendet, der durch eine Strahlaufweitung eingekoppelt wird. Das emittierte 
Fluoreszenzlicht passiert dann einen dichromatischen Strahlteiler, der das Anregungslicht auf die 
Probe reflektiert und die Fluoreszenz in Richtung des Detektionssystems transmittiert. Vor der CCD-
Kamera am Zeiss Axiovert befinden sich sogenannte Notch-Filter, die jedes restliche Anregungslicht 
blockieren. Bei der Aufnahme einer Bildserie werden üblicherweise Belichtungszeiten zwischen 2 und 
50 ms benötigt, um Bilder mit einem genügend hohem SRV zu erzeugen. 

 

Abbildung 4: Die verwendeten Mikroskope: (A) Zeiss Axiovert-Stativ mit Andor Kamera und Coherent Cube 
Laser. (B) Selbstbau Mikroskop mit Laserpointer-Beleuchtung und SONY CCD-Kamera (Protasenko et al., 2005 ). 
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Abbildung 2: Darstellung der Intensitätsverteilung zweier inkohärenter Punktlichtquellen in der Bildebene. Die 
beiden Punktlichtquellen haben eine Distanz voneinander, die (A) viel größer als der Rayleighabstand dR ist, (B) 
genau dem Raleighabstand dR entspricht, (C) der Halbwertsbreite der Airyfunktion entspricht (dies wird als 
“Sparrow Kriterium” bezeichnet), und (D) einem Abstand dR/10 entspricht, in dem die Bilder nicht mehr 
voneinander getrennt werden können. Grafik aus [2]. 

Dabei ist D der halbe Öffnungswinkel des Objektivs, O die Wellenlänge des abgebildeten Lichtes, n 
der Brechungsindex des Mediums und NA die sogenannte numerische Apertur des Objektivs. Die 
mikroskopische Abbildung submikroskopisch kleiner einzelner Partikel erzeugt also 
beugungsbegrenzte Lichtverteilungen in der Bildebene des Mikroskops. Die Airyfunktion kann sehr 
gut durch eine zweidimensionale Gaußfunktion angenähert werden (Abb. 3). Die präzise Position des 
Partikels kann durch einen Fitprozess bestimmt werden, der das Zentrum der Intensitätsverteilung 
mit einer Genauigkeit bestimmen kann, die praktisch nur vom Signal-zu-Rausch Verhältnis (SRV) und 
der mechanischen Stabilität des Aufbaus abhängt. In der Praxis können Lokalisierungsgenauigkeiten 
von 1 bis 30 nm erzielt werden, was etwa hundert- bis zehnfach besser als die Rayleighauflösung ist. 
Damit ein genauer Fitprozess möglich ist, muss die Intensitätsverteilung in seiner räumlichen 
Verteilung jedoch mit genügend geometrischem Detail abgebildet werden, d.h. das Signal muss sich 
über genügend viele Pixel der Kamera erstrecken. 

 

Abbildung 3: Lokalisierungsverfahren. (A) Bild einzelner fluoreszenzmarkierter Proteinmoleküle, Bildgröße 
10.8 x 10.8 µm2. (B) Die 2-dimensionale Gaußfunktion (Oberflächenplot) nähert die Intensitätsverteilung an. 
Daraus wird die Position des Massenschwerpunktes mit einer Genauigkeit (orangefarbene Pfeile) bestimmt, die 
bedeutend kleiner ist als die Halbwertsbreite des beugungsbegrenzten Signals (gelbe Pfeile). [3] 
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

4.6 Konvektion

Wärmetransport durch Stofftransport

Beispiel: Konvektion eines idealen Gases

T1 T2 >T1

Simulation mit T1 = 300 K, T2 = 600 K
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

Die Wärmeleitfähigkeit eines idealen Gases mit Durchschnittsgeschwindigkeit
〈v〉 und mittlerer freier Weglänge ` der Gasmoleküle ist

Theorie von Enskog: κ = 25π
64

N
V

3
2 kB ` 〈v〉

Herleitung von κ umständlich

⇒ κ ist unabhängig von N
V , da ` ∝ V

N (vgl. letzte Vorlesung)

Erst bei niedrigem Druck P wird κ abhängig von N
V , da dann

` > Gefäßabmessung⇒Wärmeisolierung durch Vakuum
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4. TRANSPORTVORGÄNGE

Verständnisfragen: (Diskutieren Sie mit ihrem Sitznachbarn)

Was ist Effusion? Was ist Diffusion?

Auf welche drei Arten kann Wärmeleitung stattfinden?

Was ist die Kernaussage der Kontinuitätsgleichung? Was ist die Relation
zwischen der Dichte und ihrer zugehörigen Erhaltungsgröße?

Was sind die Kernaussagen des ersten und des zweiten Fickschen
Gesetzes? Wie haben wir beide Relationen hergeleitet?

Was sind die wesentlichen Eigenschaften der Wärmeleitgleichung und wie
sieht ihre stationäre Lösung aus?

Was ist Brownsche Bewegung? Was kann man aus dem mittleren
Verschiebungsquadrat lernen?
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