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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Zurickfihren von thermodynamischer Gréf3en auf Mittelwerte von
Teilchenzahlen, Impulsen, etc. sehr vieler Teilchen

a Zusammenhang mittlerer kinetischer Energie und Temperatur:
(3mv?) =3kg T

Zusammenhang (v?) und Temperatur: (v

2>: 31:731T

3/2
® Maxwell-Verteilung: F(v)dv = 4w (2“ T) v2 e=mv?/(2ksT) gy

Verwandt: Verteilung der kinetischen Energie p(E) dE = 3/2 VE e E/tksT) gF

_E-K
a Boltzmann-Faktor: %(‘) =e kT

_rogh
Herleitung barometrische Héhenformel: P(h)=Pye P

Mittlere freie Wegldnge: / = \/u ,o = md?
v
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

3.7 Molekulare Effusion

Aufbau:

m Gasmolekile entweichen
durch kleine Offnung in
GefaBwand

m Flache A der Offnung kleiner
als mittlere freie Weglange,
dann ist der Effusionsfluss:

1dN 1N

Adt —av\

Ohne Herleitung
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Mittlere Geschwindigkeit solcher
Moleklle gréBer als Durchschnitts-
geschwindigkeit (v)

4
Exineft. =2kg T = 5Ekin
Ohne Herleitung, Exin = 3 ks T

Grund: Wkeit die Flache der Off-
nung zu treffen ist proportional zur
Geschwindigkeit
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

= leichtere Moleklile haben eine
hohere Effusionsrate R als schw-
erere Molekile

R | My
<=, /= Gesetz von Graham
Rl I ZV

(1)

Hiermit lassen sich z.B. Isotopen
trennen.
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3. DIE KINETISCHE GASTHEORIE

Effekt in 2D Simulation:

3 3
Exin,eff. = EEkin — = 57'1

mit T; der Temperatur links und T,
der Temperatur rechts.

In drei Dimensionen wirden wir
T, = 3Ty erwarten
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4. TRANSPORTVORGANGE

4.1 Einleitung

Bisher haben wir im wesentlichen Gleichgewichtszustande betrachtet, i.e. wir
haben noch keine Antwort auf Fragen wie

= Wie schnell stellt sich ein thermisches Gleichgewicht ein, wenn zwei
Gase mit Temperaturen T; und T, in Kontakt stehen?
= Warmeleitung

= Wie schnell stellt sich eine Gleichverteilung der Teilchendichte ein,
wenn zwei Gase mit ' und '* in Kontakt gebracht werden?

= Diffusion

Zur Beschreibung solcher Transportvorgange kénnen wir Erhaltungssatze
bzw. Kontinuitatsgleichungen verwenden
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4. TRANSPORTVORGANGE

Warmeenergie kann auf drei Arten Ubertragen werden

= Warmeleitung
Energietransport durch Wechselwirkung zwischen Molekilen, welche aber
selber nicht transportiert werden
= Konvektion
Warmeubertragung auch mit einem Stofftransport verbunden
» Warmestrahlung > spatere Vorlesung
Absorption von Energie in Form von elektromagnetischer Strahlung

Wir beschranken uns heute auf Warmeleitung und Konvektion

27.09.2018 9/47
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4. TRANSPORTVORGANGE

Gedankenexperiment: zylindrischer Stab mit Querschnittsflache A zwischen
Behalter mit Wasserdampf und einem Eisbad

Nach einiger Zeit: stationarer Zustand; Temperatur nimmt gleichmassig
entlang des Stabes ab.

Temperaturgradient: Anderung entlang dem Stab: AT/Ax
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4. TRANSPORTVORGANGE

Durch Querschnitt des Stabes fliesst in At eine Warmemenge AQ

\\*Axw\\

<AT*

Der Warmestrom / ist dann definiert als
AQ AT
|=—=—KA—.
At Ax
Annahme: Kein Warmeverlust durch die Seitenwande des Stabes.

Mit x einer Konstante, welche von der Warmeleitfahigkeit eines Gases oder

Festkorpers abhangt, [x] = 2.
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4. TRANSPORTVORGANGE

Warmeleitfahigkeiten « fir verschiedene Materialien (in Kﬂm):

A £10° Wir kénnen diese Gleichung auch nach AT
Silber (429) -
Kupfer (401) ——F auflésen
Blei (353) 7,
Gold (318)/7
Aluminium (237) L1o? AX
Eisen (80,4) £ AT =——|=R]I
Stahl a—F KA
L1 mit R dem Warmewiderstand.
E Verallgemeinerung:  Warmefluss durch mehrere
= Schichten unterschiedlicher Materialen
Beton 0,19-1,3 10° T, T, T,
Glas 0,7-0,9 =
Wasser bei 27°C  (0,609) C | | | T1 - T2 - IR1
Eis (0,592) r
Hartholz 0,15) ——r T.—Tz3=1IR:
Weichholz ©011)— k10"
Elo = AT=T1—T3 =
C (Fﬁ + Rz) I=RI
Luftbei27°C (0,026 |-
L107

R = Warmewiderstand der gesamten Schicht
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4. TRANSPORTVORGANGE

Beispiel: Warmemenge die aus einem Haus pro Stunde durch Fenster, Wande,
etc. entweicht

— Naherungsweise gleiche Temperaturdifferenz AT zwischen dem Inneren
und Ausseren des Hauses

a Gesamte Warmestrom / ist
_ AT | AT
I:I1+12+'”_R_1+Tg+"'
oder
| = AT/Rtot mit 1/Ht0t = Zi (1/R,)
w Warmeleitfahigkeit von Gasen wesentlich geringer als Fliissigkeiten /
Festkorper

— Doppelfenster; Dicke des Glases hat sehr kleinen Einfluss auf Ry;.
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4. TRANSPORTVORGANGE

4.2 Volumentransport

A

Wir betrachten ein abgeschlossenes
Volumen V in dem sich eine bestimmte
Gasmenge befindet.

Das Gas selber ist nicht in Ruhe, son-
¢ V,N,p dern fliesst mit einer Geschwindigkeit
von V(r)

Mit einer Dichte von p(r) ist die
,5’(,,:’) Gesamte Gasmenge N im Volumen V

Nz/vp(F)dV
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4. TRANSPORTVORGANGE

Die Stromdichie /(1) ist definiert als

0 = 9(7) o(7)

Betrag: Gasmenge, die pro Zeit und
o Flachenstlick das Volumen verlasst.

V,N,p = V(7 p(7) = ()G & = &(7)gag: mit &(7)

der normierten Richtung von v und dV = dsdA.

Der Volumenfluss [ ist dann

’17( 7;») I = Integral tiber die Oberflache von j(7)

:j{fdﬁ:?{f-ﬁdA
A A

dA = Flachennormale 7 x Fachenelement dA
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4. TRANSPORTVORGANGE

Der Volumenfluss /in und aus dem Volumen ist gleich der zeitlichen
Anderung N der Teilchen im Volumen

1= N=0aN.
mit 0y = %. Vorzeichen: Positives | = Abfluss, Negatives | = Zufluss.

Aus dieser Beziehung ergibt sich

8tN+I:0:8t/

p(7) dv+7§7-ﬁdA
v A
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4. TRANSPORTVORGANGE

Aus dem GauBschem Satz folgt, dass zwischen Fluss und Divergenz gilt

%7-ﬁdA /div]/
JA JV

mit div / V= (Ox, 0y, 0,) der Divergenz des Vektorfeldes j.

lllustration der Flachennormalen n
und des Oberflachenintegrals A
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4. TRANSPORTVORGANGE

Beispiel: Fluss eines Vektorfeldes f: (x, y, z) durch die Oberflache eines
Wiarfels mit Volumen V

Die Kantenlange sei 2 und der Mittelpunkt in x = (2.2.2),i.e. x,y,z € [1,3]

Gesamtfluss durch die Oberflache:
A5 ff-ﬁdA:/ 7 7 dydz+/ J- fodxdz
A Aq Az
—I—/ 7 s dydz+/ - fsdxdz
A Ay

+/ 7~ﬁsdxdy+/ 7+ i dxdy
As As

Fir den Fluss durch Ay folgt z.B.

3 3
/(3,y,z)~(1,0,0)dydz=//3dydz=2><2><3=12
Ay 1 1
(2)
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4. TRANSPORTVORGANGE

Beispiel: Fluss eines Vektorfeldes f: (x, y, z) durch die Oberflache eines
Wiarfels mit Volumen V

Die Kantenlange sei 2 und der Mittelpunkt in x = (2.2.2),i.e. x,y,z € [1,3]
Gesamtfluss durch die Oberflache:

As f7~ﬁdA:12+12—4—4+12—4:24
A

Analog finden wir mit
divi=V -j=0x+0dy+0d.z=3

fir das Volumenintegral

3 3 3
/divfdv:/ / / 3dxdydz =2°x 3 =24
v 1 1 1

@)
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4. TRANSPORTVORGANGE
D.h. fir unsere Beziehung ergibt sich (p = p(r))

6,N+I:0:6t/pdv+7{f-ﬁdA
"4 A

:a,/pdv+/ divjdV
v v

Wir kénnen Integral und Differential vertauschen: (p differenzierbar, V konst. tber f)

/ [8tp+divf] dV =0
"4
bzw.

denn fiir die beiden Integranden gilt [, d; pdV = — [, divjdV.
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4. TRANSPORTVORGANGE

4.3 Kontinuitatsgleichungen
Wir haben uns die Kontinuitatsgleichungen hergeleitet:

Partielle Differentialgleichung die zu einer Erhaltungsgrof3e gehort.

6 = 0 7 P g g
6_¢+V]=0tp+d|Vj=0=6tp+6xjx+ayjy+8zjz.

Verkn(ipft zeitliche Anderung der zur ErhaltungsgréBe gehdrenden Dichie ) mit
der raumlichen Anderung ihrer Stromdichte | = (/... /.).
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4. TRANSPORTVORGANGE

Zusammenhang der Kontinuitatsgleichung mit ihrer ErhaliungsgroBe Q:

Die in einem Volumen V enthaltene Erhaltungsgré3e (Ladung, Energie,
Masse) ist das Volumenintegral ihrer Dichte

Q= / dx p(t, X)
v
Fir die zeitliche Anderung einer ErhaltungsoroBe O gilt dann, dass

0,Q = o:/ d3xatp(t,)?)é—/div7
v v

Thermodynamik und Theorie der Warme \orlesung #4 - Prof. Dr. Florian U. Bernlochner 27.09.2018 22/47



4. TRANSPORTVORGANGE

Thermischer Fluss als Kontinuitatsproblem:

~ . . thermische Energie W-
u = thermische Energiedichte = ! gie Wr

Volumen V 37
N . . Warme w
w = Warmestromdichte = ——— w|l=—,
Zeit x Flache [w] sm?2

Aus der Kontinuitatsgleichung folgt die Bedingung far

Energieerhaltung: VW + 6u=0.
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4. TRANSPORTVORGANGE

4.4 Alilgemeine Wéarmeleitung

Warme flie3t nur, wenn eine Temperaturdifierenz AT zwischen zwei Orten
vorliegt:

AT
W~ Ax (Gradient)

mit Ax der Distanz zweier Punkte.
Ansatz fiir die Warmestromdichte w aus den Uberlegungen in der Einleitung:

W= —rgrad T
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4. TRANSPORTVORGANGE

Einsetzen unseres Ansatzes w = —x grad T in die Kontinuitatsgleichung:
div (—kgrad T) + 0iu =0
Mit der Warmekapazitat pro Volumen ¢ = Cy/V folgt
u=cT

und mit der Annahme, dass ¢ # ¢(T), k # (T) erhalten wir die
Warmeleitgleichung:

v2T- %91 =0
K

mit V2T =V - VT = divgrad T.
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4. TRANSPORTVORGANGE

Beispiel: Warmeleitung in einem Stab mit T, > T4

>
>

Mit der Warmeleitgleichung finden wir
c
T -~ o,T=0
K

. 2
mit 02 = 2.
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4. TRANSPORTVORGANGE

Stationare Losungen mit 0; T = 0 dieser Differentialgleichung:
stationar = unendlich groBes Warmereservoir auf beiden Seiten

PT=0 = T(x) ist linear

0 L [m]
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4. TRANSPORTVORGANGE

4.5 Diffusion

Ein Teilchen in "thermischer Bewegung” (E5,, ~ kg T) andert unregelmassig
Richtung und Betrag seiner Geschwindigkeit

Mittlere freie Wegldange

1

(= :
Vel

o=md?

X1

Der Fluss einer bestimmten Art Teilchen von einem Ort xo nach x; héngt von
der Konzentration p ab. < Analog fir den Fluss von x; nach xp.

28/47
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4. TRANSPORTVORGANGE

4.5.1 Das erste Ficksche Gesetz

Das ersie Ficksche Gesetz setzt die Gestamtflussdichte fmit dem
Gradienten der Konzentration, grad p = Vp in Verbindung,

f: —Dgrad p

mit dem Diffusionskoeffizienten D, [D] = m?z

D hangt von dem involvierten Gas ab, und es kann gelten, dass D = D(p).
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4. TRANSPORTVORGANGE

Herleitung des ersten Fickschen Geseizes in einer Dimension (Berg, 1977)

Teilchen bewegen sich zufallig um Langenskala Ax wahrend Zeit At

w N(x.1): Anzahl Teilchen bei x zum

Vo) Nzt L) Zeitpunkt t
e ol o » Zu einem gewahlten Zeitpunkt t
° ° bewegt sich die Halfte der Teilchen um
: : Ax nach rechts bzw. links
T % x+Ax

— Es gibt keine bevorzugte Gesamtrichtung
Die Anzahl Teilchen, welche sich insgesamt nach rechts bewegen ist dann

%N(x, f) - %N(x +Ax,f) = —% IN(x + Ax, 1) — N(x, 1)]
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4. TRANSPORTVORGANGE

Stromdichte j: Anzahl Teilchen, welche sich wahrend At durch Flache A
bewegen

1 [N(x+ Ax,t)  N(x,t)]

/=732 ANt VNS

A ist normal zur Bewegungsrichtung x
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4. TRANSPORTVORGANGE

Wir kbnnen Zé&hler und Nenner mit (Ax)2 multiplizieren, At nach vorne ziehen:

(Ax)? [N(x+Ax,t)  N(x,1)

T 2At | A(AxPE A(Bx)P

Die Konzentration ist definiert als Anzahl Teilchen pro Volumen:

_ N(x,t)  N(x,t)

P =2y = AV

Weiter fiihren wir den Diffusionskoeffizienten ein: D = (Ax)? /(2At).Es folgt

A 0

'~ D
J Ax Ax ox

Wobei wir fiir den letzten Schritt Ax — 0 angenommen haben.

Thermodynamik und Theorie der Warme Vorlesung #4 - Prof. Dr. Florian U. Bernlochner 27.09.2018 32/47



4. TRANSPORTVORGANGE

Verallgemeinerung in drei Dimensionen ergibt: f: —DVp=—Dgradp
4.5.2 Das zweite Ficksche Gesetz

Setzen wir unseren gefunden Ausdruck flr die Stromdichte nun in die
Kontinuitatsgleichung ein, erhalten wir

A +divj=0= dp—div (Dgradp) =dyp—V-(DVp)=0
Wenn wir annehmen, dass D konstant ist, erhalten wir
op=DV?p=DNp

mit A = V2 dem Laplace-Operator — Ap — 02p + 9%p + 02
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4. TRANSPORTVORGANGE

Der Zusammenhang zwischen zeitlicher und rdumlicher Ableitung ist das
zweite Ficksche Gesetz oder die Diffusionsgleichung:

1
Ap— —=0p=0
P D tp
Y

Beispiel: Ausbreitung eines gauB-verteilten .
Gases (ox = 0y = 00, ptx = py = 0) .°
Anfangsverteilung bei t = 0, r = \/x2 + y2: o " o),

p(r,t=0) = 20 g=r*/(20) )

27 o

jooc p(r,I:O)dV:po —_—
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4. TRANSPORTVORGANGE

Wie schaut diese Verteilung nach einer Zeit t aus?
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4. TRANSPORTVORGANGE

Wie schaut diese Verteilung nach einer Zeit t aus?

Losungsskizze: Transformiere 2D Diffusionsgleichung in den Fourierraum
(Xa y — an ky)

oo oo X
Pk = [ [ ety tyaxay
—00 J —00
mit p der Dichte im Fourierraum. Wir finden:
1 A 1, 4
Ap — 58,/): 0= (2n)? p (KZ —i—kf) + Ea,p =0

wobei 97p = (27i kj)? p und wir # = —1 benutzt haben

Die Lésung der Differentialgleichung ist dann schlicht ) — A e 227 (K4
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4. TRANSPORTVORGANGE

. ; . " - 2( 242 .
Wir transformieren unsere Lésung p = Ae D(em)?(KE-+47 )t zurlick in den
Normalraum:

0o oo
p(x,y,t) = A/ / 2 i(ke x+kyy) e—D(27r)2(k§+k§)t dkdk,
—00 —0o0

o o)
—A ( / 2Tk x—DH(2mky ) 4 kx) ( / g2miky y—DH(2mky)? 4 ky)
—00 —00

Nach Auswertung der beiden Integrale erhalten wir als Lésung:

_A (e y?) (an)

t) =
p(x,y,t) 2D1

und kénnen noch die Ersetzung x? + y? = r? vornehmen und fiir die
Normierung erhalten wir A = po.
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4. TRANSPORTVORGANGE

Einschub:

Lésung der Rucktransformationsintegrale 27k, = k — dk, = ;- dk

1= gD g [ eikx—Dtkz—:—stJr:%t dk
2 J_ o 2 J_ o
2 [oo s 2
= leT);t / e’kx—Dtk +:7DI dk
27 oo
—x2 oo _ __ix 2
LR < / e (kvoi-325) dk
27 oo
Wir substituieren k+/Dt — 2\"}(5' =uunddk = \/;Et du und erhalten
—x2 R 2 —x2 1 —x2
e 4Dt e_u e 4t x T —= —————e 4t

du =
2/ Dt oo 27/ Dt 2,/m/Dt
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4. TRANSPORTVORGANGE

Der Vergleich mit unseren Anfangsbedingungen (1 = 0) ergibt dann

_ /(20 (1)?)
p(rt) = Uz(t) e

mit o ()2 = o2 + 2Dt.

p(r,t)

2r02 Zeitpunkt bei dem 0% — 203:

208 =05 +2Dt  — of = 2Dt
— t=05/(2D)

Fir groBe t gilt: o(t) ~ V/t

LN .
° 0o \/500

Thermodynamik und Theorie der Warme \orlesung #4 - Prof. Dr. Florian U. Bernlochner 27.09.2018 39/47



4. TRANSPORTVORGANGE

Die Losung fir die ein-dimensionalen Diffusionsgleichung

1
a)2( p(X7 t) - Batp(xa t) =0
kann mit der gleichen Methode hergeleitet werden.

Wir finden

p(X, t) — L e_xz/(4Dt)

bzw.

P k2 /(20R(1)

plx.1) = 2ro2(t)

mit o°(1) — o + 2D falls die Anfangsdichte schon eine Breite o aufweist.
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4. TRANSPORTVORGANGE

Beispiel: Brownsche Bewegung in der Atmosphéare

Betrachte Teilchen im Gravitationspotential der Erde mit Teilchenzahldichie
p(h) = po e mah/(keT) (yg. letzte Vorlesung, Folie 37)

= Grav.-Kraft fihrt zu Teilchengeschw. vg:

IjD ve = Bmg (Reibungsabhingig)
]GaUGI ° je = p(h) va
«* w Diffusion:
0, % o o )
° o o o jo=—Doh P(h)

= Im Gleichgewicht muss gelten

jo+ip=Jc—Jjp=0
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4. TRANSPORTVORGANGE

Die Reibungskraft Fs kompensiert im Gleichgewicht die Gravitationskraft Fg:

Fy=6rrnvg Wirfinden
mg=6nrnve - Ve — 5

Fy=myg mit i der Viskositét und r dem Teilchenradius.

Damit finden wir mit 7(3 —|—fD =jg—Jjp=0:

mg mg ke T
D| ——~= =0 =D-=
<67rr77>p+ ( kBT)'O 6mnr
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4. TRANSPORTVORGANGE

Wir grof3 ist das mittlere Verschiebungsquadrat eines Probeteilchens?

(x > fX p(x
[ p(x)dx dx
Losung der 1D Diffusionsgleichung:  p(x) = —\/‘%Dt e—*2/(4Dt)
Wir finden
kgT
(X% =0?=2Dt= -2t
3mnr

In 2 bzw. 3 Dimensionen, erhalten wir 2(x?) bzw. 3(x?)

D.h. bei bekannter Viskositat und gemessener Verschiebung kann r bestimmt
werden
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4. TRANSPORTVORGANGE

Anwendungen: Bestimmung der Gr6Be von Makromolekdilen in Lésungen via
Fluoreszenzmarkierungen

Axiovert 200

A B center of mass (x.y)
CCD image

full width at

10.8 ym
half maximum

14 pm
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4. TRANSPORTVORGANGE

4.6 Konvektion
Wérmetransport durch Stofftransport

Beispiel: Konvektion eines idealen Gases

T4 To>T+

Simulation mit 71 = 300 K, T, = 600 K
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4. TRANSPORTVORGANGE

Die Warmeleitfahigkeit eines idealen Gases mit Durchschnitisgeschwindigkeit
(v) und mittlerer freier Weglange / der Gasmolekdle ist

Theorie von Enskog: k=283 kgl (v)

Herleitung von « umstandlich
= K ist unabhangig von % da Loy V" (vgl. letzte Vorlesung)

Erst bei niedrigem Druck P wird x abhangig von % da dann
¢ > GefaBabmessung = Warmeisolierung durch Vakuum
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4. TRANSPORTVORGANGE

Verstandnisfragen: (Diskutieren Sie mit inrem Sitznachbarn)

=» Was ist Effusion? Was ist Diffusion?
= Auf welche drei Arten kann Warmeleitung stattfinden?

= Was ist die Kernaussage der Kontinuitatsgleichung? Was ist die Relation
zwischen der Dichte und ihrer zugehdrigen ErhaltungsgréBe?

= Was sind die Kernaussagen des ersten und des zweiten Fickschen
Gesetzes? Wie haben wir beide Relationen hergeleitet?

= Was sind die wesentlichen Eigenschaften der Warmeleitgleichung und wie
sieht ihre stationare Lésung aus?

= Was ist Brownsche Bewegung? Was kann man aus dem mittleren
Verschiebungsquadrat lernen?
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