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Materialien

Karlsruher Institut fir Technologie

Begleitend zur Vorlesung finden Sie auf ILIAS:
® |nhaltsverzeichnis und Literaturliste
® Je zwei Videos pro Woche (2 x 45 min)
Vorlesungsfolien (jeweils nach Abschluss eines Kapitels)
Vollstandiges Vorlesungsskript (weniger Bildmaterial, ohne Experimente u. Simulationen)
Software zur Simulation idealer Gase (ab Kap. 3.2, nur Microsoft Windows ® )

Separate Videos der Simulationen (jeweils mit dem Vorlesungsvideo)

Fragestunden (live) ab dem 11.11.
® jeweils Mi, 8:30 - 9:30 Uhr (Zoom) oder nach Bedarf
® Fragen zum Stoff der Vorlesung, Wiederholung oder Vertiefung, Beispielaufgaben
® Wunschthemen und Fragen per E-Mail an naber@kit.edu
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Kapitel 1 A\‘(IT

0 Grundbegriffe und Hauptsatze

@ Worum geht es?

@ Basisgréfen

@ Druck und Arbeit

@ Temperatur und Warme

@ Der erste Hauptsatz

@ Irreversible Prozesse und der zweite Hauptsatz
@ Reversible Prozessflihrung

@ ZustandsgréBen und Integrabilitdtsbedingung
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Grundbegriffe und Hauptsatze A\‘(".

Worum geht es?
Beschreibung makroskopischer Systeme, die aus sehr vielen elementaren
“Bausteinen” (Atome, Molekiile, Feldmoden, etc.) aufgebaut sind.

Die Zahl der Freiheitsgrade ist oc 102!

Fir die Beschreibung ist die Bildung neuer physikalischer GréBen
notwendig, die durch Mittelung aus den Mikrozustanden des Systems
bestimmt werden.

Voraussetzung ist, dass sich das System im thermodynamischen
Gleichgewicht befindet, also nicht mehr von der Zeit abhangt.
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ZustandsgroBen

Karlsruher Institut fur Technologie

Der Gleichgewichtszustand wird charakterisiert durch:
® Mechanische Zustandsgréfen: Druck P, Volumen V
® Thermische ZustandsgréBen: Temperatur T, Entropie S
® Chemische ZustandsgréBen: Teilchenzahl N, chemisches Potential y

Elektrische und magnetische Zustandsgré3en kénnen ohne
konzeptuelle Probleme hinzugefligt werden.
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Extensive und Intensive GroBen A“(".
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Ein System (0) wird in zwei Systeme (1 und 2) geteilt.
NO VO TO pO

Wir unterscheiden
® Vund N sind extensiv: Vo = Vi + Vo und Ny = Ny + No.
® pund T intensivipy =p;i =pound Tg =Ty = To.

N, ViTop | NV, T, p,

In vielen Féllen reicht die Angabe von drei ZustandsgroéBen (z.B. p, V, T) um den
Zustand eindeutig zu charakterisieren.

Das sind drei Freiheitsgrade anstatt 10231
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1.2 BasisgroBen A“(".

Basiseinheit Mol

Ein Stoff mit Stoffmenge 1 mol besteht aus 6.02214076 - 1022 einzelnen Teilchen.

Die AvoGADRO-Konstante ist definiert als

N4 = 6.02214076-10%% mol !

Die Teilchenzahl N ist mit der Molzahl n gegeben durch

N = Ny-n ;. [n] = mol
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Avogadro-Projekt
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Zur experimentellen Bestimmung der Avogadro-Konstanten wurde eine hochreine Kugel aus #Si mit der
Masse 1 kg hergestellt und die Zahl ihrer Atome "gez&hit”.

PTB
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BasisgroBen ﬂ( T
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Basiseinheit Kelvin

1.380649 - 1072%]

Die thermodynamische Temperatur 1 Kelvin ist gegeben durch 1K = P

Darin ist die BoLTZMANN-Konstante definiert mit dem Wert

k =1.380649 - 10723 1
Fir die Temperatur auf der CELSIUS-Skala gilt

T(in°C) = T(in K) — 273.15
11 WS 2020/21 A. Naber — Thermodynamik Institut flir Angewandte Physik

1.3 Druck und Arbeit A“(".

Karlsruher Institut fir Technologie

Der Quader mit Volumen V ist aus einem homogenen
Stoff. Auf der Seitenflache A wirkt die Kraft F4. Dann ist
der Druck

Fa

p=ﬂ A
AT A

<

— Ax[—

Bei der Kompression wird die Arbeit AW geleistet:

ow Fa dx o dV =Adx

Vi
R AW = /V pa(V) dV
0

padV
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Druck und Arbeit
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[ Die am System geleistete Arbeit W ist eine ProzessgroBe, keine ZustandsgroBe. ]

® Differentielle Anderungen von ProzessgréBen werden mit einem ”"§” geschrieben.
® Vorzeichenkonvention

W>0 , wenn am System Arbeit geleistet wird.
Q>0 , wenn Warme in das System hinein fliesst.

@ Merkregel: das System ist "egoistisch”.
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Druckmessung A\‘(".

Karlsruher Institut for Technologie

Manometer

Waage (mit Zelle und Dehnungsmessstreifen)
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Druckmessung bei Gasen A\‘(".
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Dampfdruck
Po Ventile Einheit Abkiirzung Definition Umrechnung
1 Pascal 1 Pa 1N/m? =
1 Hektopascal 1 hPa 102 N/m? 102 Pa
] )~ Gaseinlass
) 1 Bar 1 bar 10° N/m? 10° Pa

h

1 Millibar 1 mbar 1073 bar 102 Pa
| 1 Torricelli 1 Torr I mmHg 133,32 Pa
1 phys. I atm 760 Torr 101 325Pa

Atmosphiire
= 1 techn 1at 1kp/em? 9,81-10%Pa

Quecksilber © P, s
Atmosphire
Abbildung 7.2 Messung des Gasdruckes p mit Hilfe eines Quecksilbermano- Tabelle 7.1 Druckeinheiten

meters

Quelle: DEMTRODER
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1.4 Temperatur und Warme
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® Die auffalligste Eigenschaft der Temperatur ist es sich auszugleichen.

® Zwei Kdrper (Systeme) verschiedener Temperatur 71 > T> nehmen nach hinreichend langem
thermischen Kontakt die gleiche Temperatur T mit Ty > T > T, an.

(Vorlaufige) Definition der Temperatur

Es gibt eine ZustandsgrdBe, die Temperatur T. Ihre Gleichheit ist Bedingung des thermischen
Gleichgewichts zweier Systeme oder zweier Teile desselben Systems.
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Temperatur ﬂ( T
A B B C A C
Ta=Ts & Ts=Tc [N Ta= T

Nullter Hauptsatz

Wenn sich ein System A mit einem System B im thermischen Gleichgewicht befindet, d.h.
T4 = Tp, und System B im thermischen Gleichgewicht mit einem System C ist, d.h. Tg = Tg,
dann ist auch A mit C im thermischen Gleichgewicht, T4 = T¢.

® DemgemaB ist die Temperatur eine skalare, intensive GréBe.

® Zur Messung der Temperatur kann jede Eigenschaft dienen, die sich stetig und reproduzierbar
mit ihr &ndert (z.B. Volumen, Lange, Druck, elektrischer Widerstand, etc.).
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Temperaturmessung ﬂ(".
) Kupfer
T () %
Konstantan
Drehachse
Q Halterung E{Pgﬁéﬂk
u T Te<To To Tc>To
a) b) a) b)
Abbildung 10.1 a Flissigkeitsthermometer; b Thermoelement Abbildung 10.6 Bimetallthermometer: a Prinzip, b technische Ausfiihrung

DEMTRODER
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Temperaturmessung
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S, \
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19 WS 2020/21 A. Naber — Thermodynamik Institut fir Angewandte Physik

Warme ﬂ( T
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Definition der Warme

Die Warme Q ist diejenige GrdBe, die zwischen Systemen verschiedener Temperatur ausge-
tauscht wird und damit den Gleichgewichtszustand herbeifiihrt. Sie flieBt ausschlieBlich in die
Richtung niedrigerer Temperatur, ist also immer mit einem Temperaturgradienten verbunden.

Die Warme bewirkt eine Zustandsanderung; sie ist eine ProzessgroBe, keine Zustandsgréfie.

® Die Warme Q hat die Einheit einer Energie, [Q] =]J.
® Aber Vorsicht: Warme transportiert nicht allein Energie, sondern auch Entropie (dazu spater!).
® Der Anteil der nur von der Temperatur T abhéngigen Energie wird als thermische Energie

bezeichnet.
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Warmekapazitat ﬂ(".
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Die Warmekapazitat C gibt an, welche Temperaturanderung dT die Warmezufuhr §Q bewirkt:

1 _6Q _ ]
dT_E'(SQ oder C:= T [C]—K

Das Ergebnis der Messung hangt aber davon ab, ob V = const oder p = const.

Q oQ
e(a), + o=(3),
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Warmekapazitat
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Die Warmekapazitét ist proportional zur Stoffmenge n oder Masse m.

o [es]

Spezifische Warmekapazitat: c¢; = ng_K
J

Molare Warmekapazitat: Cm = v [eml

310 310

mol K

Far die molaren Warmekapazitédten werden in dieser Vorlesungen folgende Bezeichnungen benutzt:

Cv CP
Cy=— 5 Cp=—
n n
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Messung der Warmekapazitat A\‘(".
Ruhrer
1l 1 T Abfall durch
T . Warmeverluste
Fa
My Cw =F
©
t, t
a) b)

Abbildung 10.12 Messung der spezifischen Warme ci eines Korpers mit
dem Mischungskalorimeter. a Versuchsaufbau; b Messung der Tempertur in
Abhéngigkeit von der Zeit (t; Zeitpunkt der Zugabe des Korpers, Ty Anfangs-
temperatur, T, Mischungstemperatur)

DEMTRODER Praktikum Klassische Physik (P2)
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Mechanisches Warmeaquivalent A\‘(".
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Die klassische Einheit der Warme ist die Kalorie (cal).

1cal ist diejenige Warme Q, welche man einer Probe von 1g H;O unter dem Druck
p = 1013.25 hPa zufiihren muss, um sie von 14.5°C auf 15.5°C zu erwarmen.

Die heutige Definition der Kalorie bezieht sich auf das mechanische Warmeaquivalent der
thermischen Energie. Dieses ist

[ 1 cal = 4.19002] ]

Es wird experimentell bestimmt anhand der Reibungswarme (JOULE, 1843-1849).
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Messung des mechanischen Warmeaquivalents
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Drehgiff

F-mg
O Abbildung6.12 Apparatur von Joule zur Messung des mecha- ¢
nischen Warmedquivalents (schematisch) Abbildung 10.11 Messung des mechanischen Wirmezquivalents
GERTHSEN Physik DEMTRODER
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Systemgrenzen ﬂ( T
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Definitionen

Ein abgeschlossenes (isoliertes) System hat keinerlei Austausch von Eigenschaften und
Inhalten mit der Umgebung; d.h. kein Teilchen- oder Energieaustausch, keine Wechselwirkung
mit AuBeren Feldern etc.

Ein geschlossenes System hat keinen Teilchenaustausch mit der Umgebung.
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1.5 Der erste Hauptsatz

Die innere Energie U ist eine ZustandsgréB3e. Sie ist gegeben durch
U= Exn + Epot

Sie andert sich, wenn dem System von aufBen Energie zugeflhrt wird. Die Warmelehre unterscheidet
zugefliihrte Energie AU in zugeflhrter Warme Q und der am System geleisteten Arbeit W.

Erster Hauptsatz

AU=Q+W oder dU=46Q+ W MEYER, JOULE, HELMHOLTZ (1842-1847)

Der 1. Hauptsatz ist eine spezielle Formulierung des Energieerhaltungssatzes. Fir ein
abgeschlossenes System ist AU = 0.

27 WS 2020/21 A. Naber — Thermodynamik Institut flir Angewandte Physik



1.6 Irreversible Prozesse und der zweite Hauptsatz
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Grundlegende Erfahrung

Zwei Korper verschiedener Temperatur gleichen unter Warmeaustausch ihre Temperaturen einan-
der spontan an. Der umgekehrte Vorgang, die spontane Entstehung einer Temperaturdifferenz,
kommt in der Natur nicht vor.

Damit gilt: Jeder Temperaturausgleich durch direkten Warmeaustausch ist irreversibel (unumkehrbar)
und kann nur durch Anderung der Umgebung (z.B. Energieentzug) wieder riickgéngig gemacht werden.

Zweiter Hauptsatz (erste Formulierung)

Es gibt keine Zustandsénderung, deren einziges Ergebnis die Ubertragung von Warme von
einem Koérper niederer Temperatur auf einen Kérper hdherer Temperatur ist. (CLAUSIUS, 1850)
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1.7 Reversible Prozessfiihrung A\‘(".
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Im Gegensatz zu irreversiblen Zustandsénderungen kénnen reversible Zustandsanderungen
riickgangig gemacht werden, ohne dass in der Umgebung Anderungen zuriickbleiben.

Eine Zustandsénderung ist genau dann reversibel, wenn das thermodynamische System in
jedem Moment im thermodynamischen Gleichgewicht ist.

Zur ndherungsweisen Realisierung reversibler Zustandsanderungen im Experiment mussen die
Prozesse sehr langsam durchgefiihrt werden.

Schlussfolgerung: Reversible Prozesse sind nur ndherungsweise realisierbar. Sie sind
ein theoretisches Konzept!
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Beispiel: Volumenanderung A\‘(".
lF/A p.ET ]
A [ ]

Prozessfiihrung

i

Vo \A
Reversible Prozesse (p = F/A): Reale (irreversible) Prozesse:
F
Wy = —-Fdh = -pdV |. Expansion : 2P = Wi < Weey
V4 F
Wiy = —/ p(V)dv Il. Kompression : a >p = Wi > Wy
Yo

Im Grenzfall unendlich langsamer Prozessfiihrung fallen die Kurven | und Il mit p(V) zusammen.
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Beispiel: Ist reversibler Warmeaustausch moglich? &‘(IT

Der 2. Hauptsatz und das thermische Gleichgewicht zweier Systeme verlangen T = const

dT =0 = 0Q=06Qry

Realer Prozess: Es flie3t Warme nur
® in endlicher Zeit, und
® wenn ein Temperaturgradient existiert, AT > 0.

SchluBfolgerung: Reversibilitat wird auch hier nur durch unendlich langsame
Prozessfiihrung (t — oo) exakt erreicht.

Anmerkung: Das Druckgleichgewicht stellt sich weit schneller ein als das Temperaturgleichgewicht.

31 WS 2020/21 A. Naber — Thermodynamik Institut fir Angewandte Physik

1.8 ZustandsgroBen und Integrabilitatsbedingung A\‘(IT

ZustandsgréBen sind unabhangig vom Prozess,
der den Zustand herbeigefihrt.

Isolinien F(x,y)

Vi Xn Yo

+dy)
Bedingung: Gegeben sei F(x, y) (z.B. Héhenkarte). Xn yo BOx+dx,Y,)

A(x,y) und B(x, y) sind die Steigungen entlang x vol
bzw. y. Dann qilt xn )
dF = A(x,y) dx + B(x,y) dy

Aus der Wegunabhangigkeit folgt

=)

A , d B d g dv=A s d d B s d
(X0, o) dx+B(xo+ dx, yo) dy = A(Xo, Yo+ dy) dx+B(xo, o) dy dB(x,y) 9A(x,y)

B(xo+dx, yo) = B(x0, yo) _ A(x0, Yo+ dy) —A(Xo, Yo) ox y
dx dy
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Integrabilitatsbedingung AN{]]

»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»

Die Bedingung kann auch abgeleitet werden mit einer Funktion F(x, y), von der bekannt ist, dass sie
integrabel ist. Ihr vollstandiges Differential ist:

F F

dF:(a—) dx+(a ) dy .

ax ), ay ),
——— S~——

A(X, y) B(x,y)

Die Reihenfolge zweier aufeinander folgender Ableitungen muss zum selben Ergebnis flhren:

°F oF oF p) p)
= 2 Alx.y) = < B(x, v
axay ay(ax) (ay) = y x.y) X (x.y)
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Konsequenz ﬂ(".

U, T und V sind ZustandsgréBen. Wir nehmen an, T und V legen den Zustand aller weiteren
ZustandsgroBen eindeutig fest. Dann gilt fiir die Funktion U(T, V):

=Y} ar+ () av.
at ), v,

Anwendung: Das Differential
® berechnet Ubergange zwischen Gleichgewichtszustanden.
® beschreibt fir den Durchgang von Zwischenzustanden einen reversiblen Prozess.

® jstimmer anwendbar, wenn Anfangszustand und Endzustand im thermodynamischen
Gleichgewicht sind, unabhangig vom tatsachlichen Prozess!
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Beispiel: Warmekapazitat C, A\‘(IT
1. Hauptsatz: dU=6Q+5W ; W =—pa dV

SW ist die am System geleistete Arbeit durch auBeren Druck ps. Wenn die Prozessfiihrung sehr
langsam geschieht, gilt mit p ~ pa

dU=6Q-pdV  undfiardV=0: dU=6Q=C, - dT.

ou
Vergleich mit dU(T, V) ergibt C, = (—)
oT |y

Wir haben C, durch ZustandsgréBen ausgedriickt. Dieser Ausdruck kann als allgemeine Definition
von C, dienen.
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Kapitel 2 A\‘(IT

Q Das ideale Gas
@ Die allgemeine Gasgleichung
@ Definition des idealen Gases
@ Innere Energie und Warmekapazitat
@ Reversible adiabatische Zustandsanderung
@ Reversible isotherme Zustandsénderung
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2 Das ideale Gas
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Ein Gas mit Volumen V, Temperatur T, Druck p
und Molzahl n ist in einem Zylinder mit einem be-
weglichen Stempel mit Flache A eingeschlossen. Im
Kraftegleichgewicht gilt p = F/A.

Experimentelle Teilaussagen:

1
n, T const p o v (BOYLE-MARIOTTE, 1662 u. 1676)
n, V const p o« T (AMONTONS, 1702)
n, p const V. = VW +y T(in°C)) (GAY-Lussac, 1802)
T, p const V « n (AVOGADRO, 1811)
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2.1 Die allgemeine Gasgleichung A\‘(IT
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Folgerungen

® AMONTONS und GAY-LUSSAC haben einen absoluten Nullpunkt der Temperatur postuliert
(GAY-LussAc fand —267°C).

® Die Expansion der Gase ist stoffunabhangig (GAY-LUSSAC und AVOGADRO).

® Die Kombination der experimentellen Resultate fihrt mit der universellen Gaskonstanten R und
auf Basis der absoluten Temperaturskala (in K) zu

pV =nRT . R=831-1_ Allgemeine Gasgleichung

mol K

Fir viele Gase bei niedrigen Dichten ist die Gleichung eine gute Beschreibung. Sie ist aber u.a.
nicht imstande Phaseniibergange zu erklaren.
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2.2 Definition des idealen Gases A\‘(".
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Mit Teilchenzahl N = n- Na und R = Ny k lautet die allgemeine Gasgleichung
pV = NkT

Reale Gase erfiillen die allgemeine Gasgleichung nur ndherungsweise. Daher

Definition des idealen Gases

Die allgemeine Gasgleichung wird von idealen Gasen erfiillt.

Im Modell atomarer Teilchen (kinetische Gastheorie) ist ein Gas ideal, wenn
® das Eigenvolumen der Teilchen vernachlassigbar klein ist.
® zwischen den Teilchen die Wechselwirkung verschwindend klein ist.
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2.3 Innere Energie und Warmekapazitat ﬂ(".
Experiment: Irreversible adiabatische Expansion (GAY-LUSSAC, 1807; JOULE, 1845)

ﬁ Scheidewand
|

Q=0
Expansion
= adiabatischer
Prozess

Vv, T, Vakuum Vo, T,

Ein ideales Gas ist durch eine Wand S von einem Vakuum getrennt. Das System ist thermisch isoliert.
Nach Entfernen von S (ohne Arbeit, W = 0) zeigt die Messung keine Temperaturanderungen:

AT = Tg—T120
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Irreversible adiabatische Expansion &‘(lT

Schlussfolgerung aus AT = 0 nach Expansion AV > 0

u = U (abgeschlossenes System)
dUu = C,dT
ou U
dU = (—=| dT+[—] dV=0 —
aT )]y, v/, T , ,
Cy =0! 0
[ Die innere Energie U idealer Gase héngt nur von der Temperatur T ab. ]

Wir werden spéater sehen, dass die allgemeine Gasgleichung diese Eigenschaft beinhaltet.
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Warmekapazitat idealer Gase flir konstanten Druck A\‘(".

Karlsruher Institut fir Technologie

Aufgrund des 1. HS gilt bei konstantem Druck (dp = 0)

oQ

dU-8W = C,dT +pdV

() -(2),
p Py

dp=0

— 6Q = dTr

oV
Cvrp (ﬁ)
p

dv
oT

Far die partielle Ableitung erhalten wir mit der allgemeinen Gasgleichung

nRT (av) nR
V: _— = — = —
p oT o P
also
oQ
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Eigenschaften idealer Gase ﬂ(".

Zusammenfassung
Thermische Zustandsgleichung : pV = nRT
Kalorische Zustandsgleichung s U(T) = fOT Cy,(THdT’
Warmekapazitat bei konstantem Druck : Co(T) = C,(T)+nR

Im Rahmen der kinetischen Gastheorie (Gleichverteilungssatz) werden wir spéater die
Wérmekapazitédt C, und die innere Energie U genauer bestimmen.
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2.4 Reversible adiabatische Zustandsanderung A\‘(IT

Das Gewicht m wird durch den Druck p des Gases hochgedriickt. Wie andern sich T und V eines
idealen Gases fir einen reversiblen adiabatischen Prozess (6§Q = 0)?

dU = 6Q+ W - ’_O_‘ —
nRT m Expansion
C,dT = 0-pdV == ——
Kompression
Cvd—TT = —an—VV ; nR=Cp—-Cy "
T Cp-Cy dV
T ¢ v

Mit dem Adiabatenkoeffizienten x erhalt man nach Integration die Poissongleichungen

C
K= —2 T-V*! = const P V¥ = const
Cy
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Beispiel: Fahrradpumpe A\‘(IT

Beim Aufpumpen eines Fahrradreifens wird das Volumen Vg der Luft in der Pumpe auf ein Drittel
reduziert, V = V,/3. Wie hoch ist dann die Temperatur T der Luft?

TV = TV 5 T
T = T (E)H k| =2
v b )
Zahlenwerte: To = 293K, Vy/V =3, k = 1.4 (flr Luft) -
—  T=455K und AT =162K 1“‘ ;;
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2.5 Reversible isotherme Zustandsanderung &‘(IT

Das Gas ist im thermischen Gleichgewicht zu einem (unendlich M —dm
grof3en) Wéarmebad, das die Temperatur T im Gas konstant halt
— dT =0.

dU = Qe + IWiey

5Wrev =—0 Orev

du C,dT =0

T=const

® Die Temperatur des Wéarmebades bleibt gleich.
® Die innere Energie U des Gases bleibt gleich.

® Die am Gewicht geleistete Arbeit wird als thermische Energie vollstandig dem Warmereservoir
entzogen. (Das Gewicht M wird um jeweils dm verandert und als Folge gehoben oder gesenkt.)
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Diskussion A\‘(IT

Mit der gewonnenen potentiellen Energie kann die Temperatur eines anderen Gases erhdht werden.
Widerspricht das dem 2. Hauptsatz? Nein, Gas und Warmebad haben nun andere Zustéande.

Die dem Gas bei Expansion Vy — V; entzogene mechanische Energie und zugefiihrte Warme sind

av
5VV1-QV = —pdV = —nRTT
v V
= Wy = —nART In|[— und  Quy = +nRT In|—
VO Vo

Bei Riickkehr zu V, wird die potentielle Energie wieder vollstandig in thermische Energie des
Warmebades umgesetzt. Gas, Warmebad und Gewicht sind wieder in ihren Ausgangszustéanden

— Reversibilitat
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Kapitel 3 A\‘(IT

Q Die kinetische Gastheorie
@ Grundlagen
@ Computer-Experimente: Simulationen
@ Gleichverteilungssatz

@ Anwendungen
@ Die thermische Zustandsgleichung
@ Die MAXWELLsche Geschwindigkeitsverteilung
@ Barometrische H6henformel
@ Die mittlere freie Weglange
@ Molekulare Effusion

@ Entropie und Wahrscheinlichkeit
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3 Die kinetische Gastheorie

Karlsruher Institut fur Technologie

3.1 Grundlagen

Die kinetische Gastheorie begriindet die Eigenschaften von Gasen durch mechanische
Wechselwirkungen von submikroskopischen Teilchen (Atome und Molekdle).

® Thermodynamische GroBen (Druck p, Temperatur T) werden auf Mittelwerte
physikalischer GréBen (Impuls, Energie) sehr vieler Teilchen (N ~ 10%%) zuriickgefiihrt.

® Es wird angenommen, daf3 die Teilchen untereinander und mit den Wanden elastisch
stoBBen.

® Die Teilchen sollen im betrachteten Volumen keine bevorzugte Position oder
Bewegungsrichtung haben.

Es ist charakteristisch, dass mit wachsender Teilchenzahl N die Unkenntnis der mikro-
skopischen Verteilung zunimmt, aber die relativen Schwankungen der makroskopischen
Mittelwerte kleiner wird.
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Beispiel: Schwankungen der Teilchenzahl A\‘(".
Wir betrachten die Teilchenzahl nim Teilvolumen v. ':-'-.'-;-'1."--:_."-.'.'-' i

® Wie grof3 ist die mittlere Zahl n ?
@ Wie grof3 ist die mittlere Schwankungsbreite s ?

Die Wahrscheinlichkeiten p und g, ein bestimmtes Teilchen
innerhalb oder auBerhalb von v zu finden, sind

Wir nummerieren die Teilchen von 1 ... N. Die Wahrscheinlichkeit wy, genau diejenigen Teilchen
mit Nummern 1. .. nim Teilvolumen v zu finden, ist dann

wi=p"-q""
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Beispiel: Schwankungen der Teilchenzahl A\‘(".

Karlsruher Institut fir Technologi

Die Anzahl verschiedener Kombinationen von n beliebigen Teilchen ist

Ny N
(n) ~ (N=n)!n!

Dann ist die Wahrscheinlichkeit, genau n beliebige Teilchen in v zu finden
N N
_ n N—-n ; _ N _
w(n)—(n)pq mit Zow<n)—<p+q> = 1
n=
Zur Berechnung von 1 wenden wir die Operation p - d/dp auf beiden Seiten der Gleichung an
mit dem Ergebnis (bei Verwendung von p+ g=1)

8W(n)_ N n—-1 N-n _

a =p (n) np"'q = nw(n) N

N F;:V.V
A=Y nw(n=Np(p+q"' = Np

n=0
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Beispiel: Schwankungen der Teilchenzahl ﬂ(".
Zur Berechnung von 2 wenden wir p - 3/dp ein zweites Mal an:
- N
? o= > rfwn) = Np(p+q" ' +N(N-1)p? (p+ "2 = A+ - 7ip
n=0

Dann folgt fiir das mittlere Schwankungsquadrat mit p < 1

s = n-n" =n-pn ~ n

=S = Relative Schwankungsbreite

S »

Fiir sehr groBe n kann die Schwankung vernachlassigt werden (A = 10> = s/n=10""").
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Mechanisches MaB flir den Druck A\‘(IT

Der Druck p wird durch den Impulstibertrag AM der Teilchen auf die Wand bei der Reflexion
berechnet. Zeigt die Normale der Flache A in x-Richtung, dann ist

AMX = 2mVX
Durch zeitliche Mittelung Uber At erhalt man die mittlere Kraft und damit den Druck

,—_-X _ Zi A,\/Ix,i
At

Nl

Gibt es auch ein mechanische MaB fiir die Temperatur?

53 WS 2020/21 A. Naber — Thermodynamik Institut flir Angewandte Physik
3.2 Computer-Experimente: Simulationen A\‘(IT
Modell

® “Harte” Kugeln ohne Reibung (keine ,inneren” Freiheitsgrade); nur elastische StdBe; keine
Rotation (Punktkontakte).

® Feste Teilchenzahl N in einem Volumen V mit harten Wénden.
® Nur Newtonsche Gesetze; Impuls- und Energieerhaltung

® Einschrankung auf 2 Dimensionen (Scheiben): kein prinzipieller Unterschied zu 3D,
aber bessere Performance (héhere Rechengeschwindigkeit).

Simulationen zur Reversibilitdt und Energieverteilung
® [rreversible adiabatische Expansion (Uberstromversuch)
® |rreversible und reversible Kompression
@ Bestimme Verteilung der Energie auf die Teilchen (mittlere Teilchenzahl pro Energieintervall)
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Computer-Experimente: Simulationen

Karlsruher Institut fur Technologie

Ergebnisse zur mittleren Gleichgewichtsverteilung der Energie
® Die Energieverteilung ist eine Exponentialfunktion.

® Die Mittelung Uber alle Teilchen und fiir einzelne Teilchen lber die Zeit sind gleich:
Scharmittel = Zeitmittel.

@ Alle Teilchen haben dieselbe mittlere Energie Ey;,, unabhangig von Grée und Masse.
® Die innere Energie ist U = N - Eyj,. Damit ist Ey;, eine intensive ZustandsgroBe.

Die mittlere kinetische Energie einzelner Teilchen kann die Temperatur T représentieren. ]
55 WS 2020/21 A. Naber — Thermodynamik Institut fir Angewandte Physik
3.3 Gleichverteilungssatz A\‘(".

Karlsruher Institut for Technologie

Das Ergebnis der Simulationen ist ein zentrales Ergebnis der Statistischen Mechanik. Es kann zur
Definition der absoluten Temperatur dienen (vgl. Definition in Kap. 1.4).

Jeder Freiheitsgrad eines Systems hat im thermodynamischen Gleichgewicht die
mittlere Energie  k T .

® Die Zahl f der Freiheitsgrade eines Teilchens entspricht der Anzahl seiner voneinander
unabhangigen Bewegungsmadglichkeiten (z.B. Translationen und Rotationen). Einer Schwingung
werden zwei Freiheitgrade zugerechnet (pot. und kin. Energie).

® Der Satz wird in der Statistischen Mechanik streng bewiesen.

® Die Konstante k bestimmt die Skala der Temperatur. Fir die Sl-Einheit der Temperatur (Kelvin)
ist k die BoLTzMANN-Konstante.
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Energie und Warmekapazitat idealer Gase A\‘(".
Mit der Zahl der Freiheitsgrade f ist die mittlere kinetische Energie pro Teilchen

_ 1 = f 1 mv2

Ekin:§mv2:§kT = TZ?T

Innere Energie und Warmekapazitaten sind dann

f f f f+2
UZENKTZEnRT CVZEnFi’ Co=——nR

Fir den Adiabatenkoeffizienten x folgt

Ch f+2
o= 2P _

~c, f
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Beispiel: Freiheitsgrade und Adiabatenkoeffizienzen ﬂ(".

Freiheitsgrade Adiabatenkoeff.
Molekiil | Trans | Rot | Vib | Alle | ¢,/c, | Exp.
He 3 0 0 3 1.66 1.66
Ns, O, 3 2 0 5 1.40 1.40
H,O 3 3 0 6 1.33 1.33
CO, 3 2 2 7 1.29 1.30
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Beispiel: Festkorper A\‘(IT

1 mol ' K
\

30

20

Jedes Atom hat f=6 Freiheitsgrade, drei der kinetischen Energie
und drei der potentiellen Energie. Also sind

10

DULONG-PETIT-
Gesetz U 100 200 T/K

U=3nRT C,=3nR

. L . GERTHSEN Physik
Bei tiefen Temperaturen ist in vielen Festkérpern C, o T3.
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3.4 Anwendungen A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

3.4.1 Die thermische Zustandsgleichung

Ein Gas im thermodynamischen Gleichgewicht bestehe
aus sehr vielen Teilchen der Masse m. Die TeilchengréBe
sei vernachlassigbar klein. Ziel der Rechnung ist die Ver- A
knlpfung der ZustandsgréBen p, V, T und N.

Der Druck auf die Flache A betragt

0 %
Im Zeitintervall dt stoBen dN; Teilchen mit Impuls M;, = mv, in x-Richtung mit dem Kolben und
bewirken den KraftstoB (Impulserhaltung bei Reflexion an Wand)

Fix dt = 2 M dN;
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Die thermische Zustandsgleichung

Karlsruher Institut

Die Teilchen dN; mit Geschwindigkeit vy sind dx = vy dt = M dt/m e vt
vom Stempel entfernt und die Halfte davon (blau) bewegt sich im Mittel —
nach rechts. Dann gilt °
o ®
dng  1dv 1A 1 A My dn; 00
N; 2V 2V 2V m m  Fi °o®
(e}
[ ]
Fix _ Ni My <l
1 = — = — —
P="2=V m o °

Fir den Gesamtdruck p erhalt man dann
i v i m
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Die thermische Zustandsgleichung

Institut fir Angewandte Physik

fur Technologie

AT

Karlsruher Institut for Technologie

Da keine Richtung ausgezeichnet ist, gilt fir die mittlere kinetische Energie

Ekin

ZN

iy
N
2m 2m 2m) Z

Zusammen mit dem Gleichverteilungssatz erhalten wir dann die thermische Zustandsgleichung:

2
PV=§Ekin

— pV=NkT oder pV=nRT

3
Ein==NKT
2
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T

Karlsruher Institut fir Technologie

2D-Simulation: Zustandsgleichung

hPa nm hPa nm
3500 T S ™ol
s000f ¢ Simulation ] 50000F e Simulation .
— Gasgesetz [ — Gasgesetz ]
2500 ] 40000F :
2000 | B [
30000 —
1500 |- B [
20000} ;
1000 |- B [
d=0.1nm r d=0.1nm 1
o m=4u N 10000+ m=4u -
500 N =120 i T=300K
V = 4786 nm® ] 5 V = 4786 nm’
Y r N R R A o] A Ll ! ! et
0 200 400 600 800 1000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Temperatur T/ K
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Teilchenzahl N

Institut flir Angewandte Physik



3.4.2 Die MaxwEeLLsche Geschwindigkeitsverteilung ﬂ(".

2D-Simulation: Energieverteilung 2D-Simulation: Geschwindigkeitsverteilung
0-20*‘\.' ] \ T=1100K
B DataA i 0.20 H DataA
DataB | Tt DataB Data A
0.16 |- ata i ata 1
c ) < . N =500
2 — Theorie o = Theorie
= h\ S 0.15 D =0.4nm
o) o)
E o.12f h\. . = M=4u
2 °
el ] ©
= 008 \ 1 Z0.10 Data B
3 0.08f 7 2 N =500
B ©
% K"‘ , 8 D=0.4nm
o 2 0.05 M=8u
0.04 - R
0.007\””\””\””\‘HmuH\HH\HH‘Lr[ 0.00
0 5 10 15 20 25 30 35 i
Energy in kd/mol Velocity in km/s
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Die MAXwWELLsche Geschwindigkeitsverteilung A\‘(IT

Teile ein System in N gleichartige Teilsysteme ("Ensemble”) im thermischen Kontakt bei der
Temperatur T. Die Gesamtenergie ist erhalten, aber die innere Energie E der Teilsysteme schwankt.

Simulationen (2D)

® Ein Histogramm zeigt die Anzahl N; der Teilchen gleicher Energie E; als Funktion der Energie
— exponentiell abfallender Verlauf.

Theorie

@ Die Exponentialverteilung ist eine grundsétzliche Eigenschaft von Ensembles im thermischen
Kontakt — BoLTzZMANN-Faktor e E/KT.

@ Fir "Besetzungszahlen” Ny und N> von Zustanden mit Energien E; und E; gilt

Ne _ ~(E-E)/kT

N;
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Die MAXwELLsche Geschwindigkeitsverteilung AT

Ziel: Bestimme die Wahrscheinlichkeit dw(v) = f(v) dv, ein Teilchen im Geschwindigkeitsintervall
von v bis v + dv zu finden.

Zwischenschritt: Berechne die Wahrscheinlichkeit dw(V), ein Teilchen in dV’ = dvy dv, dv;
bei v = (vy, vy, V) zu finden. Die Wahrscheinlichkeiten bzgl. der Komponenten sind voneinander
unabhangig, die Gesamtwahrscheinlichkeit ist ihr Produkt. Also

dw, o« e BT dy, B = ITmv2
—E, /KT E 12 7 . :
dw, oce ™/ dv, ;E, =;my; dw (V) o< dwy - dwy - dw;
dw, «e &/ Tdy, E,=1mv?
. , N )
und mit v® = vZ + v + vZ sowie Konstante K: dw(v) = K- e ™ /26T qu, dv, dv,
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Die MAXWELLsche Geschwindigkeitsverteilung

Karlsruher Institut fur Technologie

Im Geschwindigkeitsraum liegt die Menge der Zustande mit

v = \JVZ+ V7 +VZ in einer Kugelschale mit Radius v und

Dicke dv. Fir diese gilt

dv’ dvydvydv, = 4rx v2dv

Schale
f(vydv = K-4rxv? o~MV2/2KT 4,

Normierung (Gesamtwahrscheinlichkeit ist Eins),

0 m \3/2 i im v-
/ fVdv=1 = K= ( ) Zustandsdichte im v-Raum
0 2rnkT
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Die MAxwELLsche Geschwindigkeitsverteilung A\‘(".
m \3/2 2 _—mv2/2kT 1':07‘ ]
f(v) = (ZnT') 4rvee x10’1257 Helumgas |
— 77K ]
— 300K ]

Die Breite der Verteilung skaliert mit
0.75

f(v)

kT
o = —_— 0.50
m

Die Verteilung ist eine Dichtefunktion. o

0.00-

S SRS SRS SS R
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

. H. — 1
Einheit: [f(v)] = m_/s Geschwindigkeit v

MAXWELL-Verteilung von Helium

m/s

Diskussion: Dampfdruck etc.
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Mittelwerte thermischer Geschwindigkeiten A\‘(".

Karlsruher Institut fir Technologi

Wahrscheinlichste Geschwindigkeit
(Maximum der Verteilung)

1.50F ‘ 9
x10° S | Heliumgas |

o \/m 1.25:— —_ 300K—:
! m 1.00f Vo (v) (VD 1

Mittlere Geschwindigkeit

—~ 0.75} 7]

[eN] 2 '-0% [ ™ ]

(v) = /0 vi(v)dv = ﬁvw = 113 vy 0.50; f
0.25?— 1

Mittelwert des Geschwindigkeitsquadrats

O'Ooi\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\;
—c 2 Eiin 3 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
2 = _— = — =
(V) = N m \/;VW 1.09(v) Geschwindigkeit v m/s
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Messung der Maxwellverteilung

Karlsruher Institut fur Technologie

Detektor

Ofen

P. Tipler, Physik
Rev. Sci. Instrum. 81, 106107 (2010)

300

o
°
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2601 - - - - Maxwell-Boltzmann distributon | |7 Theory et 0 g
240 — 0.084 E E 150.
— 220 2 23 y
3 200 3 b B
S, 180 ~ 0.064 100 150 200
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2 100 © 004 Ly ¥ .
Masse 1 614u £ w0 @
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3.4.3 Barometrische Hohenformel ﬂ(".

Karlsruher Institut for Technologie

Es sei V ein kleines Volumen in der Héhe z der Erdatmosphare. Mit der potentiellen Energie
Epor = mgz eines Molekils im Gravitationsfeld ist die Wahrscheinlichkeit, in V ein Molekdl zu finden

9(z2)dz o e MK 4z

Fir zwei gleiche Volumina in Héhen 0 und h gilt dann fir
T = const und pV = NkT h—+ |V | P,N;
g(h) _ N(h) — o~mah/KT
9(0)  No
0 —+— 1% P(), N()

p(h) = po - e~ MK
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Barometrische Hohenformel ﬂ(".
Mit der Dichte pg am Erdboden kann der Exponent geschrieben werden als

mgh ~ Nomgh  pogh

kT V. po Po

Barometrische
— pn . e P09N/ o
p(h) =po-e Hoéhenformel

Beispiel: Fir trockene Luft (pp = 1.2g/L, T = 15°C, pp = 1013 hPa) erhalt man:
ho = 22 = 8.5km.
pog
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3.4.4 Die mittlere freie Weglange S‘(IT

2D-Simulation: Freie Weglédnge als Funktion der GréRe
175

T T - ] T=300K
® Simulation Fitfunktion: ] N = 1000
15.0F . ] _
— Fit Md)=Asd m=4u
c V = 4800 nm?
< 125F From d = 0.100000 7
c - To  d=1.000000
° StdDev = 0.022389
()] i
5 10.0} A = 1.718 £ 0.002 7
3-’ 4
()
= 7sf . N
2 Erwartung fur 3D
w
5.0f -
1
Ao —
2.5 ] ad?2
L | L L L | L L L | L L L L L L 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Durchmesser d in nm
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Die mittlere freie Weglange A\‘(IT

Eine endliche GroRe fiihrt zu Stdéssen zwischen den Teilchen. Wir bestimmen die mittlere Weglange A
zwischen zwei StéBen und idealisieren die Teilchen dazu als Kugeln mit Durchmesser d.

Dann ist ihr StoBquerschnitt

o=nd

Bewegt sich ein Teilchen um eine Strecke / weiter,

dann Uberstreicht es ein Zylindervolumen sz )
Vy=0-1 (d <) !

Die Zahl der Teilchen N, in diesem Volumen im Verhaltnis zur Gesamtzahl N ist

N, v, N

z_ 2z = .5/

N v = N, v o
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Die mittlere freie Weglédnge A\‘(IT
Wird die Zahl N, ~ 1, dann findet im Mittel ein Stof3 statt, also

N 1

— 01 =1 = A=

N
4 (V)

Die Teilchen wurden als ruhend angenommen. Bertcksichtigt man ihre Relativgeschwindigkeit, gilt

A= ;. o=nd Mittlere freie Weglénge

<l=|—

V2(§) o

Die Zahl der unabgelenkten Teilchen als Funktion der Laufstrecke x ist gegeben durch

N(x) = Np e/
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Simulation (2D): Weg eines einzelnen Teilchens

Karlsruher Institut fur Technologie
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3.4.5 Molekulare Effusion (T

Karlsruher Institut for Technologie

Durch kleine Offnungen in einer GefaBwand kénnen Gasmolekiile entweichen. Im Mittel ist ihre
Geschwindigkeit weit groBer als die mittlere Geschwindigkeit v des Gases. '

Ist die Flache A der Offnung kleiner als die mittlere freie Weglange, gilt fiir den Effusionsfluss
1dN 1 N
—_——_— = —.— .V
Adt 4 V
Die mittlere Energie pro Molekl betragt Ekjn,Eﬂ' = 2 kT. Molekile kleinerer Masse (gréBBeres v) haben

eine hdhere Effusionsrate R:

R M
Gesetz von GRAHAM (1833) 2= /=
R; M,

Anwendung: Isotopentrennung.

Die Wahrscheinlichkeit, die Offnung zu ,treffen®, ist proportional zur Geschwindigkeit!
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Molekulare Effusion: 2D-Simulation A\‘(".

Karlsruher Institut fir Technologie

;m;bm im g ‘ ; [ :
. | 376/ 4401 183.2419:| 124/ 60 274.3188
(= u“ﬁ P T . . 0 S 2

Fartckes

nso [l

size [ 0.100000 | v
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vakme (e [
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start | [ Swp

Ases 800 rem x 6.0 nen
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3.5 Entropie und Wahrscheinlichkeit

Karlsruher Institut fur Technologie

System: Betrachte N gleiche Teilchen im Volumen V. Ny | No

® V seiin ngleichgroBe Zellen Zy, ..., Z, unterteilt.
® Die Teilchen sind von 1... N nummeriert.

® Jedes der Teilchen wird zufallig einer der n Zellen
zugeteilt. In der Zelle Z; sind schlieBlich N; Teilchen.

® Jede der Verteilungen ist gleich wahrscheinlich. N
n

Frage: Wie grof3 ist die Zahl W der Moglichkeiten, genau Ny Teilchen in Zy, No in 25, ... und N,
Teilchen in Z, zu finden?

Manche dieser Zustandskonfigurationen kommt weit haufiger vor als andere. So ist es z.B. sehr
unwahrscheinlich, alle N Teilchen nach der zufalligen Zuteilung in genau einer Zelle zu finden.
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Entropie und Wahrscheinlichkeit A\‘(".
Lésung:

NI

W(N1,N2,---,Nn)=m
. H n-

Far sehr groBe N kann die Zahl W extrem groB3 werden. Wir betrachten daher den Logarithmus von W.
In guter Naherung gilt die STIRLINGsche Formel

INN!'~NInN-N

Es folgt

n
In W = _NZ P InP, . Pi= N; Thermodynamische
N Wahrscheinlichkeit

i=1

Die "Wahrscheinlichkeit” W ist nicht normiert!
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Beispiel: Zwei Zellen A und B mit gleichen Volumina A\‘(".
Es ist
f(x)=—[x Inx—=(1=x)-In(1-x) |
1.0 ‘ ‘ T
InW=—N(PA In Ps+ Pg InPB) i Pa+ Pg=1 f(x)
0.8} .
Betrachte irreversible adiabatische Expansion (vgl. Kap. 2.3) o6l ]
1. Vor dem Entfernen der Scheidewand sind alle Teilchen in A: 0a ]
Pa=1;Pg=0 = InW =0 ' ]
0.2} .
2. Nach dem Entfernen der Wand wird im Gleichgewicht ]
(oo S
Pa=3; Ps=13 = InWo=NIn2 00 02 04 06 08 10

Der Endzustand (2) hat die gré3tmdgliche Zustandszahl — es ist der wahrscheinlichste Zustand.

Die Ruckkehr aller Teilchen nach A ist extrem unwahrscheinlich: Die Expansion ist irreversibel.
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Entropie und Wahrscheinlichkeit

Karlsruher Institut fur Technologie

Die GrofBe In W ist eine neue ZustandsgroBe.

Definition der Entropie

S=klnW

® Sie bestimmt Gleichgewichtszustand und Charakter eines Prozesses (reversibel, irreversibel).
® Die Konstante k ist abhangig von der Temperaturskala (vgl. Kap. 4.2).

@ |V gibt die Zahl der Mikrozustande fir bestimmte Besetzungszahlen Ny, No, ..., Ny in
den n Unterrdumen (Zellen) des Phasenraums gibt.

® Die Entropie ist eine extensive GroBe.

"Es werden die moglichen Mikrozustande (Orte und Impulse aller Teilchen) fir gegebene Randbedingungen gezahlt.
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Zweiter Hauptsatz ﬂ( T

Karlsruher Institut for Technologie

Zweiter Hauptsatz (Neue Formulierung)

In abgeschlossenen Systemen kann die Entropie nicht abnehmen, dS > 0.
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Beispiel: Zwei ideale Gase a und b im gleichen Volumen ﬂ(".
Situation

® Die Gase haben keine Wechselwirkung.
® Die Orte und Impulse der Teilchen von a und b sind unabhangig.

lhre thermodynamischen Wahrscheinlichkeiten werden daher multipliziert.
Wges = W,- W
Sges = kIn(WaWy) = kinW,+kInW

— —
Sa Sy

Die Entropien der Gase werden also addiert.
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Beispiel: Drei GefaBe mit verschieden vielen Teilchen ﬂ(".

In drei gleichen GefaR3en sind Teilchen des gleichen Stoffs mit Molzahlen ny =1, n, =2 und n3 = 3.
Nach Offnen der Ventile stellt sich ein neues Gleichgewicht ein. Berechne die Anderung der Entropie.

n
N.
nW=-N> Pinp Pi=

i=1

Entropie zu Anfang: Mit ng.; = 6 wird
1 2 3
So=—-R(1In-+2In-+31In-)=6.068R
6 6 6
Entropie am Ende:
2
$1=-R-3-2 Ing =6.592R
Die Entropie ist um 4.354 J/K gestiegen.
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Kapitel 4 A\‘(IT

Q Ph&anomenologische Thermodynamik
@ Entropie und Wéarme
@ Entropie und Temperatur
® Die Entropie des idealen Gases
@ Irreversible Prozesse und Systeme im Gleichgewicht
@ Der 3. Hauptsatz
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4 Phanomenologische Thermodynamik A\‘(IT

geht von keinem speziellen (atomaren) Modell aus (im Gegensatz zur kinetischen Gastheorie).
bezieht die Begriffsbildung direkt aus dem Experiment.

operiert nur mit makroskopischen GréBen.

basiert auf den fundamentalen Hauptsatzen (experimentelle Erfahrungstatsachen).

ist Grundlage der Energie- und Chemietechnik (Verfahrenstechnik).

Grundlegende Begriffe wie Temperatur, Warme und Entropie werden im Folgenden
auf allgemeinere Weise als in in den vorherigen Kapiteln begriindet.
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4.1 Entropie und Warme ﬂ(".

Warme: Was wissen wir?
® Sie ist eine ProzessgroBe.
® Sje transportiert Energie, dU =6Q — pdV.
@ Sie flhrt in einem irreversiblen Prozess zum thermischen Gleichgewicht.

Welche ZustandsgroBe kann die Warme reprasentieren?

® Gibt es eine ZustandsgroBe "Warmeenergie” Q’? Nein — verschiedene Energieformen kénnen sich
ineinander umwandeln (formaler Beweis mit Integrabilitatsbedingung).

® Ein guter Kandidat ist die Entropie: sie fiihrt ebenfalls in einem irreversiblen Prozess zu einem
Gleichgewichtszustand (maximale Entropie).

88 WS 2020/21 A. Naber — Thermodynamik Institut fir Angewandte Physik

Gibt es eine ZustandsgroBe "Warmeenergie”? A\‘(lT

Fir die differentielle Warmezufuhr gilt mit dem 1. Hauptsatz
6Q=dU+pdVv
Annahme: Es gibt zur ProzessgroBe Q eine ZustandsgroBe Q' (T, V). Fir ein ideales Gas ist dann
dQ" = A(T,V)dT+B(T,V)dVv
AT,V) = CAT) ; B(T,V) = niT
Offenbar ist die Integrabilitatsbedingung nicht erfiilit,

JA(T, V) dB(T, V)
oV aT

denn die linke Seite wird identisch Null, aber die rechte Seite im Allgemeinen nicht.
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Entropie und Warme &‘(lT

Karlsruher Institut fir Technologie

Die Entropie ist eine ZustandsgroBe.
Wir kdnnen daher die innere Energie U formal als Funktion von S und V schreiben, also

aw=(Y) as+(Y) av
s/, Pl

Wir nehmen versuchsweise an, der erste Term entspricht im thermischen Gleichgewicht der
Wirme Q... Adiabatische Bedingungen (§Q = 0) bedeuten dann dS = 0 in Ubereinstimmung
mit der Forderung zur Maximierung der Entropie.

Folgerung Unter adiabatischen Bedingungen ist bekanntlich (Kap. 1.7)

dU =-pdV = -_(Y
=P P="\ov),
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4.2 Entropie und Temperatur ﬂ(".

U
Welche Bedeutung hat die partielle Ableitung (%) ?
1%

Uberlegung: Zwei Teilsysteme in einem abgeschlossenen System sind im Gleichgewicht:

U = U +U V = const
U, S, U, S,
S = Si(U)+S(Us) = const
dS _ ds dS dt, _ dS;_dS
du; — duy  dU, dUy AUy dUs

Die Bedingung fiir ein Maximum der Entropie, dS = 0, wird damit

ds; ds, Die Gleichheit der Ableitungen ist Ausdruck
FI = FTTN des thermodynamischen Gleichgewichts!
1 2 (Das war die einzige Forderung.)
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Entropie und Temperatur A\‘(".

Folgerung: Der Ausdruck dS/ dU erflllt alle Anforderungen fiir den Temperaturbegriff!

Definition der Temperatur

Vorteil: Im Gegensatz zur Definition in der kinetischen Gastheorie (Gleichverteilungssatz) nimmt diese
keinen Bezug auf ein spezielles (atomares und/oder statistisches) Modell.
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Entropie und Temperatur A\‘(".

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Einsetzen der Definition in das Differential dU(S, V) der inneren Energie fihrt zur

Grundrelation der Thermodynamik

Das totale Differential beschreibt
dU=TdS-pdV reversible Prozesse.

Mi dem 1. HS fir reversible Prozesse dU = §Qiey + 6 Wiy folgt dann

_ O Qrev

ds T

CLAuUSIUS (1865)

Fir irreversible Prozesse gilt dagegen 6Qyy < T dS.
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4.3 Die Entropie des idealen Gases S‘(IT

Das Differential fur die Entropie lautet entsprechend der Grundrelation
as=Lau+Rav
T T

Einsetzen der bekannten Relationen fiir das ideale Gas flhrt zu (nachrechnen!)

dU = C,dT
NkT = S(T,V)=CyInT+ NklnV + const
%
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Die Entropie des idealen Gases A\‘(IT

Uberlegung zur Bestimmung der Integrationskonstante von S(T, V)

Im Volumen V sind N Teilchen. Eine Wand N,V
wird eingeschoben (ohne Arbeit!) und trennt reversibel
zwei Systeme. Der Prozess ist reversibel, D
d.h. die Entropie S bleibt ungeéndert.

Folgerung: Es kann nur das Verhaltnis /N in die Entropie eingehen, also
mit In(V/N) =InV = InN:

S(T,V)=C,InT+NkinV-NkinN+o

Die Entropiekonstante o geht in Vorgénge ein, bei denen Molekile aus dem Gas ausscheiden (z.B.
Kondensation, chemische Reaktion).
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Beispiel: Mischungsentropie A\‘(IT
Zwei verschiedene Gase A und B sind in verschiedenen A A O
Volumina V4 und Vg, die durch eine Wand getrennt sind. e ° ® .

o o [ )
Esgilt Na/Va=Ns/Vs und Ta= T o Aval B

Wie d@ndert sich die Gesamtentropie nach Entfernung der Trennwand?
Mit S = Sp+ Sgund V = V4 + Vg folgt
AS = ASA + ASB

4 14 N N
= Nagkln— +Ngkln— = Nakln— + Ngkln—
A nVA B nVB A nNA B nNB
Und somit AS =k (NInN—=Npln Ny—NglIn Ng)
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Warum steigt die Entropie mit der Temperatur?

Karlsruher Institut fur Technologie

Betrachte die Verteilung der Zustande im Phasenraum.

Erinnerung

® Der dynamische Zustand eines Systems wird durch einen Punkt im Phasenraum
eindeutig abgebildet.

® Der Phasenraum hat N - f Freiheitsgrade und damit 2N - f Dimensionen (Orts- und
Impuls-Koordinaten).

Bei einem ideales Gas gilt fir die Wahrscheinlichkeitsdichte:

im Ortsraum: homogen (keine Anderungen mit T)
im Impulsraum: MAXWELL-Verteilung
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Warum steigt die Entropie mit der Temperatur? &‘(lT
P,
Das fiir ein System erreichbare Volumen im T,

Phasenraum wéachst mit T,
Varianz o® o T ..

weil die kinetische Energie mit der Temperatur
wachst.

Wahrscheinlichkeitsdichte der Teilchenimpulse

Das unter den gegebenen Randbedingungen (Volumen, Temperatur, etc.) eingenommene
Phasenraumvolumen Q ist ein Maf fur die Zahl der erreichbaren Zusténde und damit fir
die Entropie, S = k In Q.

98 WS 2020/21 A. Naber — Thermodynamik Institut flir Angewandte Physik

4.4 Irreversible Prozesse und Systeme im Gleichgewicht A\‘(".

Karlsruher Institut fir Technologi

Gegeben sei ein Kérper K mit innerer Energie Ux = C Tk und Anfangstemperatur Tx = T4. Er wird in
Kontakt gebracht mit einem unendlich groBen Warmereservoir der Temperatur To # T1.

Wie dndert sich die Entropie des Gesamtsystems?

Feststellungen
® Der Prozess lauft spontan ab bis Tx = Ty, ist also irreversibel.

® Das Gesamtsystem ist anfangs nicht im thermischen Gleichgewicht, d.h. das Differential
dU = T dS - pdV kann nicht auf das Gesamtsystem angewendet werden.

Ausweg

® Zerlege das Gesamtsystem in Teilsysteme, die jeweils sowohl im Anfangs- als auch im Endzustand
im thermodynamischen Gleichgewicht sind.

® Die ZustandsgréBen sind wegunabhangig! Bestimme diese in den Teilsystemen Uber einen
reversiblen Ersatzprozess.
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Irreversible Prozesse und Systeme im Gleichgewicht &‘(IT

Mit diesem Vorgehen erhalten wir folgende Lésung:

Korper K

LA i}

1
dSk = — dUx =cZ ASk = C
K= 7 4K T 7 K /T1 T To

Warmereservoir W (T = Ty = const)

Qw Uk(Tq) — Uk (To)
W To To To

Insgesamt ASges = ASk+ASw

Il

o
—_——

| =

|

|

| =
S —

Far Ty # To folgt dann AS,.s > 0 (nachrechnen!). Der Prozess ist damit irreversibel.
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Beispiel: Irreversible adiabatische Expansion idealer Gase A\‘(IT

Mit der Randbedingung dU = 0 (abgeschlossenes System) und der allgemeinen Gasgleichung erhalt
man fir die Entropie

p dv
as = Pav = np ¥
T LAY,

Integration Uber reversiblen Ersatzprozess vom Anfangsvolumen V, zum Endvolumen V; ergibt

i qv Vi
AS:/ nR— = nRIn—
Vo v Vo

Anmerkung Da S(T, V) bekannt ist, hatte man AS = S(Ty, V4) — S(To, Vo) mit Ty = Ty auch direkt
berechnen kénnen.
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Beispiel: Entropie in der Kiiche A\‘(".

Karlsruher Institut fir Technologie

Eine Suppe steht eine Stunde lang auf einer elektrischen Warmhalteplatte bei Ts = 40°C. Der
Stromverbrauch ist 0.01 kWh. Die Temperatur der Kiiche bleibt konstant T, = 20°C.

Bestimme die Anderung der Entropie aufgrund der verschobenen Mahizeit.

® Suppe und Kiche sind zwei Systeme.

® Beide sind im thermodynamischen Gleichgewicht, %
® aber sie sind nicht gemeinsam im Gleichgewicht (Ts # Tk) Q‘ - »

Vorgehen Berechne die Entropieanderungen beider

Systeme getrennt und summiere sie. v ,
L] ‘9
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Beispiel: Entropie in der Kliche
Entropiebilanz

® Die elektrische Platte wandelt die elektrische Energie vollstdndig in Warme um, also
Qe = 0.01 kWh = 36 k]J.

® Die Suppe gibt die erhaltene Warme von der geheizten Platte im Gleichgewicht wieder an die
Umgebung ab (AQs = 0, ATy = 0). Der Zustand bleibt unverdandert = AS;=0.

. . Q
® Die von Suppe und Platte insgesamt abgegebene Warme Q. fihrt in der Kiiche zu ASy = =

Tk
Mit T, = 20°C = 293.15K folgt fir die totale Entropieanderung
_ _ J
ASges = ASk = 122.8 K
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4.5 Der 3. Hauptsatz A\‘(".

Karlsruher Institut for Technologie

(NERNSTscher Warmesatz, 1906)

Die Entropie eines thermodynamischen Systems bei T = 0 ist eine universelle Konstante, die
man zu Null wéhlen kann. PLANCK (1911)

Folgerungen (experimentell bestatigt)

® Der absolute Temperatur-Nullpunkt, T = 0, ist unerreichbar.
Kalterekord (2003): Na-Atome, T = 0.5-107°K.

® Die Warmekapazitaten aller Substanzen verschwinden fir T — 0,

dC
C—0 und ﬁ—)()
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Kapitel 5 A\‘(".

Karlsruher Institut fir Technologie

© Thermodynamische Prozesse
@ Kreisprozesse und Wirkungsgrad
@ Der CARNOTsche Kreisprozess

@ Warmekraftmaschinen
@ STIRLING-Motor
@ OTTO-Motor
@ Gasturbine

@ Kaltemaschinen und Kraftwarmekopplung
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5 Thermodynamische Prozesse ﬂ(".

5.1 Kreisprozesse und Wirkungsgrad . .
Warmereservoir R, T, > Ty

Eine Warmekraftmaschine (WKM) ist ein System, dass in einem
zyklischen Prozess Wéarme in Arbeit umwandelt.

Der zyklische Prozess gewéhrleistet, dass die Maschine kontinuierlich
mechanische Leistung erzeugt.

N

Kaltereservoir R, T«

In einem Zyklus wird dem Reservoir Ry die Warme Qy entzogen. Davon wird ein Teil in Arbeit
W umgesetzt, der Rest wird als Abwarme dem Reservoir Rx zugefiihrt.
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Kreisprozesse und Wirkungsgrad A\‘(IT

Dann gilt offenbar aufgrund des 1. Hauptsatzes (alle GréBen positiv)
W=Qy- Qx

Als Wirkungsgrad definieren wir das Verhéltnis der gewonnenen Arbeit zur hineingesteckien Energie,

W X
T, T T,

Grundlegende Frage: Wie grof3 ist der maximale Wirkungsgrad?

Die ,Arbeitssubstanz” kehrt nach einem Zyklus in den Ausgangszustand zurlick, also

ASps =0
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Kreisprozesse und Wirkungsgrad A\‘(".

Fir die gesamte Entropieanderung ist entsprechend dem 2. HS
ASges = ASAS + ASH + ASK

oS, S >0
Th Tk

Damit wird fir beliebige Prozesse

Qx _ Tk Tk
— > = i <1-=L
on - Ty und folglich n<i

Dieses Ergebnis ist unabhangig von den speziellen Eigenschaften der Arbeitssubstanz.
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Kreisprozesse und Wirkungsgrad

Karlsruher Institut fur Technologie

Far reversible Prozesse gilt der maximale Wirkungsgrad

Wa&hlt man anstatt zwei nur ein Warmebad, also Tx = Ty, dann folgt unmittelbar = 0!

Weitere Formulierung des 2. Hauptsatzes

Es ist unmdglich, eine periodisch arbeitende Maschine zu konstruieren, die weiter nichts bewirkt
als Hebung einer Last und Abkihlung eines Warmereservoirs (perpetuum mobile 2. Art).

MAX PLANCK
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5.2 Der CARNOTsche Kreisprozess

Institut fir Angewandte Physik

AT

Karlsruher Institut for Technologie

Prozessfiihrung: Arbeitsubstanz ist ideales Gas (1 mol)

TA
A B
rf Py R :
@ @
L i
b ©) c
s, s,
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Der CARNOTsche Kreisprozess

@ Reversible isotherme Expansion

T=ThH; Va— Vg I

V Ty
Qu=RTyIn—=2

Va

@ Reversible adiabatische Expansion
TH—>TK;VB—>VC *TY
1

Ty _ Ve . Q=
T« \Vs
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Pa o Adiabate
Pu] Isotherme
Ps
irreversibler
Prozess
Po
PeT
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T

Karlsruher Institut fir Technologie

@ Reversible isotherme Kompression

|

T= TK; Vc—> VD

V.
Qe =RTxIn-2
Vb

@ Reversible adiabatische Kompression

Tk = Th; Vp — Vg N ! R

T _(\/A)K‘1 5Q=0

T \\Wp
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Der CARNOTsche Kreisprozess

Karlsruher Institut fur Technologie

Die Gleichungen aus (2) und (4) fihren zu:
Ve Ve
Va  Wp
Zusammen mit Gleichungen aus (1) und (3) erhélt man dann:

Qu _
Ty Tk

%—E bZW
Qx Tk

Mit S = Q.v/ T ist darin enthalten, dass die Entropie&dnderung Null ist. Es gilt

5Qrev_
o

112 WS 2020/21 A. Naber — Thermodynamik Institut fir Angewandte Physik

Der CARNOTsche Kreisprozess A\‘(".

Karlsruher Institut for Technologie

Historisch gesehen war der CARNOT-Prozess der erste Weg, der zum Begriff der Entropie flhrte
(CARNOT, 1824; CLAUSIUS, 1865). Den Wirkungsgrad n erhalt man wie in Kap. 5.1.

Ergebnisse

® Der CARNOT-Prozess hat den héchsten Wirkungsgrad von allen periodisch zwischen zwei
Warmereservoirs arbeitenden Maschinen.

® Der maximale Wirkungsgrad wird von allen reversibel arbeitenden Maschinen erreicht.
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5.3 Warmekraftmaschinen A\‘(".

Karlsruher Institut fir Technologi

5.3.1 STIRLING-Motor

@ Expansion im @ Kompression im

114 WS 2020/21

heiBen Zylinder
(Tk = Th)

@ Verschiebung
in kalten Zylinder
(isotherm)
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kalten Zylinder
(T — Tk)

@ Verschiebung
in heiBen Zylinder
(isotherm)
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STIRLING-Motor

Das eingeschlossene Arbeitsmedium (z.B. He) stromt
zwischen hei3em und kaltem Reservoir hin- und her.

Kreisprozess: 2 Isothermen und 2 Isochoren.

T
Wirkungsgrad: 5 <1 - X
Th

Besonderheiten

® sehr einfacher Aufbau, kleine Bauform.

® Deliebige, kontinuierliche Warmequelle.

® Nachteil: Zu- und Abfuhr per (langsamer)

Warmeleitung.
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5.3.2 OTTO0-MOotor

l/

Zufuhr —

X AN

Ventile
AN
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Py

— Abgas

Isotherme

SV
\\\\ g

' Isochore

/ E

Institut fir Angewandte Physik

Isotherme

Adiabate

Zindkerze

Kreisprozess: 2 Adiabaten und 2 Isochoren.

@® Adiabatisches Verdichten der angesaugten Luft.

@ Isochore Warmezufuhr — ,Einspritzen* des Kraftstoffs und Ziindung.

@ Adiabatische Expansion — Arbeitsleistung.

@ 1sochore Warmeabgabe — Ausblasen des Abgases und Ansaugen der Frischluft.
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OTTO-Motor
Wirkungsgrad

n<1- (%)’H
KenngroéBen

Verdichtungstemperatur:
Verbrennungstemperatur:
Verdichtungsdruck:

Abgastemperatur:
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350 — 600°C
2000 — 2500°C
12 — 18 bar
700 — 1000°C
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max. 400°C bei ROZ 100 (Oktan)
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5.3.3 Gasturbine

Karlsruher Institut fur Technologie

\‘;\ \

Frischluft Verdichter

SIEMENS
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Gasturbine

Karlsruher Institut for Technologie

Ps, TB Pas TA

— —

Funktionsweise
® Heiles, komprimiertes Gas (z.B. Luft) mit Volumenstrom
Iy (in m3/s) treibt ein Schaufelrad an.
® Das Gas entspannt sich dabei und kiihlt ab (adiabatischer
Prozess, 6Q = 0).
® Fir den Kreisprozess wird das Abgas weiter abgekihlt und @ @ @ G
die Warme an ein Kaltebad abgegeben.

® Nach adiabatischer Kompression und dem Heizprozess
wird es der Turbine wieder zugeflhrt.

I
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Gasturbine

Karlsruher Institut fir Technologie

Wir berechnen die geleistete Arbeit pro Zeiteinheit fiir ein ideales Gas. Mit AQ = 0 gilt
Wiury = =AU = Cy (Tg — Ta)
und aufgrund der adiabatischen Expansion

Ta (ﬂ)(x—n/x

1- -
Pa Ta=Py, " Tp s \ps

NG I
Wiy, = Cy T 1 - (—) mit Leistung Ly = — - W
PB Ve

Zahlenwert: /g = 1m?/s, pg = 10bar, pa = 1bar, Tg = 1000°C, k = 1.4 (Luft) =  Luup = 1.21 MW.
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Gasturbine ﬂ(".

Aber: Ein Teil der Turbinenleistung muss wieder zur Verdichtung des Gases (Liomp) €ingesetzt werden.
Wie groB ist der Wirkungsgrad?

Kreisprozess: zwei isentrope (adiabatische) und zwei iso-

bare Prozessschritte (JOULE-Kreisprozess) Py SA S
Pg [ G
Wit 1 (PA)(K_1)/K Isentrope
=—<1-|—

O Ps Paf kL
mit Whutz = [Whurb| = [Whomp|. Flr das obige Beispiel folgt >y
dann n = 48.2%.
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5.4 Kaltemaschinen und Kraftwarmekopplung A\‘(IT

Bisher wurde der Warmetransport vom heif3en zum kalten Reservoir zur Erzeugung von Arbeit
betrachtet. Wegen der Reversibilitat kann der Prozess aber auch umgekehrt werden.

Kraft-Warmemaschine (KWM) Wiérmereservoir R, T, > T,
® Andere die Umlaufrichtung z.B. einer CARNOT-Maschine. \§

® Dem kalten Reservoir wird nun die Warme Qg entzogen
(KOhlung).

® Die Leistungszahl € des Kihlprozesses wird analog zum W
Wirkungsgrad 5 einer Warmekraftmaschine definiert als
e=
W N
Kaltereservoir Ry T,
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Kéltemaschinen und Kraftwarmekopplung A\‘(IT
Hieraus folgt der Zusammenhang
Qy Qk 1 1 Tk
= — — = —.(1- = e=—1—1=—
W Qv 1 (1=m) ] Th— Tk

Der Kiihlprozess ist besonders effizient bei kleinen Temperaturdifferenzen AT = Ty — Tx. Geeignete
Prozesse zur effizienten Kalteproduktion werden spater diskutiert (z.B. JOULE-THOMSON-Effekt).

Beispiel: Kihlschrank
Ty =293K; Tk =278K = €=185,

d.h. mit einer elektrischen Energie von 1 kJ wird dem Kéltereservoir im Idealfall die Energie 18.5kJ entzogen!
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Beispiel: Heizkraftwerk
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Kraft-Warme-Kopplung fir Heizwarme

® Ein Kraftwerk erzeugt thermische Energie Q.

® Eine Warmekraftmaschine K erzeugt daraus Arbeit I/ und
Abwarme Qg», die in ein Gewasser abflihrt wird.

®  Mit der Arbeit W wird eine Warmepumpe P angetrieben.

® Diese entzieht dem Gewasser die Warme Qg1 und flhrt die
Warme Qp den Haushalten zu.

® Mit den angegebenen Zahlenwerten ist der (ideale)
Q
Wirkungsgrad n = =H-3091.
Qk

Karlsruher Institut fur Technologie

Stadwerke Karlsruhe

Erzeugung von Fernwérme

Zentrale Netzleitstelle der
Fernwarmeversorgung

Kélte aus Fernwarme mit
Absorptions-Kélteanlagen

Institut fir Angewandte Physik

AT

Karlsruher Institut for Technologie

Kraftwerk

T, =500°C

Q, Haushalt
T,=70°C

T,= 15°C

Gewasser

Die Haushalte erhalten rund viermal mehr Heizenergie als bei der Verbrennung erzeugt wird. Statt

Abwérme zu erzeugen, wird dem Gewéasser Warme entzogen.
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Kapitel 6

e Thermodynamische Potentiale
@ Innere Energie und Entropie
Die Enthalpie
Die freie Energie
Die freie Enthalpie
Das chemische Potential
Relationen zwischen den ZustandsgréBen
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6 Thermodynamische Potentiale ﬂ(".
6.1 Innere Energie und Entropie

Wir fassen zusammen: Es gilt die Grundrelation (fiir N=const)

dU=6Q+56W < TdS-pdV

Das Gleichheitszeichen gilt fiir reversible Prozesse.

Durch U(S, V) wird das gesamte Verhalten eines Systems im Gleichgewicht festgelegt.
® Entropie S und Volumen V werden die natiirlichen Variablen von U genannt.
® Die abhangigen Variablen T und p werden aus den partiellen Ableitungen gewonnen:

ou ou
P V)

Die innere Energie U wird daher als thermodynamisches Potential bezeichnet.
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Innere Energie und Entropie A\‘(IT

Integrabilitatsbedingung (vgl. Kap. 1.8)

(o).~ (59),

Extremaleigenschaft der inneren Energie

In einem geschlossenen System konstanter Entropie ohne Arbeitsleistung nimmt die innere
Energie ab, solange noch irreversible Prozesse ablaufen (dU < 0).

Sie wird minimal im Gleichgewicht.
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Innere Energie und Entropie A\‘(IT

Anwendungen: Die Minimaleigenschaft von U(S, V) ist wenig nitzlich in Experimenten, da
® meist keine abgeschlossenen Systeme vorliegen.
® die Vorgabe von S als experimentellen Parameter schwierig zu realisieren ist.

Ublich und leicht zu realisieren ist dagegen die Vorgabe von p, V und/oder T.

Forderung: Finde besser geeignete Zustandsfunktionen
@ fiir die experimentelle Beschreibung mit p, T oder V als (nattrliche) Variablen.
® mdglichst mit einer Extremaleigenschaft fir den Gleichgewichtszustand!
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6.2 Die Enthalpie S‘(IT

Finde eine Zustandsfunktion, die von p abhangt und nicht von V. Dies gelingt durch Addition
von p V zur inneren Energie (Legendre-Transformation):

d(U+pV) = dU+ d(pV)
TdS-pdV+pdV+ Vdp

TdS+Vdp
——

6Qrev

Wir definieren die Zustandsfunktion Enthalpie mit den natiirlichen Variablen S und p

H(S,p)=U+pV und dem Differential dH < TdS+ Vdp

Das Gleichheitszeichen gilt fur reversible Prozesse.
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Die Enthalpie IT

Mit den partiellen Ableitungen und der Integrabilitdtsbedingung gilt weiter

(), (5, (), (9),

Bedeutung der Enthalpie

® Beiisobaren Bedingungen (dp = 0) ist dH = Q. Dieses dient z.B. in der Chemie zur
Bestimmung von Reaktionswarmen.

® Bei isobaren und adiabatischen Bedingungen (dp = 0; §Q = 0) bleibt die Enthalpie erhalten
und nimmt ein Minimum ein.
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Beispiel: Allgemeine Definition der Warmekapazitat C, A\‘(IT
Fir dH kann man allgemein schreiben
dH = 6Q+Vdp
oH oH
dH = (—) dT + (—) dp
aT P op)r

Also gilt fiir p = const

oH oQ oH
50 = (—) dT =1 Cp = (—) = (—)
aT |, dr e aT},

Fir ein ideales Gas erhalt man

oH
H=U+pV=C,T+nRT = cpz(ﬁ)zcﬁn/:r v
p
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Beispiel: Adiabate Atmosphare ﬂ(".

Ein Mol des atmospharischen Gases der Molmasse M sei in h
einem Volumen mit Grundfléche A. Die Kréfte auf A in den Héhen h, |- - --p,
ho und hy sind Fo und F;. Dann gilt il
Ah M, T,V
Fo =F + Mg
ho "i“ A -~ Po

Mit F = pAund V = AAh folgt

Hydrostatisches

Apo=Api+Mg = VAp+MgAh=0 Gleichgewicht

Dann gilt far die Enthalpie mit der potentiellen Energie Eyo,c = M g hiin der Hohe h

dH = 6Q+Vdp+Mg dh = dH = 46Q
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Beispiel: Adiabate Atmosphare A\‘(".

Bei der Ableitung der barometrischen Hohenformel wird als Randbedingung T = const angenommen.
Tatsachlich nimmt die Temperatur der Erdatmosphére mit der Héhe ab. Wir nehmen an, dass wegen der
schlechten Warmeleitung von Gasen adiabatische Bedingungen gelten, also

Q=0 = dH=0

Fir ein ideales Gas mit n = 1 gilt dann

dT Mg
dH=d(c, T+Mgh) =0 = - ==
(G gh) dh Cp
Der Temperaturgradient der adiabaten Atmosphére ist also konstant! Firr trockene Luft gilt:
Mg 10°C
M =~29 I, c,=7R/2 = — =~ .
g/mol, ¢ / Cp km

Der reale Wert feuchter Luft liegt It. Normatmosphére bei 6.5 °C/km bis h ~ 15 km (Troposphére).
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6.3 Die freie Energie A\‘(".

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

(auch: HELMHOLTZsche freie Energie)

Finde eine Zustandsfunktion mit den unabhangigen Variablen T und V.Die notwendige
Legendre-Transformation ist hier

d(U-TS) = dU- d(TS)
= TdS-pdV-TdS-SdT
= —-SdT -pdV

Wir definieren die Zustandsfunktion Freie Energie mit den natirlichen Variablen T und V

F(T,V)=U-TS und dem Differential dF < -SdT-pdV

Das Gleichheitszeichen gilt fir reversible Prozesse.
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Die freie Energie ﬂ(".

Far die partiellen Ableitungen und die Integrabilitatsbedingung gelten
oF oF aS 9
-S=— ; == —_ =] —p
oT ), v+ ov); \oT),

Bedeutung der freien Energie
® Fir dT = 0 (isotherm) und dV = 0 (isochor) nimmt F ein Minimum ein.

® Beim isothermen Prozess ist die am System geleistete Arbeit gleich der Erhéhung
seiner freien Energie.

AF = AU-TAS = AW
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Beispiel: Gummiband A\‘(IT

Gummi besteht aus langen Polymermolekiilen.
Modell (stark vereinfacht) @

@ Die Molekiile sind Ketten fester Lange.
® Die Glieder sind durch frei bewegliche @

Scharnieren verbunden.

" . : . Mégliche Zusténde fiir ein Pol lekdl.
® Alle Zustande sind gleich wahrscheinlich. ogliche Zustande far ein Polymermolekd

Ergebnis
® Gefaltete Zustéande sind weit haufiger als gestreckte Zustande (héhere Entropie).
® Bei konstantem T wird durch die Faltung die freie Energie minimiert (AF = AU — TAS).
® Entscheidend ist dabei der Beitrag der Entropie ("Entropieelastizitat”).
® Das Gummiband zieht sich zusammen und leistet Arbeit (AF = AW).
® Die dazu nétige Energie wird dem "Temperaturbad” entzogen.
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6.4 Die freie Enthalpie AT

Karlsruher Institut fir Technologie

(auch: GiBBssches Potential, GiBBSsche freie Energie)

Finde eine Zustandsfunktion mit unabhangigen Variablen T und p. Die Legendre-Transformation von
F dafir ist

d(F+pV)

dF + d(p V)
= —-SdT -pdV+pdV+Vdp
-SdT+ Vdp

Wir definieren die Zustandsfunktion Freie Enthalpie mit den natirlichen Variablen T und p
G(T,p) =U-T S+pV | und dem Differential dG < -SdT+Vdp
Das Gleichheitszeichen gilt fir reversible Prozesse.
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Die freie Enthalpie ﬂ(".

FUr die partiellen Ableitungen und die Integrabilitdtsbedingung gelten
d G a aV
=57, + v=(%) (5]~ ()
aT |, p ) op)r \oT),

Bedeutung der freien Enthalpie
® G wird minimal bei dT =0 und dp = 0.

@ Experimentell ist T = const und P = const meist am einfachsten zu realisieren und entspricht am
ehesten den Bedingungen natiirlicher Prozesse.

® Wichtige Anwendungen werden wir im Rahmen des chemischen Potentials und mit der Ableitung
der CLAUSIUS-CLAPEYRON-Gleichung besprechen.
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Beispiel: Massenwirkungsgesetz A\‘(IT

Chemische Reaktionen

Die Forderung AG =0 fir dT = dP = 0 fihrt fiir Reaktionen von A und B in wassriger Lésung zu
einer Gleichgewichtsbedingung ihrer Konzentrationen

[Al - [B]

T

A+ B «— AB ;

mit von p und T abhéangiger Gleichgewichtskonstante K.
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6.5 Das chemische Potential A\‘(".

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Wir haben bisher ignoriert, dass sich auch die Teilchenzahl N andern kann.Wir definieren daher:

oU
p=\== Chemisches Potential
oN /sy

u entspricht der Energieanderung pro hinzugefiigtem Teilchen (S und V konstant).Die bisherigen
Definitionen der Potentiale werden entsprechend erweitert (hier nur eine Teilchenart):

dU(S,V,N) = +TdS-pdV+pudN

dH(S,p,N) = +TdS+Vdp+udN Thermodynamische
dF(T,V,N) = -SdT-pdV+pudN Potentiale
dG(T,p,N) = -—-SdT+ Vdp+udN
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Das chemische Potential S‘(IT

Unter anderem ist daher firr konstantes T und konstantes p auch

_ (oG
S PTY) .

Die freie Enthalpie G ist extensiv, ihre unabhéangigen Variablen aber intensiv. Daher gilt

G(T,p,N)=N-g(T,p) und damit u(T,p) = M
Insbesondere folgt dann die DUHEM-GIBBS-Relation
du(T,p) < _l\§l dT+%dp
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6.6 Relationen zwischen den ZustandsgroBen A\‘(lT

Zusammenfassend erhalt man folgende Relationen aus den thermodynamischen Potentialen:

P (2Y)_(M) L _(Y) _ _(oF
~ \es), — \as/, P = avls = V),
_ ()~ (¢ s = _[%F) - _[oG
- \ap)s  \op); B aTl, oT ),
A A 7 A v
V)]s — \eS ’ s \aS
v Pls P MAXWELL-
ﬁ _ (9P . (98 _ (9V Relationen
av -~ \eT)y, ) op)r — \oT),
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Beispiel: Kalorische und thermische Zustandsgleichung &‘(lT

Karlsruher Institut fir Technologie

Wir leiten im Folgenden eine allgemeine Beziehung her zwischen dem Druck p(T, V) und der
inneren Energie U(T, V).Fir die Entropie gilt

1 1 [{oU oU
s = (&) ar+[Z) av
aT|, v,

Mit einer der MAXWELL-Relationen erhalten wir
oS 1 ou ) oU 7]
— | == |[=]| +p I: P = — | =T op -p
ov)y T [\oV]; oT |y v/, oT |y,

Von dieser fundamentalen Beziehung werden wir mehrmals Gebrauch machen.
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Beispiel: Kalorische Zustandsgleichung idealer Gase ﬂ(".

Mit der gerade abgeleiteten Beziehung und dem allgemeinen Gasgesetz folgt

T,V: :T-—— :0
p(T, V) v p

nRT (au) nR
et _—
T 4

und damit fur die innere Energie

dU = (ﬁj) dT =nc,dT
oT |y

Das allgemeine Gasgesetz beinhaltet die Unabhangigkeit der inneren Energie vom Volumen und
bestatigt das experimentelle Ergebnis zur irreversiblen adiabatischen Expansion.
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Kapitel 7 A\‘(IT

o Reale Gase
@ VAN-DER-WAALS-Zustandsgleichung
@ Innere Energie
@ Phasenlbergange
@ CLAUSIUS-CLAPEYRON-Gleichung
® Der JOULE-THOMSON-Effekt
@ Anwendungen
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7 Reale Gase A\‘(IT

Fir ideale Gase gilt das allgemeine Gasgesetz
pV=nRT

Die Anwendung bei realen Gasen ist nur méglich fiir Teilchen
® mit verschwindenen Eigenvolumen Vg
® mit verschwindener Wechselwirkung (keine anziehenden und abstoBenden Krafte)

® bei hoher Verdlinnung, also in einem stark eingeschranktem Druck- und
Temperaturbereich.

Der Ubergang in eine fliissige Phase kann mit dem allgemeinen Gasgesetz nicht
beschrieben werden.
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Eigenvolumen im Modell "harter” Kugeln (3D) &‘(IT

Theorie: "Virialentwicklung” des Drucks p als Funktion der Teilchendichte p = N/ V (fir 1 mol)

k% — p(14Bo p+Bs p?+By p>+...) mit Virialkoeffizienten By, i = 2,3, ... .
B = b = 4VENy (mit atomarem Eigenvolumen Vg = %nRS )
By = 32b° (exakt)

(Monte-Carlo-Simulationen)
Dann wird die Zustandsgleichung (Korrektur 1. Ordnung)

p(V—-nb)=nRT.
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Simulation (2D): Druck als Funktion der GréBe (T
L LY & Parameter
i ] T=291K
1050 |- e Simulation ] N =160
. E m=4u
c i = Funktion p(N,T, V', b) 1 V= L% = (80 nm)?
g 1040 N v _ 2
& i 1 V'=(L—d/2)
ey L 4
< 1030 . Kovolumen (2D)
g b'=2A,=nd/2
0 1020 i ]
i 1 Druck
1010f ] p= NKkT
i . V'-Nb
T H S S T S S A S SR SN B
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Durchmesser d in nm
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7.1 VAN-DER-WAALS-Zustandsgleichung AN{]]

Zur Beschreibung realer Gase hat VAN DER WAALS zwei Korrekturen vorgeschlagen
(1873; Nobelpreis 1910):

® Von dem Molvolumen Vj; wird ein Kovolumen b abgezogen, das proportional ist zum
Eigenvolumen Vg der Ny Teilchen.

® Die gegenseitige Anziehung der Teilchen wirkt im Gas wie eine Drucksteigerung.
Diese wird durch Addition des Binnendrucks pg zu p bertcksichtigt.

Auf diese Weise erhalt man

(p+ps) (V-nb) =nRT
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Binnendruck

Karlsruher Institut fur Technologie

Aufgrund der Symmetrie heben sich die anziehenden Kréfte innerhalb des Volumens auf. Nur auf
Teilchen am Rand wirkt eine riicktreibende Kraft.

Anschaulich: Betrachte zwei Schichten S; und S> am Rand §\V\V\z;r\121\ N
® die Schichtdicke entspricht der Reichweite der Krafte.
® Ein Teilchen A in Sy sieht nur Nettokrafte aus S..
1 2 O o 00 ® o O
@ Die Teilchenzahl in S, nahe A ist proportional zu No/ Vo, S, O @) o O
daher ist Fa oc No/ V. L. S S
. . . . . .. . O O O O O
® Summation Uber alle Teilchen in S; ergibt fir die Kraft s, o O 0
zwischen den Schichten F oc Ny/ V4 - No/ Vo. O O O 0 O
N\2
Wegen der Gleichheit der Dichten folgt pg (V)
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VAN-DER-WAALs-Zustandsgleichung A\‘(".
Damit erhalten wird die VAN-DER-WAALS-Gleichung ' Gas | ain hr%{f bin L
2 He 30| 24-107°
(p+a—2)(V—nb) =nRT H, 250 | 27-107°
4 N, 1360 | 38.5- 1073
CO, 3650 | 42.5- 1073
. 10-3
Die VAN-DER-WAALS-Parameter aund b sind stoffabhéangig BIEL, 4240 __37‘2 10
und werden experimentell bestimmt. (DEMTRODER, S.314)
Fir das Kovolumen b gilt mit dem Eigenvolumen Vg der Teilchen (Kap. 3.4)
b=4Ny Ve
"Formal entspricht der Gleichung eine Virialentwicklung 1. Ordnung mit dem Virialkoeffizienten Bo(T) = b— a/RT.
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Beispiel: Grafischer Verlauf von p(V) fiir CO; A\‘(IT
150
RT a
Vy) = ——— =
,0( M) (VM — b) V/\Z// 125
100

GroBe Vi Binnendruck und Kovolumen sind
vernachlassigbar, pVy, ~ RT.

Druck p in bar
>

Kleine Vy Es gibt ein lokales Minimum und
Bereiche mit dp/ dV > 0 fir kleine T.

4]
o

Diese Bereiche sind instabil! * 1

P SN SR T N SN T T [ T S S PR
00 , 01 0.2 0.3 0.4 0.5
Molvolumen in L
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7.2 Innere Energie

Welche innere Energie U(T, V) hat ein VAN-DER-WAALS-Gas?

Zur Ableitung verwenden wir den Druck p( T, V) und seine Relation zu U(T, V):

Karlsruher Institut fur Technologie

RT " ou op
p= —as | =T|z=| -P
V—nb V2 V), aT/,
Es folgt
p R ou I
_ = = R =4a—
aT),  V-nb v, T2
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Innere Energie

Zusammen mit dem totalen Differential dU( T, V) folgt daraus

du (ﬂ) dT+(£j) dv
% T

oT oV

n2
nc,,dT+aWdV

also mit der Zahl f von Freiheitsgraden

2

f .
UT.V)=-nRT-2 n Innere Energie des
2 v

VAN-DER-WAALS-Gases

AT

Karlsruher Institut for Technologie
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7.3 Phaseniibergange

Pa
pAva //’
PuPe +BA
pB!VB \ //
T = const i

T

Karlsruher Institut fir Technologie

VaVa

»
>

Vv

Situation: Zwei gleichartige VAN-DER-WAALS-Gase gleicher Temperatur

® sind im selben Zustand, pa = pg und V4 = Vp,

® sind durch eine bewegliche Wand getrennt,
dp

® und ihr Druck p(V) sei im Bereich positiver Steigung v >0.
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7.3.1 Phasentrennung

Karlsruher Institut fur Technologie

Pa
PasVa B . "/‘
PuPe B/TA
N
pEvVB \.\/,//
T = const ) L
v, Vo V,

Eine Druckschwankung erzeuge eine kleine Wandverschiebung, pa > pg = Va > Vp.

Ergebnis
& AVyp>0 — Apa>0und AVe <0 — Appg <0. Die Druckdifferenz py —pg wéchst!
® Das setzt sich fort, bis wieder ps = pg, aber mit V4 # Vg und negativer Steigung von p(V).

Die Gase sind schlief3lich in verschiedenen Zustanden.
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7.3.2 Phasen im Gleichgewicht A\‘(IT
Folgerungen
® Die Zustande mit positiver Steigung von p(V) 1
sind instabil. Sie zerfallen in realen Systemen |
schnell in zwei verschiedene Phasen. pnds
p“ fl. 100% 50% / 50% g. 100%

® Das Gas B mit Endvolumen Vp ist spontan in
die flissige Phase Ubergegangen.

® Ohne Wand findet ein Teilchenaustausch
von Gas und FlUssigkeit statt, der zum Po B A
Gleichgewichtsdruck py fuhrt.

@ Die Phasen koexistieren mit verschiedenen
Volumina aber konstantem Druck pg, dem
Dampfdruck der FlUssigkeit.

»

Va Gas \Y

flussig Ve Koexistenzgebiet
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7.3.3 MAXWwELL-Konstruktion A\‘(".

Karlsruher Institut fir Technologi

Welcher Dampfdruck p, stellt sich fiir zwei koexistierende Phasen ein?

Forderung: Ein reversibler Kreisprozess entlang
der Kurve p(V) vom Zustand A zu B und zuriick Pa
entlang der Geraden leistet und erhalt keine Arbeit:

v, 4
A // X,

[ pviav=po(va-v). Po B =
Vs \\\\ ///

»

Dazu aquivalent: X, = Xz
flussig Ve Koexistenzgebiet Va Gas V

(MAXWELL-Konstruktion)
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MAXWELL-Konstruktion

Karlsruher Institut fur Technologie

Beweis Fir das chemische Potential y gilt

Freie Energie pro Molekdl : f =
u="f+pv

ZI< =l

Volumen pro Molekl v
Das chemische Potential p ist minimal bei T = const und p = py = const, also gilt
fa+pPova = fg+povs = fg—fa = po (Va—Vp)

Die Anderung der freien Energie entspricht bei isothermen Prozessen der geleisteten Arbeit. Damit

po<vA—vs):/Ap<v>dv V4
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7.3.4 Siedeverzug und Ubersittigung A\‘(".

Karlsruher Institut for Technologie

Erganzung

pA
Fir sehr reine FlUssigkeiten bzw. Gase (keine
Keime) sind instabile Zustande Uber einen lan-
geren Zeitraum realisierbar: \

Flussigkeitsast (B) —  Siedeverzug \
Dampfast (A) —

(keine Koexistenz!)
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7.3.5 Kritischer Punkt A\‘(".
p(V)-Diagramm fur CO,
150 F T T T 3
Kritische Isotherme 1251 — 304K | |
. . . — 280K
® Bei der kritischen Temperatur Ty, verschwinden — 260K

Minimum und Maximum gerade (Sattelpunkt). 100 |
® Fir ein VAN-DER-WAALS-Gas ist diese Temperatur

Druck / bar

75}
gegeben durch (nachrechnen!)
sof |F
1 8a £ S~
s = =—
R 27b 25} .
Koexistenzgebiet ]
obe v
0.1 0.2 03 0.4 0.5

Molvolumen / L
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Kritischer Punkt ﬂ(".

Die Werte von kritischem Druck und kritischem Volumen sind

1 a

Pkrzﬁﬁ Viek =3b

Man unterscheidet zwei Bereiche

T < Ty, Der Koexistenzbereich ist durch eine sichtbare Phasengrenze gekennzeichnet
(verschiedene Brechungsindizes der Phasen). Der gemessene Druck ist hier konstant
(Dampfdruck pg).

T > Ty, Im Uberkritischen Bereich verschwinden die sichtbaren Phasengrenzen. Verdampfen
und Kondensieren sowie die "latente Warme” (kommt spéter!) gibt es nicht mehr.
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7.3.6 Dampdruckkurve

IT

p(V)-Diagramm und Dampfdruckkurve fur CO,

150 P . . . 7 T w 5150
125 L J125
Koexistenzlinie QU)
. 100 | {100 _a
o 1 a
~ ] c
% 750 175 ¢
2 1 o
@) 1 .
50 F 150 o
] g
25}/ ] 125
Koexistenzgebiet ]
0 Co o 0y b e P IR TR N SR il ; 0
0.1 0.2 03 0.4 05 220 240 260 280 300 320
Molvolumen / L Temperatur / K
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7.3.7 Phasendiagramm und Tripelpunkt A\‘(IT
Die Koexistenzlinien aller Phasen werden im Phasendiagramm dargestellt:
Verdampfen : flissig — gasférmig AP/ bar
Schmelzen . fest — flUssig ]
Sublimieren : fest —  gasférmig (R4 iy e A
1 kritischer
CO, (sol) CO, (liq) | Punkt
Am Tripelpunkt i
® koexistieren die drei Phasen eines homogenen i
Stoffes. 5 1 i
® werden die ZustandsgréBen Temperatur und } Tripelpunit i
Druck eindeutig definiert (ohne weitere i L0 e i
Randbedingungen). 56.4 31.1 T/ (':
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Phasendiagramm von Wasser ﬂ(".

Besonderheiten

@ Die Dichte von Eis ist kleiner als die der '

Flissigkeit. DY . R

. R " . kritischer
® Wegen dieser Anomalie verlauft die i Punkt

Phasengrenzkurve mit negativer Steigung. H,0 (o) H.0 (lig

® Der Tripelpunkt von Wasser ist ) R B i
Eis i i
Ttr =273.16K , ptr =6.133 hPa . 0.006 [ =======—7 i Tripelpunkt i HZO (gas)i
Bis Mai 2019 wurde im SI-System dariiber die ; ! ! >
Basiseinheit Kelvin definiert. 0.01 100 374 T/°C
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7.4 CLAusIus-CLAPEYRON-Gleichung &‘(lT
Meist ist ein Phaseniibergang mit einer sprunghaften Anderung SA ideales Gas
der Entropie verbunden (Phaseniibergang 1. Ordnung)." Diese
entspricht einer latenten Warme, “+  reales Gas
1AS
Q=T -AS +
Die Koexistenzkurve py(T) zweier Phasen kann dann berech- /
net werden mittels T

o _ Q| ausius-CLAPEYRON-Gleich
AT T (VaeVa) uslus- ON-Gleichung

mit den Volumina des Stoffes V, in Phase a und V,, (nach Zufuhr von Q;) in Phase b.

"Phasentibergange 2. Ordnung haben einen Sprung bei der Warmekapazitat.
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CLAUSIUS-CLAPEYRON-Gleichung A\KIT

Ableitung Die Dampfdruckkurve po(T) gibt die Zustande an, bei denen Flussigkeit und Gas
koexistieren. Die chemischen Potentiale u beider Phasen sind dann gleich. Somit gilt (vgl. Skizze)
p

U flissig
J } dpr = dpg
Hg + dug

A: Hi
B: pr+ duy

Der Zustand B entsteht aus A durch die Verschiebung (dp, dT) entlang
po(T). Dadurch &ndern sich die chemischen Potentiale um d.

Aufgrund der GiBBs-DUHEM-Relation erhélt man
dyf = Vfdp—Sde }

vidp—s,dT = vgdp—54dT

d_po_As_ Q. \/

Mit As = s; — sf und Av = v, — v folgt =—_"=
9 o~ 1o dT ~Av_ T-AV
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Beispiel: Naherung der Dampfdruckkurve &‘(IT

Das molare Volumen des Gases ist weit groBer als das der Flussigkeit, Vy, > V¢, daher

RT
Po
Mit der molaren Verdampfungswarme A folgt dann aus der CLAUSIUS-CLAPEYRON-Gleichung
dpo _ A po R doo A dT
dT R T2 po R T?
A sei von der Temperatur unabhangig, A # A(T), dann ist mit dem Anfangsdruck p,
Po A

n .= TRT = po(T) = pae™™/AT

Zahlenwerte fiir HoO: T = 100°C = 373K, A = 40.6 kJ/mol = 2.25k]/g

a7 K dpo ._. hPa
d_po = . bar bzw. a7 =35.3 K
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7.5 Der JOULE-THOMSON-Effekt AT

Schematischer Versuchsaufbau

7 I | 77

P: > P,
p, = const p, = const (stationar)
Drossel
V., T, (adiab.) V,, T, 5Q =0
(adiabatisch)

Der Prozess verlauft spontan = Irreversible adiabatische Expansion.
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7.5.1 Enthalpie A\‘(IT

Wie groB ist die Temperaturanderung AT bei gegebenem Druckunterschied Ap ?
® Die GréBen Ty, p1 und ps sind vorgegeben.

® Zur Berechnung von T, wird eine weitere bekannte ZustandsgroBe bendtigt. Betrachte
dazu die Energiebilanz des von Behalter By nach Behélter B, Ubertretenden Teilgases.

Austritt aus B1:  Das Teilgasvolumen ist A V4, die am Teilgas von By geleistete Arbeit ist p1 A V.

Eintrittin B, : Das Teilgasvolumen ist AV>, die vom Teilgas an B geleistete Arbeit ist po A Vs.
Also AU> = AU +,01AV1 —pzAVg = AU2+,02AV2 ZAU1+,D1AV1
. . . . oT
Die Enthalpie H bleibt erhalten! — Finde e
(S
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7.5.2 Entropie ﬂ(".

Anmerkung Fir ein ideales Gas kdnnen wir hier schon ohne Weiteres das Ergebnis nennen.
Die Enthalpie H hangt nurvon T ab, H = ¢, T, also folgt aus AH = 0 notwendigerweise AT = 0.

Aus der Konstanz von H folgern wir
dH = TdS+Vdp =0
Der JOULE-THOMSON-Prozess ist irreversibel, denn damit wird
4
dS = -—-—=d >0
T p

wegen V >0, T > 0und dp < 0.
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7.5.3 JoUuLE-THOMSON-Koeffizient AT

Mit dem Differential der Entropie und den MAXwELL-Relationen erhalt man

S S 2S 2S oV
S e e e A R
aT/, op) s aT}, op)r aT/,
1 oV
= —=c-dT-|—] d
T % (ar)p P
oV I
dH = TdS+Vdp = cdT+ V—T(—) do = 0
T/,

oT 1 oV
Hr = a_p p = c_p T 9T ) -V JOULE-THOMSON-Koeffizient
173 WS 2020/21 A. Naber — Thermodynamik Institut flir Angewandte Physik
JOULE-THOMSON-Koeffizient &K"
Ideales Gas
nRT oV oT
v="2 S T(—):V = m:(—) =0 vV
p aT p p )y
Reales Gas P
® (Ob sich ein reales Gas abkihlt oder erwérmt,
hangt von Druck und Temperatur ab. Pine(V) Erwarmung

® Zustande mit negativen und positiven Koeffizienten )

werden im p-V-Diagramm durch die Inversionskurve
Pinv (V) getrennt. Abkiihlung
® Fir p < piny Wird das Gas abgekihlt.

RTiny
sV

\Y
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Inversionskurve

Karlsruher Institut fur Technologie

Die Inversionskurve wird bestimmt durch die Forderung T =0

Far ein VAN-DER-WAALS-Gas mit n = 1 gilt: (nachrechnen!)

a oV a 2ab)\”"
RT = (p+ﬁ)(V—b) - T(ﬁ) Vv = RT( _W+W) —v
p

Damit werden Inversionskurve und der JOULE-THoMSON-Koeffizient fiir nicht zu hohe Dichten zu

pinv(v) = HT = — —-b

2a 3a 1 (2a
Vb V2 ¢ \RT

Zahlenwert fir N: f = 5, 2= 0.136 P21 ph=385.1076 . = ;=025 K.

mol? ’ mol
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Inversionstemperatur A\‘(".

Karlsruher Institut for Technologie

Setzen wir gyt = 0 erhalten wir die zum Inversionsdruck zugehdrige Temperatur,

2a

Tiny = T Inversionstemperatur Gas | Ty in K
He 30
Mit der Ausgangstemperatur T gilt dann: H, 200
oT N, 620
T<Tn = (—) >0 = Abkihlung CO, | > 1000
P/ H NH; | > 1000

aT ) .
T>Tnw = a_p <0 = Erwédrmung (DEMTRODER, S.314)

H -

H, oder He werden bei Normalbedingungen erhitzt. Zur Verfliissigung missen sie mit anderen
Verfahren zunachst unter T;,, abgekdihlt.
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7.6 Anwendungen A\‘(".
7.6.1 Gasverfliissigung — LINDE-Verfahren #

Prozess (fir Luft)
@ Kompression (ca. 100-200 bar) mit starker
Erhitzung Vorkiihlung I
® Vorkuhlung (z.B. Wasserkuhlkreislauf) l

Gegenstrom-
I kihlung

® Filter-Reinigung und Trockner
@ Entspannung (JOULE-THOMSON-Effekt)

AT/Ap=0.25% ) {
ompressor

@ Kihlung der komprimierten Luft Q

(Gegenstromprinzip) F
I

®  Erneuter Zyklus bis zur Verflissigung LTft
u

Expansion
unter Abkuhlung

flissige Luft
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7.6.2 Kuhischrank — Kompressorprinzip

Hochdruck

N

Kompressor

Kondensator

Karlsruher Institut fur Technologie

Kompressor-Prinzip Verdampfer entzieht

e Kiltemittel fliissig
= KGltemittel

Abwérme

dem Innenraum die Warme
Drossel

4

Kuhl- Verdampfer Q,
Q, Niederdruck tauscher o
raum schlaufen
an der
g
Drosselventil
NES
Abkiihlung
Abbildung 10.63 Technische Realisierung einer Kéltemaschine
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Kaltemittel
Kaltemittel | Stoff Gruppe | Tmax | Tmin Ts Tier Prkr
in°C | in°C [ in°C | in°C | inbar
R12 CClyFy FCKW 20 -30 -30 112 41.4
R134a CF3CHyF | HFKW 25 -20 -26 101 40.6
R290 Propan KW 12 -40 -42 97 42.5
R600a Isobutan KW 40 -10 -12 135 36.3
R717 NH3 NH3 12 -20 -33 133 | 113.3
R744 CO9 CcOo2 20 -20 -78 31 73.8
R407C HFKW 12 -25 -44 87 46.3
R410A HFKW 12 -25 -51 72 49
R507A HFKW 0 -45 -47 71 37
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A. Naber — Thermodynamik

7.6.3 Weitere Mechanismen fir die Kiihlung

180 WS 2020/21

Passive Strahlungskiihlung
Tieftemperaturphysik
SHe —* He-Entmischungskiihlung

Pomeranchuk-Effekts

Magnetische
Laserkihlung

Kuhlung

A. Naber — Thermodynamik

" Kompressor

Institut fir Angewandte Physik

AT

Karlsruher Institut for Technologie

Ideale Eigenschaften

® Hohe
Verdampfungsenthalpie

Hohe kritische Temperatur
Hohe Wéarmeleitfahigkeit

® Siedepunkt unterhalb
Zieltemperatur

kein Ozonabbaupotential
kein Treibhauseffekt

Institut flir Angewandte Physik

T

Karlsruher Institut fir Technologie

Absorptionskaltemaschine und Diffusions-Absorptionskéltemaschine
Thermoelektrische Kiihlung (Peltier-Effekt)
Verdampfungskihlung

Institut flir Angewandte Physik



Kapitel 8 ﬂ(".

Q Lésungen
@ Der osmotische Druck
@ PFEFFERsche Zelle
@ VAN'T HOFFsches Gesetz

@ Dampfdruckerniedrigung
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8 Losungen

IT

Bisher wurden ausschlieB3lich reine Stoffe betrachtet. Darliberhinaus sind L&sungen von groB3er
Bedeutung, insbesondere in der Chemie und Biologie.
Eigenschaften

® | $sungen sind homogene Mischungen verschiedener Substanzen.

® Neben Druck und Temperatur missen die Konzentration der Bestandteile bekannt sein.

® Oft ist ein Stoff mit niedriger Konzentration in einem geeigneten Losungsmittel gelést (Wasser,
Alkohole, Ole, etc.).

® Es werden grundlegende Eigenschaften wassriger Losungen von Stoffen niedriger
Konzentration behandelt.
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8.1 Der osmotische Druck A\‘(".
Die Osmose

® beruht auf der selektiven Durchlassigkeit oder Semipermeabilitat meist diinner Wande (z.B.
Membranen) fur verschiedene Stoffe.

® st ein grundlegender Mechanismus in allen biologischen Zellen.

® wird in vielen chemischen Verfahren und technischen Anwendungen genutzt (Entsalzung,
Dialyse, Energiegewinnung, Brennstoffzelle, etc.)

Eine Wand heif3t semipermeabel, wenn sie nur fiir einen Bestandteil der Lésung durchléssig ist.
Nur kleinere Teilchen oder Teilchen mit besonderen Eigenschaften werden durchgelassen.
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Der osmotische Druck: 2D-Simulation

Karlsruher Institut fur Technologie

e OAEARY : RN Uberdruck
oo, 507 1954268 21253.49]; Ap = 1700 hPa nm
w51 10147 O] @867 100];
N |3 2 % o . '_'-..” i
i
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8.1.1 PFEFFERsche Zelle &‘(lT
® Nur das Lésungsmittel durchdringt die Membran. T
® |n der Lésung erhdht sich als Folge der Druck. T
® Dieser wird bestimmt anhand der Hohe h der | semipermeable
Wasserséule. Mit der Dichte p der Lésung gilt “ﬁ'g:ﬁ‘”
1 reines
Lésungsmittel

Ap=pgh

Im Gleichgewicht ist der Uberdruck Ap gleich dem osmotischen Druck (ohne Beweis)
N
Posm = V kT
mit Teilchendichte N/V des im Lésungsmittel gelésten Stoffs.
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8.1.2 VAN’T HOFFsches Gesetz A\‘(".

Karlsruher Institut fir Technologie

Eine dazu aquivalente Formulierung ist mit Molzahl n

Posm V=nRT VAN’T HOFFsches Gesetz (1887)

@ Beachte: Die GréBen N/V und n beziehen sich auf die Zahl der freien Teilchen in der Lésung
(Dissoziation, z.B. pro NaCl-Molekiil zwei Teilchen!).

® Der Druck der gelésten Molekiile auf die fiir sie undurchdringliche Wand ist gleich dem eines
idealen Gases ohne Lésungsmittel.

® F{r niedrige Konzentrationen ist der osmotische Druck unabhangig vom gelésten Stoff.
® Bedeutung: Bestimmung des Molekulargewichts von Stoffen in L6sung (Nobelpreis, 1901).

Beispiel: Isotonische Lésung beinhaltet 8.8 g/L NaCl ( = 0.15mol/L).
T=293K = pPosm = 7.3bar

186 WS 2020/21 A. Naber — Thermodynamik Institut flir Angewandte Physik



Der osmotische Druck: Zusammenfassung ﬂ(".

Die Triebkraft des osmotischen Drucks
® st das Konzentrationsgefalle der Lésungen.

@ beruht aus dem anfénglichen Ungleichgewicht der chemischen Potentiale
des Lésungsmittels.

Im Gleichgewicht
® st die potentielle Energie und die Entropie S des Gesamtsystems erhoht.
® st die freie Enthalpie G des Gesamtsystems minimiert.

® sind die chemischen Potentiale i des die Wand frei passierenden Stoffs
(meist das Lésungsmittel) in beiden Lésungen gleich.
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8.2 Dampfdruckerniedrigung A\‘(IT

Die PFEFFERsche Zelle sei in einem geschlossenen GefaB.

Der Pegel des reinen Losungsmittels (0) isthp =0. |  H— -+ h,
Der Pegel der Lésung in der Zelle (1) ist hy = h.

Der Raum ist mit dem Dampf des Lésungsmittels erfllt.

Die Dampfdriicke py und p; des reinen Lésungsmittels
sind in gleicher H6he identisch.

Das reine L6sungsmittel habe die Molmasse M und die Molzahl ny. Mit der barometrischen
Hoéhenformel und dem osmotischen Druck erhalt man dann (ohne Beweis)

. Mgh
= X _
Pro= Poo®P\ ™Rt nPe_ "
n pP1 No
Posm = V RT
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Anderung von Siede- und Gefrierpunkt A\‘(IT

Nach Entwicklung des Logarithmus erhéalt man nadherungsweise fir kleine n

Ap n
—_— = RAouLTsches Gesetz
Po no

Direkte Folgen der Dampfdruckerniedrigung sind (ohne Beweis, vgl. S. 169)

2
. . RTS n
Siedepunktserh6hung: ATs = +—=—
As o
RTZ n
Gefrierpunktserniedrigung: ATg = —— —
Ag no

mit der molaren Verdampfungswarme Ag und der molaren Schmelzwarme Ag.
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Anwendungen ﬂ(".

® Experimentelle Bestimmung des Molekulargewichts.
@ Auflésen von Eis auf StraBen und Gehwegen; Frostschutzmittel.
® Erzeugung ,tiefer Temperaturen durch Mischen von Eis und z.B. Alkohol (< —20°C).

Werte: Wasser (M = 18 g/mol); Konzentration v des geldsten Stoffs in mol/L.

As = 406 = ATs = +051°C-L .y

mol mol
Ag = 600-L = AT = -186°C-L .y
G — : mol G — : mol
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Kapitel 9 A\‘(IT

Q Transportvorgange
@ Kontinuitatsgleichungen
@ Allgemeine Wéarmeleitung
@ Diffusion

@ Spezielle Lésung der Diffusionsgleichung (2D)
@ Diffusion mikroskopischer Teilchen
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9 Transportvorgange A\‘(".

Bisher wurden hauptséchlich Gleichgewichtsvorgange betrachtet.

Folgende Fragen sind darliberhinaus besonders relevant:

® Wie schnell stellt sich ein Temperaturgleichgewicht zweier Gase (oder Kdrper) ein?
= Warmeleitung

®  Wie schnell stellt sich eine homogene Teilchendichte zweier Gase ein?
= Diffusion

Zur Beschreibung der Transportvorgdnge werden Kontinuitatsgleichungen verwendet
(Erhaltungssatze).
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9.1 Kontinuitatsgleichungen S‘(IT

Zur Erinnerung: Ladungserhaltung in der Elektrodynamik

A

% p 2 Ladungsdichte ; [p] = —2
diVj+E=0 mit o
. A

j £ Stromdichte Ul = =

m

Integration (ber ein Volumen V ergibt '

> 0 [ d .
/divjdV+—/pdV - f/dA+—/pdv - 1+Q = 0
y at )y p at Jy

Die Abnahme von Q in V ist gleich dem Strom / durch die umgrenzende Flache A von V

I=-Q Ladungserhaltung

"Die Richtung des Stroms / zeigt aus dem Volumen heraus.
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Kontinuitatsgleichungen A\‘(IT

Analog: Thermische Energie Ur = / u(T)dv
v

u = thermische Energiedichte ; [u] = L@
m-
> A . . w
w = Warmestromdichte Cowl = —
m
Dann gilt ohne Anwendung von Arbeit
. - ou
divw + = U Energieerhaltung
194 WS 2020/21 A. Naber — Thermodynamik Institut flir Angewandte Physik
Kontinuitatsgleichungen A\‘(IT

Analog: Teilchenzahl N = / n(x,y,z)dv
v

1
n = Teilchenzahldichte ; [n] = —

m
= A . . , 1
i = Teilchenstromdichte ; [i] = —

sm

Dann gilt fiir die Anzahl N der Teilchen sowie deren Eigenschaften (Massen, Ladungen, etc.)
der Erhaltungssatz

- an
divi+ — =0
ot
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9.2 Allgemeine Warmeleitung

Karlsruher Institut fur Technologie

Warme flieBt, wenn eine Temperaturdifferenz an verschiedenen Orten vorliegt. Flr die
Warmestromdichte schreiben wir daher

- w
w=-kgradT ; [«]= Km FouRIERsches Gesetz

mit der (materialspezifischen) Warmeleitfahigkeit x. Es kann gelten k = k(T).

Einsetzen in die Kontinuitatsgleichung ergibt
aou
div (—xgrad T) + pri 0.

Mit der Warmekapagzitat pro Volumen ¢ folgt fir ¢ # ¢(T) und k # x(T)

coT
AT—; i 0 Wirmeleitungsgleichung
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Beispiel: Warmegradient in Metallstab A\‘(".

Karlsruher Institut for Technologie

Ein Metallstab ist an seinen Enden in Kontakt zu
Warmebadern mit Temperaturen Ty und T > Tj.
Far die eindimensionale Warmeleitung gilt

2T ¢ oT . ‘
Z __ZZ_ -0 .
ox2  x ot

Im stationaren Gleichgewicht stellt sich im Stab
eine konstante Temperaturverteilung ein, 0T /ot = 0. T,
Es folgt

PT
ax?

=0 = T(x) ist linear! 0
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Warmeleitfahigkeit idealer Gase A\‘(".

Karlsruher Institut fir Technologi

Der Theorie von ENSKOG folgend ist die Warmeleitféhigkeit idealer Gase

K=——-C-A-V mit ¢= k und A=

<|l=

1
V2o

N W
ZI<

Folgerungen
® Wegen k « v wachst die Warmeleitféahigkeit mit kleinerem Molekulargewicht M.
® g ist unabhéangig von der Teilchendichte N/V, solange A nicht zu grof3 wird.

® x wird kleiner, wenn die freie Weglange A gréBer als das Gefal wird
(Warmeisolierung durch Vakuum).

® |n diesem niedrigen Druckbereich wird k¥ zur Messung des Drucks benutzt
(PIRANI-Vakuummeter).

@ Aber: x ist temperaturabhangig, da fur die mittlere Geschwindigkeit gilt v « VKT.
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Simulation (2D): Ideales Gas

Area: 117.0 nm x 20.0 nm
—

Karlsruher Institut fur Technologie

Parameter
N=1000;m=4u;d=0.4nm
Tine =273 K Toos= 373 K

Ay =20 nm; Ax =117 nm

links

Warmefluss und Gradient

— q= N-373J/(N,ns)
pagieialila B © =21 = 0,856 kinm
A3 T . E T Al AX
EVE COF ] Warmeflussdichte
%H}- §3507 4 o 1 _
g::: S | Jmaymoewm
Eob g Wirmeleitfahigkeit
b e K= g =36210" WK
Distance in nm ¢ ® “ Dls(ancaenm nm * " g
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Simulation (2D): Vergleich mit Theorie AT
Waérmeleitfahigkeit idealer 2D-Gase (CHAPMAN und ENSKOG)
8 . . N A
K=—2CAV mt c==—k und A=— und o =2d
T 2 A N

\/—
, —_ k
Mit f = 2 und v = y/7kT/2m (2D) wird so « = 1.13 (—)”/
Einsetzen der Werte aus der Simulation T = 323 K, m = 4 u sowie d = 0.4 nm ergibt
k=31810"1 &
K

in schon guter Ubereinstimmung mit dem Resultat der Simulation. Mit einem Korrekturfaktor fiir hohe
Dichten erhélt man x = 3.46 - 10~ W/K.
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Weiteres zur Warmeleitung A\‘(".

Karlsruher Institut fir Technologie

. . gy . . . Tabelle 10.6 Die Warmeleitfahigkeit einiger Stoffe bei 20 °C
® Die elektrische Leitfahigkeit tragt wesentlich zur S
Stoff A/(Wm—'K™')

Warmeleitfahigkeit bei (Wiedemann-Franz-Gesetz). e o

® F{r Diamant und Graphen gelten k = 2300 W/mK B i
bzw. k = 5300 W/mK. ‘e A
Kupfer 393
® |n Gasen wird die Warmeleitung vor allem durch Glas 038
Konvektion bewirkt. st Ok
Holz 0,13
@ [solierung durch Vakuum (Dewar-GeféR3) oder e 22
Konvektionsbehinderung (Schaumstoff). Wasser 0.6
® Fir die Warmeibertragung ist meist Warmestrahlung z';ﬂzz ]1?::; gg::
verantwortlich (vgl. Kap. 10). Helium (p = 1atm) o

® Beim Tauchen in 100 m Tiefe kann das Atemgas
Heliox (92-96% He) zur Auskihlung der Lunge
fihren.
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9.3 Diffusion

Karlsruher Institut fur Technologie

Teilchen in thermischer Bewegung (Exin ~ kT) andern unregelmaBig Richtung und Betrag ihrer
Geschwindigkeit. Sie breiten sich im gesamten erreichbaren Raum aus und gleichen so
Konzentrationsunterschiede aus.

Die Teilchenstromdichte 7 ist abhangig vom Gradienten der Teilchendichte n.

o |

Gradient
Stromdichte E— 0
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Diffusion AT

Karlsruher Institut for Technologie

2
Ansatz i=—-Dgradn ; [D] = o 1. Ficksches Gesetz
S

mit dem materialspezifischen Diffusionskoeffizient D. Es kann gelten D = D(n).
Einsetzen in Kontinuitatsgleichung:
- 0 2]
divi+ 2 = div(-Dgradm+Z = o
ot ot
Wenn D # D(n) folgt die Diffusionsgleichung

1an_

An—-—=—=0
D at 2. Ficksches Gesetz

Das Gesetz gilt nicht nur fir Gase. Es ist mathematisch aquivalent zur Warmeleitungsgleichung.
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9.3.1 Spezielle L6sung der Diffusionsgleichung (2D) A\‘(".

Karlsruher Institut fir Technologie

Die anfangliche Verteilung bei t = 0 sei eine GAuss-Verteilung. In Polarkoordinaten gilt

N
n(r,t=0) = — e—r2/20'§
210y

mit Gesamtteilchenzahl N. Wie dndert sich die Verteilung fiir { > 0?

Loésung: Gauss-Verteilung mit o(t) (nachrechnen!)

N 2702
An— 2—) % -0 = n(r,t) = 2220 r/2et . G2(f) = o2 +2Dt
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Spezielle Losung der Diffusionsgleichung (2D)

Karlsruher Institut fur Technologie

y A
1.0F
I B
nO
0.8F
0.6F
X 04} {= o,
~2D
0.2F
0.0, ‘ iy
0 Oo ﬁcu r
2D-GAussverteilung bei t = 0 Radiale Verteilung flr t =0 und f = ag/ZD
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9.3.2 Diffusion mikroskopischer Teilchen A\‘(".

BRrowNsche Bewegung: Mikroskopisch kleine Teilchen in Flissigkeit bewegen sich véllig
unregelménig. In einem Gravitationsfeld (T = const) haben sie die Teilchenzahldichte

n(x) = ng - e MX/KT

Teilchenfliisse
® Eine gehemmte Fallbewegung (STOKESsche Reibung) mit "Beweglichkeit” B
o = Bmg ; jo = n(x)vg

a Diffusion aufgrund eines Teilchenzahlgradienten

D
b =-D %: - —% n(x) ; mit Diffusionskoeffizient D
Im Gleichgewicht muss gelten Jc+p=0 = D = BKT
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Diffusion mikroskopischer Teilchen A\‘(".

Fir STOKESsche Reibung mit Viskositat # und Teilchenradius a ist die Beweglichkeit B bekannt,
B = 1/6zna. Damit erhalt man den Diffusionskoeffizienten fiir eindimensionale Bewegung

_ kT
a 6rna

Wie weit bewegt sich ein Teilchen im Mittel von seinem Ursprungsort weg? Aus Symmetriegriinden gilt
(x) = 0. Relevant ist daher das mittlere Verschiebungsquadrat (x?). Als Ergebnis erhalt man

(x?y =2Dt

Bei Diffusion skaliert die Reichweite also mit o o< V1, bei ballistischer Bewegung ist dagegen o « t.

Anwendungen: GréBenbestimmung mikroskopischer Teilchen, Viskositatsbestimmung.
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Beispiel: Diffusionspumpe

Karlsruher Institut fur Technologie

Vakuumapparatur

Vorpumpe

O Abbildung6.39 Schema einer Diffusionspumpe. (1) Heizkér-
per, (2) Siedegefife, (3) Steigrohre, (4) Kithlmantel
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Kapitel 10 (T

Karlsruher Institut for Technologie

@ Das PLANCKsche Strahlungsgesetz
@ STEFAN-BOLTZMANN-Gesetz |

@ Eigenschaften Schwarzer Kérper
@ Das KIRCHHOFFsche Strahlungsgesetz
@ Hohlraumstrahlung

@ Theorie
@ RAYLEIGH-JEANS-Gesetz
@ Die Lésung von PLANCK

@ Darstellungen der Energiedichte
@ STEFAN-BOLTZMANN-Gesetz Il
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10 Das PLANCKsche Strahlungsgesetz

Karlsruher Institut fir Technologie

Beobachtung

Zwei Kérper mit anfanglich verschiedener Temperatur kénnen im Vakuum mittels Strahlung
Wérme austauschen und so in ein thermisches Gleichgewicht gelangen.

Elektromagnetische Strahlung Ubertragt neben Energie auch Entropie!

Hypothese: Elektromagnetische Strahlung mit Energiedichte

1 1

u=-ED+ - BH

N |
N |

erfullt beide Hauptsatze der Thermodynamik.
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10.1 STEFAN-BOLTZMANN-Gesetz | ﬂ(".

 Institut fur Technologie

STEFAN (1879) folgerte aus Experimenten, dass die Energiedichte u als Funktion der Temperatur T
des Warmestrahlers in guter Ubereinstimmung ist mit der Beziehung u(T) o T,

BoLTzMANN (1884) bewies das folgendermassen: Fir den Strahlungsdruck p thermischer Strahlung
und deren Energiedichte u gilt (MAXWELL, 1873)

Y
P=3¢ + U=,

Dann gilt mit der bekannten Relation zwischen U(T, V) und p(T, V) (Kap. 6.6)

ou au _

U ap 4
- = /| = - _ = T—=4
(GV)T_T( )V P - s (T(9T u) = oT v = ) o=

Die Thermodynamik steht soweit in Einklang mit der MAXwELLschen Elektrodynamik.
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10.2 Eigenschaften Schwarzer Korper A\‘(".

it fur Technologie

Definition

Ein "Schwarzer Kérper” absorbiert alle auf ihn fallende Strahlung vollstédndig. Die gesamte
emittierte Strahlung ist allein von der Temperatur abh&ngig. KIRCHHOFF (1860)

Welches Spektrum w(v,T) hat die Strahlung eines "Schwarzen Kérpers” der Temperatur T?

Gesucht wird die spektrale Energiedichte w(v, T) als Funktion von T und Frequenz v mit

u(T) = /000 w(v, T)dv
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Eigenschaften Schwarzer Korper A\‘(".

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Ist w(v, T) bekannt, dann kénnen daraus alle weiteren thermodynamischen ZustandsgroBen
der Strahlung bestimmt werden (z.B. Entropie).

Aber
® Ein "Schwarzer Korper” ist eine Idealisierung.
® Es existiert kein Material mit den geforderten Eigenschaften.
® Die experimentelle Realisierung der Strahlung Schwarzer Kérper ist daher zun&chst unklar.
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10.2.1 Das KIRCHHOFFsche Strahlungsgesetz

Karlsruher Institut fur Technologie

Definitionen
® Py (v, T) sei die spektrale Strahlungsleistung eines schwarzen Kérpers.

® Dann ist der spektrale Emissionsgrad E(v, T) eines beliebigen Kdrpes bei Kenntnis seiner
spektralen Strahlungsleistung P(v, T) gegeben durch

P(v,T)

EwT) = Ps(v, T)

Bei gegebener Frequenz v und Temperatur T ist der spektrale Emissionsgrad E(v, T) eines
beliebigen Kérpers gleich seinem spektralen Absorptionsgrad A(v, T),

Alv,T) = E(v,T) KIRCHHOFF (1859)
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Beispiel: Atmospharische Gegenstrahlung A\‘(".

Karlsruher Institut for Technologie

Nur in Frequenzbereichen des Spektrums, in denen ein Stoff Licht absorbieren kann, wird er
auch thermische Strahlung erzeugen.

Atmosphérische Gegenstrahlung, T=288 K

Blau:  Emission der Atmosphare bei
wolkenlosem Himmel.

: Emission eines schwarzen
Korpers gleicher Temperatur.

Spektrale Bestrahlungsstarke, W/(m? um)

0 10 15 20 25 30

Wellenlange, pm Quelle: Wlklpedla
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10.2.2 Hohlraumstrahlung A\‘(".

Karlsruher Institut fir Technologie

Experimentelle Realisierung der Schwarzkorperstrahlung

® Sind die Wénde eines Hohlraums fr Licht undurchlassig, entspricht die Strahlung im Hohlraum
der eines Schwarzen Korpers.

® Ein kleines Loch in der Wand hat den denselben Emissionsgrad wie die entsprechende Flache
eines schwarzen Koérpers gleicher Temperatur.

Die Strahlung in einem Hohlraum mit Wanden konstanter Temperatur und endlichem
Absorptionsgrad ist dieselbe, als wenn die umgebenden Wéande vollkommen schwarz sind; sie
héngt nur von der Temperatur, nicht von der Beschaffenheit der Wande ab. KIRCHHOFF (1859)
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Beweis der Aquivalenz

Wir bestimmen die Emissionsleistung P, des Flachenelements F; bei der Frequenz v
nach Reflexion an den Elementen F», F3,...,F,. Mit der Leistung Ps eines schwarzen Strahlers,
dem Absorptionsgrad 0 < A < 1 und dem Reflexionsgrad R =1 — A gilt

Karlsruher Institut fur Technologie

Karlsruher Institut for Technologie

P = E-Ps
P2 = R-P+P F1
P, = R-P,+P = R*-P+R-P+P F,
: F.
n—1
, 1-R"
= I, = .
P,,_ZRP_1_RP F.
i=0 :
Po = L = EPs = Pe = Ps \/
1-R A
217 WS 2020/21 A. Naber — Thermodynamik Institut fir Angewandte Physik
Experimentelle Realisierung A\‘(IT
(WIEN, LUMMER, PRINGSHEIM, KURLBAUM, RUBENS, 1895-1900)
1646 K
2000(
J
L
‘S 1600f
o
.0
[
5 1200
c
L
c%; 800}
<
& 00}
(]
07”‘\”‘\”‘\”‘\”‘\
0 2 4 6 8 10
Wellenlange in ym
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10.3 Theorie A\‘(".

Karlsruher Institut fir Technologi

® STEFAN-BOLTZMANN-Gesetz (1879-1884) fooo w(v, T)dv o T4

Folgt unmittelbar aus thermodynamischen Grundgleichungen und MAXWELL-Gleichungen.
® Wiensches Verschiebungsgesetz (1894) w(v, T) « v3 F (%)

Folgerung fiir die Wellenlange beim Maximum der Energiedichte: A,y - T = const.
®  WieENsches Strahlungsgesetz (1896) w(v, T) = a;v®exp (-a2%)

Sehr gute Ubereinstimmung mit Experimenten von RUBENS fiir hohe Frequenzen, jedoch
signifikante Abweichungen bei niedrigen Frequenzen.

® RAYLEIGH-JEANS-Gesetz (1900) w(v, T) = 8K,8. T

Sehr gute Ubereinstimmung mit RUBENS Messungen fiir niedrige Frequenzen, aber
"UV-Katastrophe” bei hohen Frequenzen.
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Theorie ﬂ(".

w

8rh 1%
h

c® exp (k—¥) -1

PLANCKsches Strahlungsgesetz (1900) w(v, T) =

® Zuné&chst Interpolation der Gesetze von WIEN und RAYLEIGH-JEANS (,. .. glucklich geraten®).
® AnschlieBend Rechtfertigung mit BOLTZMANNSs Entropie-Gleichung S = k log W
sowie der Quantenhypothese E = hv (,Akt der Verzweiflung®).

Warum gelingt die theoretische Beschreibung nur auf Basis der Quantenhypothese?

N Betrachte Herleitung des RAYLEIGH-JEANS-Gesetz.
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10.3.1 RAYLEIGH-JEANS-Gesetz A\‘(IT

Betrachte alle méglichen Strahlungsmoden (Freiheitsgrade) in einem verspiegelten Wirfel:
® Die Moden sind stehende Wellen.
® Die Moden in x-,y- und z-Richtung sind voneinander unabhangig.
® Die mdglichen Wellenzahlen der stehenden Wellen sind

V4 .
kk = my— ;my=0,12 ...
L
k& = my% . my=0,12,...
k, = mz% L m,=0,12,... : :
¢ L <
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RAYLEIGH-JEANS-Gesetz A\K"'

Wir bestimmen die Zahl der Zusténde im (ky, ky, kz)-Raum pro "Raumvolumen”.

Zustandsdichte im k-Raum
Mit dem Faktor 2 fiir zwei Polarisationsrichtungen

™

pro Mode folgt: ky A 4£>
3 [ ] [ ] [ ] L ] [ ] z
ﬂ S L = 2 (A) ° ° ° ° .I L

dVi  (z/L)° 7
mit dem Volumen im k-Raum e o o o o
dVk = dky dk, dk; . 0t
Vd kx
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RAYLEIGH-JEANS-Gesetz ﬂ(".

Die gesuchte spektrale Energiedichte bezieht sich auf ein Frequenzintervall. Wir miissen daher die
gefundene Zustandsdichte im k-Raum in den (eindimensionalen) Frequenzraum v oc |k| umrechnen.

Zustandsdichte im Raum der (Raum-) Frequenzen

Alle Moden bis zum Wert k = |K| liegen in einem Segment

Vi des Kugelvolumens mit Radius k key Ao
1 4 1
Vi = —-—nk® = dVkx = —7k®dk AN
8 3 2
Es folgt fiir die Modendichte der Raumfrequenzen e o k .\.
AN _ AN Ve _ L, . . i\
dk — dVx dk = 2 dk —
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RAYLEIGH-JEANS-Gesetz A\‘(".

Mit der Dispersionsrelation v = c k/2x und V = L2 folgt dann

1 dN 872
p(v) = Vo % Zustandsdichte elektromagnetischer Strahlung
1%

Der Gleichverteilungssatz (vgl. Kap. 3.3) angewendet auf elektromagnetische Wellen lautet

Im thermodynamischen Gleichgewicht bei der Temperatur T hat jede Strahlungsmode zwei
Freiheitsgrade und damit die Energie kT!
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RAYLEIGH-JEANS-Gesetz A\‘("'

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Wir erhalten schlie3lich

8
w(v, T) = p(v) - kT = C—g V2 KT RAYLEIGH-JEANS-Gesetz

Die Energiedichte nimmt quadratisch mit der Frequenz zu (,UV-Katastrophe®). Auf der Basis der
klassischen Thermodynamik ist dieses Ergebnis das einzig Mégliche.

Ausweg - Quantenhypothese

Eine Mode der Frequenz v wird thermisch nicht angeregt, wenn kT weit kleiner ist als die
erforderliche Mindestenergie h v mit Planckschem Wirkungquantum h = 6.62607015 - 10734 Js.
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10.3.2 Die Losung von PLANCK ﬂ(".

PLANCKs Quantenhypothese

Die Wénde des Hohlraums bestehen aus N Oszillatoren, die nur ganzzahlige Vielfache der
Energie hv absorbieren.

Die Besetzungszahlen der quantisierten Zustande seien Np, Nj,...,N;,... Dann gilt

ﬁ _ o Jhv/KT E a
No ("
2 hv| =2 E,
Die Gesamtzahl N der Oszillatoren ist
Ny
- hv E;
_ —jhv/KT
N = No Z e ol Mo B,
=0
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Die Losung von PLANCK &‘(lT
Die mittlere Besetzungszahl ist folglich gegeben durch
SN Y, je ikt
j=0 j=0 geometrische Reihe 1
(n = = = = N = Fw—
N 3 e hvikT € -
j=0

Zusammen mit der Zustandsdichte p(v) der Strahlung (Kap. 10.3.1) erhalt man dann

2
TV hv
w(v, T) =p(v)-{(n)yhv = @ 1 PLANCKsches Strahlungsgesetz

"Eine ausfihrliche Rechnung finden Sie im Skript.
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10.4 Darstellungen der Energiedichte A\‘(IT

Die spektrale Energiedichte wird oft auch als Funktion der Wellenlange A dargestellt. Es gilt

8rc® hc
w(A,T) = 25 oholkTA _ 1

Da sich die Funktionen w(A, T) und w(v, T) auf unterschiedliche spektrale Intervalle beziehen, sind
ihre Maxima nicht aquivalent (Apax - Vmax # C€). Diese sind gegeben durch

I~ 5.879- 10" 1

AmaxT = 2.898-10°mK

WieNschen Verschiebungsgesetz

Integrale Uber gleiche Spektralbereiche (Energiedichte) sind aber natlrlich identisch.
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Beispiel: Spektrale Energiedichte fur 7 = 5800 K
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Beispiel: Spektrale Energiedichte fur 7 = 5800 K
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Erlauterungen zu den Abbildungen

230

10.5 STEFAN-BOLTZMANN-Gesetz Il

Die grauen Bereiche kennzeichnen den sichtbaren Spektralbereich (400 — 700 nm).
w(A): Das Maximum ist innerhalb des sichtbaren Bereichs, A,,x = 500 nm.

w(v): Das Maximum ist auBerhalb des sichtbaren Bereichs, Ap.x = 880 nm.
Integration Uber das gesamte Spektrum ergibt Uges(Ts) = 0.856J/m”.

Integration (iber den sichtbaren Bereich ergibt uyis(Ts) = 0.315]/m?>.
Das entspricht 36.8% der gesamten Energiedichte.
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In Experimenten wird nicht die Energiedichte, sondern die spektrale Strahldichte
gemessen.

Eigenschaften
® Die spektrale Strahldichte L(v, T) ist ein Maf fiir die "Helligkeit” des Strahlers.

@ Sie gibt die richtungsabhangige Strahlungsleistung bei der Frequenz v pro
Flache, Raumwinkel und Frequenzbreite an.

® Die spektrale Strahldichte fir den Schwarzen Kérper ist daher mit seiner
Energiedichte verknipft durch

c

L(v,T) = e

w(v, T)
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STEFAN-BOLTZMANN-Gesetz I ﬂ(".

Die gesamte Strahlungsleistung pro Flache des schwarzen Kérpers ist dann gegeben durch

(o) [Se]

dP c c 4
Yl 71'/ Liv, H)dv = Z/ w(v, T)dv = 2 ulT) = oT
0 0

Diese Beziehung ist im engeren Sinne als das STEFAN-BOLTZMANN-Gesetz bekannt:

dP

-7 = oT* . 6=56704-108 X

m2K*

Der analytische Ausdruck der STEFAN-BOLTZMANN-Konstanten ist

_2n%k*
"~ 15¢2H3
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