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1 Grundbegriffe und Hauptséitze

1.1 Worum geht es?

In der Thermodynamik geht um die Beschreibung von makroskopischen Systemen, die aus sehr
vielen Elementargebilden (Atome, Molekiile, Elektronen, Feldmoden, etc.) aufgebaut sind. Ther-
modynamische Systeme haben demgemif eine sehr grofie Zahl von Freiheitsgraden (~ 10%3!). Fiir
die Beschreibung ist daher die Bildung neuer physikalischer Grdifien notwendig, die durch Mit-
telung aus den Mikrozustinden des Systems bestimmt werden. Voraussetzung ist, dass sich das
System im thermodynamischen Gleichgewicht befindet, also nicht mehr von der Zeit abhéngt.

Dieser Zustand wird charakterisiert durch Zustandsgrdfien:

e Mechanische Zustandsgroflen: Druck P, Volumen V'

e Thermische Zustandsgrofen: Temperatur 1T', Entropie S

e Chemische Zustandsgrofien: Teilchenzahl N, chemisches Potential
(Elektrische und magnetische ZustandsgréBen konnen ohne konzeptuelle Probleme hinzugefiigt
werden.)
Wir unterscheiden zwischen extensiven Grdfien und intensiven Gréfien bzgl. Teilung eines Systems
(0) in zwei Systeme (1 und 2).

e VV und N sind extensiv — es gilt Vj = V4 4+ Vo und Ny = N1 + No.

e P und 7 sind intensiv — es gilt Py = P, = P, und Ty = T1 = T5.

In vielen Féllen reicht die Angabe von drei Zustandsgrofien (z.B. P, V', T') um den Zustand ein-
deutig zu charakterisieren, also drei Freiheitsgrade anstatt 10%3).

1.2 Basisgrofien
Die Stoffmenge wird in Mol angegeben:

Die Basiseinheit 1Mol ist die Stoffmenge eines Stoffes, der aus
6.02214076 - 10*3 Einzelteilchen besteht.

Die GroBe N4 = 6.02214076 - 10> mol~! wird als AVOGADRO-Konstante bezeichnet. Allgemein
gilt fiir die Teilchenzahl N mit der Molzahl n

N=Ny-n ;  [n] =mol .

Die Basiseinheit der Temperatur T ist Kelvin (K):

Ein Kelvin (1K) ist die thermodynamische Temperatur, die gegeben ist
durch

1380649 - 1072*J

1K
k

Hierbei ist & = 1.380649 - 10~23 % die BoLTZMANN-Konstante.

Es gilt
T(in °C) = T(in K) — 273.15K .
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1.3 Druck und Arbeit

Gegeben sei ein Quader mit Volumen V', der aus einem ho-
mogenen Stoff (fest, fliissig oder gasférmig) mit richtungs-

unabhéngigen physikalischen Eigenschaften bestehe. Von F,
auBlen wirke eine Kraft F4 senkrecht auf die Seitenflache >
A. Dann ist der Druck p4 auf A gegeben durch A E v
_Fa |
pA A — Ax—
Bei Kompression des Korpers um Az wird die Arbeit AW geleistet. Daher gilt
oW = Fydx ; dV =Adx
= padV
|4t
W= / pa(V) dV (1.1)
Vo

Die an einem thermodynamischen System geleistete Arbeit W ist keine Zustandsgrdofie des Sys-
tems, sondern eine Prozessgrofie (vgl. Kap. 1.8). Wir kennzeichnen differentielle Anderungen der
Arbeit in Zukunft als §WW.

Vorzeichenkonvention:

W >0 ; wenn am System Arbeit geleistet wird.
Q>0 ; wenn Wirme in das System hinein fliesst.

(Merkregel: das System ist ,,egoistisch“.)

1.4 Temperatur und Wirme

Die auffilligste Eigenschaft der Temperatur ist es sich auszugleichen. Zwei Kérper (Systeme) ver-
schiedener Temperatur T7 > T5 nehmen nach hinreichend langem thermischen Kontakt die gleiche
Temperatur T mit 77 > T > T, an.

(Vorliufige) Definition der Temperatur !

Es gibt eine Zustandsgrofle, die Temperatur T'. Thre Gleichheit ist Bedin-
gung des thermischen Gleichgewichts zweier Systeme oder zweier Teile
desselben Systems.

Nullter Hauptsatz

Wenn sich ein System A mit einem System B im thermischen Gleichge-
wicht befindet, d.h. T4y = Ty, und System B im thermischen Gleichge-
wicht mit einem System C ist, d.h. Tp = T, dann ist auch A mit C' im
thermischen Gleichgewicht, Ty = T¢.

Als Folge dieser Sétze ist die Temperatur eine skalare, intensive Grife.

Zur Messung der Temperatur kann jede Eigenschaft dienen, die sich stetig und reproduzierbar mit
ihr dndert (z.B. Volumen, Linge, Druck, elektrischer Widerstand, etc.)

! A. SOMMERFELD, Vorlesungen iiber Theoretische Physik, Bd. 5, Thermodynamik und Statistik, 2. Auflage
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Definition der Wirme

Die Warme @ ist diejenige Grofle, die zwischen Systemen verschiedener
Temperatur ausgetauscht wird und damit den Gleichgewichtszustand
herbeifiihrt. Sie fliefit ausschliefilich in die Richtung niedrigerer Tempe-
ratur, ist also immer mit einem Temperaturgradienten verbunden.

Da die Wirme eine Zustandsinderung bewirkt, nennt man sie eine Prozessgriffe (im Gegensatz
zu Zustandsgrofle).

Die Wirme @ ist eine extensive Grifie und hat die Einheit einer Energie, [Q] = J.

Aber Vorsicht: Warme transportiert nicht allein Energie, sondern auch Entropie (dazu spéiter!).
Zur besseren Unterschiedung verschiedener Energiebeitrige werden wir zukiinftig den Anteil der
nur von der Temperatur 1" abhéngigen Energie eines Systems als thermische Energie bezeichnen.

Wie hingt die zugefiihrte Wirme 6@ mit der bewirkten Temperaturdifferenz dT
zusammen? Dazu wird die Warmekapazitit C eines Systems definiert. Sie gibt an, mit welcher
Temperaturinderung d7" das System auf eine sehr kleine (differentielle) Wirmezufuhr Q) reagiert.
Es gilt 2

1
T=—.
d - 0Q
oder
6Q J
C'_ﬁ ; [C]—K.

Die Definition ist in dieser Form noch nicht eindeutig. Das Ergebnis einer Messung héangt von den
gewihlten Randbedingungen ab, z.B. V' = const oder p = const. Die gewéhlte Bedingung wird
mit einem Index gekennzeichnet,

Die Warmekapazitidt C ist proportional zur Stoffmenge oder Masse des Systems. Wir definieren
daher weiter:

C J

Spezifische Warmekapazitit: cs == — 5 ] = ——
m kg K

N e c J

Molare Wirmekapazitit: em = — ;5 [em]

n mol K
Im Rahmen dieser Vorlesung gelten die Bezeichnungen
C C
Cy = ?v ; cp = ?p . (1.3)

Die klassische Einheit der Wérme ist die Kalorie (cal).

1cal ist diejenige Wiarme ), welche man einer Probe von 1g H2O un-
ter dem Druck p = 1013.25 hPa zufiithren muss, um sie von 14.5°C auf
15.5°C zu erwirmen.

Die heutige Definition der Kalorie bezieht sich auf das mechanische Warmedquivalent der ther-
mischen Energie. Dieses ist

1cal =4.19002J .

Es wird experimentell bestimmt anhand der Reibungswérme (JOULE, 1843-1849).

Differentielle Anderungen von ProzessgroBen werden mit einem ,,§“ gekennzeichnet.
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1.5 Der erste Hauptsatz

Definitionen:

Ein abgeschlossenes (isoliertes) System hat keinerlei Austausch von Eigenschaften
und Inhalten mit der Umgebung; d.h. kein Teilchen- oder Energieaustausch, keine
Wechselwirkung mit dufleren Feldern etc.

Ein geschlossenes System hat keinen Teilchenaustausch mit der Umgebung.

Die innere Energie U ist eine Zustandsgrofle. Sie ist gegeben durch
U = Fxin + Epot - (1.4)

Sie kann sich nur &ndern, wenn dem System von auflen Energie zugefiihrt wird. Der Wéarmelehre
eigentiimlich ist die Unterscheidung der zugefiithrten Energie in zugefithrte Warme @ und der am
System geleisteten Arbeit W. Demgem#f gilt fiir die Anderung der inneren Energie AU:

Erster Hauptsatz (MEYER, JOULE, HELMHOLTZ, 1842-1847)

AU = Q+W (1.5)
oder
dU = 6Q+ oW (1.6)

Der 1. Hauptsatz ist eine spezielle Formulierung des Energieerhaltungssatzes.

1.6 Irreversible Prozesse und der zweite Hauptsatz

Zwei Korper verschiedener Temperatur gleichen unter Warmeaustausch ihre Temperaturen ein-
ander spontan an.

Der umgekehrte Vorgang, die spontane Entstehung einer Temperaturdifferenz, kommt in der Na-
tur nach aller Erfahrung nicht vor, obwohl der erste Hauptsatz das nicht verbietet.

Damit gilt: Jeder Temperaturausgleich durch direkten Wiarmeaustausch ist irreversibel (unum-
kehrbar) und kann nur durch Anderung der Umgebung (z.B. Energieentzug) wieder riickgéingig

gemacht werden.

Zweiter Hauptsatz (erste Formulierung)

Es gibt keine Zustandsinderung, deren einziges Ergebnis die Uber-
tragung von Wirme von einem Korper niederer Temperatur auf einen
Korper hoherer Temperatur ist. (Crausltus, 1850)

1.7 Reversible Prozessfiihrung

Im Gegensatz zu irreversiblen Zustandsénderungen kénnen reversible Zustandséinderungen riick-
géngig gemacht werden, ohne dass in der Umgebung anderweitige Anderungen zuriickbleiben (vgl.
2. HS).

Eine Zustandsédnderung ist genau dann reversibel, wenn das betrachtete
thermodynamische System in jedem Moment im thermodynamischen
Gleichgewicht ist.
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Zur ndherungsweisen Realisierung reversibler Zustandséinderungen im Experiment miissen die Pro-
zesse sehr langsam durchgefiihrt werden.

Schlussfolgerung:

Reversible Prozesse sind nur niherungsweise realisierbar. Sie sind ein theoretisches Konzept!

Anmerkung: Das Druckgleichgewicht stellt sich weit schneller ein als das Temperaturgleichge-
wicht.

Beispiel: Volumeninderung

lF/A p,
A

>

V, V,
Fiir die Anderung des Volumens muss Arbeit geleistet werden,
F
oW =—-Fdh=—-—=dV .
A
Im Gleichgewicht gilt p = F'/A, also gilt fiir reversible Prozesse
Vi
Wiey = —pdV = Wiev = —/ p(V)dV . (1.7)
Vo
Fiir eine reale Prozessfiihrung ist dagegen
) F
I.  Expansion 1 < p = Wi < Wiev
) F
II. Kompression 1 > p = Wi > Wiey

Im Grenzfall unendlich langsamer Prozessfiihrung fallen die Kurven I und IT mit p(V') zusammen.

Beispiel: Wie kann man den Zufluss von Wirme reversibel durchfiihren?

Der 2. Hauptsatz und das thermische Gleichgewicht verlangen T' = const, also
dI'=20 = 5@ = 5Qrev .

In einem realen Prozess flieffit Warme nur in endlicher Zeit, wenn ein Temperaturgradient existiert,
AT > 0. Auch hier wird die Reversibilitdt nur durch unendlich langsame Prozessfithrung (¢t — oo)
exakt erreicht.
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1.8 Zustandsgroflien und Integrabilititsbedingung

Der thermodynamische Zustand soll durch einen Satz weniger Zustandsgrofien eindeutig festgelegt
werden. Insbesondere sollen die Zustandsgrofien unabhéngig davon sein, iiber welchen Prozess der
Zustand herbeigefiihrt wird.

Aus dieser Forderung kénnen wir eine mathematische Bedingung formulieren. Ge-
geben sei eine Groe F(z,y), die vom Ort (z,y) abhéngt (z.B. Hohe). Es wird gefordert, dass die
gemessene Differenz F} — Fyy zwischen zwei Orten (zg,yo) und (z1,y;) unabhéngig ist vom Weg,
der bei der Messung benutzt wird.

Isolinien F(x,y)

A
A(x,,Y,+dy) F, \
Y /
B(x,+dXx,Y,)
v
A(Xo,Yo)
T T
X1

1

o

»
»

Xo

Die GroBle A(z,y) sei die Steigung entlang der z-Koordinate, B(x,y) die Steigung entlang der
y-Koordinate. Dann gilt fiir fiir kleine Wegabschnitte

dF = A(z,y) do + B(z,y) dy . (1.8)
Aus der geforderten Wegunabhingigkeit erhiilt man die Bedingung (vgl. Abbildung)
A(zo,y0) dz + B(xo + dz,yo) dy = A(zo,y0 + dy) dz + B(xo,y0) dy

N B(xo + dz,y0) — B(xo,%0) _ Al%o,%0 + dy) — A(zo,%0)
dzx dy

Mit partiellen Ableitungen folgt die Integrabilitdtsbedingung

0B(z,y) _ 0A(z,y)

o 3y (1.9)

Diese Bedingung kann auch abgeleitet werden mittels einer Funktion F'(x,y), von der bekannt ist,
dass sie integrabel ist. Dann 148t sich fiir sie das wvollstindige Differential bilden:

oF OF
F=— — . 1.1
d <8x>ydx+<8y>xdy (1.10)
N—— ~—
A(z,y) B(x,y)

(Ein Index x kennzeichnet, dass die Ableitung bei festem x geschieht.)

Aus der Unabhéangigkeit vom Weg folgt, dass die Reihenfolge zweier hintereinander durchgefiihrte
Ableitungen zum selben Ergebnis fiihrt, also

O*F 0 (oF 0 (OF 0 0
M = B_y (g)y = o <3—y>m = B_y Az,y) = %B(x,y) : (1.11)

Die Integrabilitéitsbedingung wird nach Einfithrung der thermodynamischen Potentiale (Kap. 6)
sehr niitzlich sein, um die fundamentalen Beziehungen (6.35) zwischen den Zustandsgréfien abzu-
leiten (MAXWELL-Relationen).
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Konsequenz fiir die mathematische Gestalt der Thermodynamik. U, T und V sind
Zustandsgrofen. Wir nehmen an, zwei Groflen, z.B. T und V, legen den Zustand aller weiteren
Zustandsgroflen eindeutig fest. Dann kann man schreiben:

oU oU
dU = (6_T>V aT + (WL av . (1.12)

Das gilt #mmer, unabhingig vom tatséchlichen Prozess. Das Differential beschreibt Uberginge
zwischen Gleichgewichtszustéinden® und gilt fiir Systeme im stindigen Temperatur- und Druck-
gleichgewicht.

Beispiel: Wirmekapazitiat C,

1. HS: dU = 6Q + oW
W = —papdV

OW ist die am System geleistete (Volumen-) Arbeit durch duferen Druck p4 (keine Zustands-
grofie). Wenn die Prozessfithrung sehr langsam geschieht, gilt fiir den Druck p im System (vgl.
Kap. 1.7)

D= DpA = dU =6Q — pdV .
Fiir dV = 0 gilt also
dU =6Q = C, - dT .

Vergleich mit dem vollstdndigen Differential der inneren Energie U(T, V) (s.0.) ergibt unmittelbar

Cy= (g—g>v : (1.13)

Wir haben die Warmekapazitéit C, damit durch Zustandsgrofien ausgedriickt. Dieser Ausdruck
kann als allgemeine Definition von C, dienen.

3nur dafiir sind 7 und p definiert!



2 DAS IDEALE GAS 8

2 Das ideale Gas

2.1 Die allgemeine Gasgleichung

(oder: Thermische Zustandsgleichung idealer Gase)

Ein Gas mit Volumen V', Temperatur 7', Druck p und
Molzahl n ist in einem Zylinder mit einem beweglichen
Stempel mit Fliache A eingeschlossen. Im Kréftegleich-
gewicht gilt p = F'/A.

Die Zustandsgleichung idealer Gase wurde durch vier
experimentelle Teilaussagen begriindet.

1
n,T const : p X (BOYLE-MARIOTTE, 1662 u. 1676)
n,V const : p x T (AMONTONS, 1702)
n,p const : V = Wl +~T(in °C)) (Gay-Lussac, 1802)
T,p const V x n (AvOGADRO, 1811)

Das Gesetz von GAY-LUSSAC zeigte, dass es einen absoluten Nullpunkt gibt (kein negatives Vo-
lumen!) mit vy = 1/273.15°C.

Das Gesetz von AVOGADRO besagt, dass das Volumen V unabhingig ist von der Art des Gases,
wenn die Molzahl n (oder Teilchenzahl N) gleich ist.

Auf der Basis der absoluten Temperaturskala (in K) folgt dann die allgemeine Gasgleichung mit
der universellen Gaskonstanten R

J
= T ; = Ngk=28.31 . 2.1
pV =nR i R k=283 —r (2.1)
Mit der Anzahl N = n - N4 der Gasteilchen folgt
pV=NEkT . (2.2)

Die BorrzMANN-Konstante k ist eine von der Definition der Temperaturskala abhéingige Grofle
(vgl. Kap. 1.2). Von grundsétzlicher Bedeutung ist dagegen die energetische Grofie k£ T. Bei Raum-
temperatur ist

kT ~4-10721]  (~25meV) . (2.3)

Fiir viele Gase hat sich die allgemeine Gasgleichung bei niedrigen Dichten als gute Beschreibung
erwiesen. Es ist aber nicht imstande, Phaseniibergéinge zu erkldren. Reale Gase erfiillen die Gas-
gleichung somit nur in engen Grenzen.

2.2 Definition des idealen Gases

Zur Betonung diese Umstandes definieren wir daher:

Ein ideales Gas erfiillt die allgemeine Gasgleichung.

Im Modell atomarer Teilchen (siche Kap. 3) ist ein Gas ideal, wenn das Eigenvolumen der Teilchen
vernachléssignbar klein ist und zwischen den Gasteilchen die Wechselwirkungskréfte verschwin-
dend klein sind.
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2.3 Innere Energie und Wirmekapazitéit

Grundlegendes Experiment. Irreversible adiabatische Expansion eines Gases

Ein Gefé mit Volumen V) sei mit einem Gas gefiillt und von einem zweiten, leeren Geféff (Va-
kuum) durch eine Scheidewand S getrennt. Die gesamte Anordnung ist thermisch isoliert, also

Q=0 (adiabatischer Prozess) (2.4)

ﬁ Scheidewand
]

Expansion [ -

[

Vakuum

GAy-Lussac (1807); JOULE (1845)

Nach Entfernung von S, ohne Arbeit zu leisten (W = 0), zeigt die Messung fiir viele Gase unter
Normalbedingungen nahezu keine Temperaturinderungen, also

AT:TQ—Tlﬁo.

Schlussfolgerung fiir die Innere Energie. Da

UMW, Th) =U(Va, Ty) (abgeschlossenes System)
und somit
ou ou
dU = [ — dT — dV =0
(ar), 47 (),
C

folgt aus d7T" = 0 unmittelbar

oUu
<W)T =0

und damit
dU = C,dT (2.5)
T
ur) = / C’U(T’)dT' (2.6)
0

Die innere Energie ist hier also allein einer Funktion der Temperatur 7. Wir werden spéter sehen,
dass die allgemeine Gasgleichung und damit ein ideales Gas diese Eigenschaft beinhaltet (Kap.
6.6). Fiir reale Gase ist das Modell idealer Gase nur begrenzt anwendbar. Insbesondere fiir tiefe
Temperaturen und/oder hohen Driicken wird die Relation ungiiltig (z.B. Phaseniibergénge; vgl.
7.3).

Wir kénnen nun auch eine Aussage iiber die Warmekapazitit C), von idealen Gasen bei konstantem
Druck machen. Aufgrund des 1. HS gilt im Druckgleichgewicht

5Q = dU — oW
= C,dT +pdV .
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Fiir das Volumen V(T p) ist das vollstindige Differential

oV 1%

Bei konstantem Druck, dp = 0, erhalten wir daher

ov
p

Fiir die partielle Ableitung erhalten wir mit der allgemeinen Gasgleichung

nRT < oV > nR
= -
P

V=" -
P or P

5Q = T . (2.8)

)

so dass schliefllich folgt

]
Cp = <£>p =Cy+nR. (2.9)

Zusammenfassung. Ideale Gase haben also folgende Eigenschaften:

Kalorische Zustandsgleichung U = fOT Cy(T") AT’
Thermische Zustandsgleichung : pV = nRT (2.10)
Wirmekapazitét bei konstantem Druck : Cp(T) = C,(T)+nR

Im Rahmen der kinetischen Gastheorie (Gleichverteilungssatz, Kap. 3.3) werden wir spiter die
Wirmekapazitiat C, und die innere Energie U genauer bestimmen kénnen (Gl. 3.11).

2.4 Reversible adiabatische Zustandsinderung

Erinnerung: Ein adiabatischer Prozess findet ohne Warmeaustausch mit der Umgebung statt,
dQ = 0 (Wirmeisolierung).

FEin Gewicht der Masse m werde durch den Druck p des
Gases in die Hohe gedriickt. Wie dndern sich Temperatur
T und Volumen V eines idealen Gases fiir einen reversiblen,
adiabatischen Prozess?

Mit dem 1. Hauptsatz gilt
dU = 6Q + Wiey

Expansion

Kompression

und damit
RT
Codl’ = 0—pdV ;op= L v
dT dVv
CUT = —7’LR7 N nR:Cp—CU
ar _ G-G dV
T C, Vv
Mit dem Adiabatenkoeffizienten
Cp
R 2.11
"=, (2.11)

und nach Integration erhélt man die Poissongleichungen

T-V5 ! = const und P -V" = const . (2.12)
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2.5 Reversible isotherme Zustandsinderung

—dm

Das Gas stehe diesmal in thermischen Gleichgewicht zu ei- M
nem (unendlich groBen) Wérmebad, welches die Temperatur
T im Gas konstant hilt, dT = 0.

dU = 5Qrev + 5Wrev .

Wegen dU = C,, dT folgt dU = 0, also

T=const

5Wrev = _5Qrev . (213)

Bei Ezpansion des Volumens V wird die am Gewicht M geleistete Arbeit als thermische Energie
vollstdndig dem Wirmereservoir entzogen. Dazu wird M in einem reversiblen Prozess kontinu-
ierlich um dm verringert und als Folge angehoben. Die innere Energie U des Gases sowie die
Temperatur des Wirmebades bleiben ungeéndert.

Die potentielle Energie konnte nun benutzt werden, die Temperatur eines zweiten Korper zu
erhohen. Widerspricht das dem 2. HS? Nein, denn sowohl das Gas als auch das Warmebad haben
andere Zustdnde eingenommen.

Die dem Gas bei Expansion von V =V zu V = V] entzogene mechanische Energie ist

MWiew = —pdV ;. pV =nRT
dVv
Y
= Wiew = —nRT In <E> . (2.14)
Vo
Entsprechend ist die dem Gas zugefiihrte Warme

Qrev = —Wiey = nRT In <E> : (2.15)

Vo

Bei anschlieender Kompression des Gases zu V' = Vj wird die potentielle Energie wieder vollstéindig
in thermische Energie des Warmebades umgesetzt. Gas, Warmebad und das Gewicht sind wieder
in ihren Ausgangszustdnden — Reversibilitdt.
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3 Die kinetische Gastheorie

3.1 Grundlagen

Die statistische Mechanik begriindet die Eigenschaften von Gasen durch mechanische Wechselwir-
kungen von submikroskopischen Teilchen (Atome und Molekiile). Demnach sind thermodynami-
sche Grofien wie Druck p und Temperatur 7' auf Mittelwerte von den individuellen physikalischen
Eigenschaften (Impulse, Energie) einer sehr groflen Zahl N von Teilchen (~ 10?3) zuriickfiihrbar.

Charakteristisch ist, dass mit wachsender Teilchenzahl, N — oo, unsere Kenntnis der mikrosko-
pischen Verteilung immer geringer wird, dagegen aber die (relativen) Schwankungen der makro-
skopischen Mittelwerte immer kleiner.

Beispiel: Teilchenzahl n in einem Teilvolumen v des Volumens V mit Gesamtteilchenzahl N

Wie grof3 ist die mittlere Zahl n und die mittlere Schwan-
kungsbreite s der Teilchenzahl n im Teilvolumen v?

Die Wahrscheinlichkeit, ein bestimmtes Teilchen innerhalb
v zu finden ist
v

sz-

Die Wahrscheinlichkeit, es auflerhalb zu finden ist dann

qg=1-p.
Wir nummerieren alle Teilchen von 1... N. Die Wahrscheinlichkeit, genau die Teilchen mit Num-
mern 1...n in v zu finden, ist dann

pn . qun ]

Die Anzahl verschiedener Kombinationen von n Teilchen ist

(w) =&

Folglich ist die Wahrscheinlichkeit, genau n Teilchen in v zu finden

w(n) = <N> pg" " (3.1)

n

mit der Eigenschaft
N

> wn)=@p+oV.

n=0
Zur Berechnung von 7 wenden wir die Operation p - 9/0p auf beiden Seiten der Gleichung an mit
dem Ergebnis (bei Verwendung von p 4+ ¢=1)

p au(;—;n) =p- <JX> np" " = nw(n) (3.2)
N

n=Y nwn)=Npp+q"'=Np (3.3)
n=0

Und zur Berechnung von n? ein zweites Mal:

n? = inQ w(n) (3.4)
n=0

Npp+gV '+ N(N-1)p*(p+q)"

n+n?—np. (3.5)
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Dann folgt fiir das mittlere Schwankungsquadrat mit p < 1
82 = ﬁ — ﬁ2
= fn—pn o~ @. (3.6)
Somit erhalten wir fiir die relative Schwankungsbreite

n 1
_vn_ 1 (3.7)
n N
Fiir sehr grole Mittelwerte n der Teilchenzahlen n im Teilvolumen v kann die Schwankung prak-
tisch vernachlissigt werden (7 = 10?2 = s/ = 10711).

3| ®»

3.2 Computer-Experimente: Molekulardynamische Simulationen

Einfaches Modell

e . Harte“ Kugeln ohne Reibung (keine ,inneren* Freiheitsgrade); rein elastische Stéfe.

Feste Teilchenzahl N in einem vorgegebenen Volumen V mit harten Wéanden.

Newtonsche Gesetze: Impuls- und Energieerhaltung, keine Rotation.

Einschrinkung auf 2 Dimensionen (Scheiben): kein prinzipieller Unterschied zu 3D, aber
bessere Performance (hohere Rechengeschwindigkeit).

Druck

Der Druck p wird durch den Impulsiibertrag AM der Teilchen auf die Wand bei der Reflexion
berechnet. Zeigt die Normale der Fliche A in z-Richtung, dann ist

AM, = 2muv,

mit Masse m und z-Komponente der Geschwindigkeit der Teilchen. Durch zeitliche Mittelung
iiber At erhélt man die mittlere Kraft

F, === .
PRLS (38)
und damit den Druck

F,

Welche mechanische Groéfle kann als Maf fiir die Temperatur 7' dienen?

Simulationen: Es werden die mittlere Geschwindigkeitsverteilung und Energieverteilung der Teil-
chen bestimmt und als Histogramme dargestellt (Wahrscheinlichkeitsdichten). Das geschieht so-
wohl fiir alle Teilchen zu einer gegebenen Zeit (Scharmittel) als auch fiir ein einzelnes Teilchen
gemittelt iiber die Gesamtzeit (Zeitmittel).

Ergebnis: Jedes Teilchen im System hat nach Einstellung der Gleichgewichtsverteilung im Mittel
dieselbe kinetische Energie Ej, unabhéngig von Gréfle und Masse. Die gesamte innere Energie U
ist gegeben durch

U=N-FE,.

Da Ej eine intensive Grifle ist, kann sie die Temperatur T' repréisentieren.



3 DIE KINETISCHE GASTHEORIE 14

3.3 Gleichverteilungssatz

Das Ergebnis der Simulationen ist ein zentrales Ergebnis der statistischen Mechanik und kann
streng bewiesen werden. Es kann zur Definition der absoluten Temperatur dienen (vgl. vorlaufige
Definition in Kap. 1.4).

Jeder Freiheitsgrad eines Systems im thermodynamischen Gleichgewicht
hat die mittlere Energie % kT .

Die Zahl f der Freiheitsgrade eines Teilchens entspricht der Anzahl seiner voneinander unabhéngi-
gen Bewegungsmoglichkeiten (z.B. Translationen und Rotationen). Einer Schwingung werden zwei
Freiheitgrade zugerechnet (pot. und kin. Energie). Die Konstante k& kann frei gewéhlt werden und
bestimmt die Skala der (absoluten) Temperatur. Fiir die SI-Einheit der Temperatur (Kelvin) ist
k die BoLrzMANN-Konstante.

Beispiel: Innere Energie und Wirmekapazitét eines ideales Gas

Mit der Zahl der Freiheitsgrade f ist die mittlere kinetische Energie pro Teilchen

_ 1 = f 1 mw?
Eyn=-mv:==kT T=-——. 1
k 5 M= = 7 h (3.10)
Die innere Energie und Warmekapazitéit sind dann
U:gNkT:gnRT = Cv:gNkzgnR. (3.11)

Im Falle von Atomen ist f = 3 fiir die drei Freiheitsgrade der Translation.

Beispiel: Freiheitsgrade und Adiabatenkoeffizienzen

Freiheitsgrade Adiabatenkoeff.
Molekiil | Trans ‘ Rot ‘ Vib ‘ Alle | ¢p/cy ‘ Exp.
He 3 0 0 3 1.66 1.66
Ny, Oy | 3 2 | 0 | 5 | 140 | 1.40
H>O 3 3 0 6 1.33 1.33
CO, 3 2 2 7 1.29 1.30

Beispiel: Festkorper

Jedes Atom hat f = 6 Freiheitsgrade, drei der kinetischen Energie und
drei der potentiellen Energie. Also ist

U:3nRT (312) ----------

mit dem DULONG-PETIT-Gesetz

C,=3nR. (3.13)
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3.4 Anwendungen

3.4.1 Die thermische Zustandsgleichung

Betrachte eine sehr grofie Zahl (N — oo) von Teilchen
der Masse m und verschwindender Grofle (Eigenvolu-
men b — 0, N b — 0) in einem Behélter mit Volumen o sl
V und frei beweglichem Kolben der Fliche A. Das —r= <—— : - :
Gas sei im thermodynamischen Gleichgewicht bei der x AT A
Temperatur T und dem Druck p. Ziel der folgenden .
Rechnung ist die Verkniipfung der Zustandsgréfien p, ,
V,T und N. ;

Der Druck auf die Fliche A betragt

o
XV

p= Z .
Im Zeitintervall dt¢ stolen diV; Teilchen mit Impuls M;, = muv, in z-Richtung mit dem Kolben
und bewirken den Kraftstof§ (Impulserhaltung bei Reflexion an Wand)

Fipdt =2 M;, dN; .

Die Teilchen dN; mit Geschwindigkeit v, sind dax vom Stempel entfernt und die Hélfte davon
bewegt sich im Mittel nach links. daher gilt
dN;  1.dV 1 Adae
N, 2V 2V

M;,
m

dt .

dN; = = N;

DN | =
<|x

Es folgt
_ Fu _ N M,
Pim= "=y

(Zu dem gleichen Ergebnis kommt man bei Betrachtung der Zeitdauer zwischen zwei Stoflen eines
Teilchens mit dem Stempel, wenn dieses nicht mit anderen Teilchen kollidiert.)

Summation iiber alle Impulse M;, und Teilchen N; ergibt

1 M?

P=1v YN ol (3.14)
i

Da keine Richtung ausgezeichnet ist, ist die kinetische Energie gegeben durch

M2 M2 M2 3 M?2
E = N 1T Y 1z _ = N 1T . 3.15
k ZZ: ! <2m + 2m + 2m 2 ZZ: “'m ( )

Zusammen mit dem Gleichverteilungssatz erhalten wir dann die thermische Zustandsgleichung:

2
pV: gEkin
5 = pV=NEkT oder pV =nRT . (3.16)
Bin = 5 N kT

Wie dndert sich die Zustandsgleichung fiir ein endliches Eigenvolumen b7
(Die Wechselwirkung soll weiterhin auf elastische Sto68e begrenzt sein.)

Simulation (2D-Gas): Druck p als Funktion der Teilchendichte p = N/V.

Ergebnis: Erst bei hohen Dichten fiihrt das Eigenvolumen zu einer deutlichen Abweichung vom
idealen Verhalten (vgl. Kap. 7.
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3.4.2 Die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung

In den Simulationen wurden Histogramme berechnet, in denen die Anzahl der Molekiile gleicher
Energie als Funktion der Energie aufgetragen wurde. Es zeigte sich, dass sich im thermodyna-
mischen Gleichgewicht immer die gleiche Verteilung einstellt und diese exponentiell verlduft. Da
jedes Teilchen im Laufe der Zeit alle méglichen Zustéinde durchlduft (Ergodizitit), folgte daraus
der Gleichverteilungssatz (Mittelwert der Verteilung).

In einer strengen theoretischen Behandlung im Rahmen der statistischen Mechanik stellt sich her-
aus, dass die exponentielle Verteilung eine grundsétzliche Eigenschaft von Systemen im Gleichge-
wicht bei konstanter Temperatur ist. Kine zentrale Rolle nimmt hier der

BOLTZMANN-Faktor e E/KT

mit Energie F ein. Fiir eine sehr grofie Zahl gleichartiger Systeme im thermischen Kontakt bei
der Gleichgewichtstemperatur 1" gilt mit N; = AN(E;) und N = ), N; allgemein

N; oc ¢~ Bil kT

Insbesondere gilt fiir das Verhéltnis der ,,Besetzungszahlen“ zweier Systeme verschiedener Ener-
gien F; und Ey

No _ o (F2=E)/KT (3.17)

Ny

Mit Hilfe des BoLTZMANN-Faktors wollen wir nun bestimmen, auf welche Weise die Geschwin-
digkeiten der Teilchen im Gas verteilt sind. Dazu betrachten wir die Wahrscheinlichkeit dw, ein
Teilchen mit der Geschwindigkeit ¥ = (v, vy, v;) im , Volumenelement“ dv, dv, dv,. Mit der ki-
netischen Energie Eli, = m (v2 + vs +v2)/2 gilt dann

2 2 2
dw(vx, vy, Uz) x e—mvz/QkT dv, - e—mvy/ZkT d’Uy . e—mvz/ZkT dv, |
also mit v = |¢] und einer Normierungskonstanten K
_ 2
dw(vg,vy,v,) = K-e ™ 12K qqy,, dvy dv, . (3.18)

Meist interessiert man sich aber nicht fiir die Verteilung der einzelnen Geschwindigkeitskompo-
nenten, sondern fiir die Verteilung der Absolutgeschwindigkeiten.

Ziel: Finde die Wahrscheinlichkeitsdichte dw(v) = f(v)dv

Die Menge der Zustinde mit v = |/vZ +v2 + vZ liegt im Geschwindigkeitsraum in einer Kugel-
schale mit Radius v und Dicke dv (vgl. Abb.). Fiir diese gilt

/ dv, dvy dv, = 47 v? dv . (3.19)
Schale
Also ist
f(v)dv = K - 4m0? e /2KT gy, (3.20)

Zur Normierung wird verlangt, dass die Gesamtwahrscheinlichkeit Eins wird,
[e.e]
/ flo)dv=1. (3.21)
0

Damit wird die MAXWELLsche Geschwindigkeitsverteilung

_ m 3/2 2 fmv2/2kT
flv) = (27Tsz> 4dmv”e . (3.22)
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Die Verteilung ist eine Dichtefunktion. Ihre Einheit ist [f(v)] = s/m.

1.50 T n

10° % .
X107 m Heliumgas
1.25F —
— 77K 1
1.00F — 300K ]
~—~ 075} —
=
=

0.50

0.25f

0.00

L L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Geschwindigkeit v m's

MAXWELL-Verteilung von Helium

Zustandsdichte im 7-Raum

Die wahrscheinlichste Geschwindigkeit entspricht dem Maximum der Verteilung und ist gegeben
durch

Vy = \/%—T (3.23)
m

die mittlere Geschwindigkeit ist

(v)y = /Ooovf(v)dv = %vw = 1.13 vy, (3.24)

und der Mittelwert des Geschwindigkeitsquadrats ist
2 B 3
V) = 4/ n}:m = \/;vw = 1.09 (v) (3.25)

3.4.3 Die Barometrische Hohenformel

Es sei V ein kleines Volumen in der Hohe z der Erdatmosphére bei konstanter Temperatur T'. Mit
der potentiellen Energie mgz eines Molekiils im Gravitationsfeld ist die Wahrscheinlichkeit, in V'
ein Molekiil zu finden

g(z)dz o e KT g,

und daher gilt fiir zwei gleiche Volumina in unterschiedlicher Héhe z = 0 und z = h

g(h) Ny —mgh/kT
-1 _ . 2
o) N (3:20)
Mit pV = NET folgt dann
p(h) = p(0) - &~ H/HT (3.27)

Der Exponent kann geschrieben werden als

mgh — N(O)m gh  p(0)gh

KT Voop(0)  p(0)
mit Massendichte p(0) bei z = 0. Damit erhalten wir die Barometrische Hohenformel
p(h) = po - e—Pogh/po (3.28)

Fiir trockene Luft mit pg = 1.2g/L, T'= 15°C und pg = 1013 hPa erhilt man fiir die Hohe hg mit
Druckabfall auf 1/e des Normaldrucks

ho = 2% ~ 8.5km . (3.29)

Pog
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3.4.4 Die mittlere freie Weglinge

Die endliche Grofie der Teilchen fiihrt zu einer endlichen Stofirate der Teilchen untereinander. Mit
Hilfe einer einfachen statistischen Betrachtung bestimmen wir die mittlere Weglédnge A\ zwischen
zwel Stoflen eines Teilchens.

Wir betrachten gleichartige Teilchen und ideali-
sieren sie als Kugeln mit Durchmesser d. Dann « 1
ist ihr Wirkungsquerschnitt

oc=md. (3.30) ;
Bewegt sich ein Teilchen um eine Strecke [ wei- 2d
ter, dann {iberstreicht es ein Zylindervolumen i )
V.,=0"1 (d<l).

Die Zahl der Teilchen N, in diesem Volumen im Verhiltnis zur Gesamtzahl IV ist

N, Vi N
N2 N,=—.0-1.
NV 7 Tyl
Wird die Zahl N, ~ 1, dann findet im Mittel ein Stof3 statt, also
N 1
v (v)-o

In dieser Betrachtung wurden die Gasteilchen als ruhend angenommen. Beriicksichtigt man die
Relativgeschwindigkeit zwischen den Teilchen, erhilt man die mittlere freie Weglinge
1
A= ——— . o =md? (3.32)
N Y
V2(3) -0

Die Zahl der unabgelenkten Teilchen als Funktion der Laufstrecke x ist gegeben durch
N(z) = Nye @/ (3.33)

3.4.5 Molekulare Effusion

Durch sehr kleine Offnungen in einer GefiBwand oder durch andere molekulare Offnungen kénnen
Gasmolekiile entweichen. Im Mittel ist die Geschwindigkeit der entweichenden Molekiile deutlich
grofer als die mittlere Geschwindigkeit v des Gases.

Wenn die Fliche A der Offnung kleiner als die mittlere freie Wegléinge ist, gilt fiir den Effusionsfluss

1dN 1 N

. 1.5 .34

Aat 2 v’ (3:34)
Die mittlere Energie pro Molekiil betragt

Exinps = 2kT (3.35)

ist also um den Faktor 4/3 grofler als die kinetische Energie in Atomgasen (f = 3).
Grund: Die Wahrscheinlichkeit, die Offnung zu , treffen®, ist proportional zur Geschwindigkeit!

Aus der Formel fiir die Effusionsrate folgt: Molekiile kleinerer Masse (groferes v) haben eine hohere
Effusionsrate R (Gesetz von GRAHAM)

Ry M,y
— =/ 3.36
R Mo ( )

Anwendung: Isotopentrennung.
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3.5 Entropie und Wahrscheinlichkeit

Betrachte ein Gas in einem abgeschlossenen Volumen V. Das Volumen sei in n gleichgrofle Zellen
Zh, L, ..., Zy unterteilt. Das Gas bestehe aus N gleichen Teilchen, die zu einem gegebenen Zeit-
punkt zufillig auf die n Zellen verteilt wurden. In der Zelle Z; seien N; Teilchen, N =", N;.

Wenn wir die Teilchen als verschieden (nummeriert) anse-
hen, dann ist jede der zuféllig gewdhlten Verteilungen gleich
wahrscheinlich. Wenn wir uns aber nur fiir Anzahlen N; in N1 | No
ihren jeweiligen Zellen Z; interessieren, dann kommen man-
che Zustandskonfigurationen weit h&ufiger vor als andere.
So ist es z.B. sehr unwahrscheinlich, alle N Teilchen nach

der zufélligen Zuteilung in genau einer Zelle zu finden. : N;
Fragestellung: Wie grof} ist die Zahl W der Mdoglich- S R I
keiten (oder Mikrozustinde), genau N Teilchen in Z;, No
in Zy, ... und N,, Teilchen in Z,, zu finden?
Losung:

W (Ny, N N, ol 7

= 3.3
(N1, s ) = TR (3:37)

Fiir sehr grofle N kann die Zahl W extrem grofl werden. Wir betrachten daher den Logarithmus
von W. In guter Naherung gilt die STIRLINGsche Formel

InN!~NInN—N . (3.38)

Damit erhalten wir

==

n
W =-N> PP, mit P, (3.39)

i=1

Beispiel: Zwei Zellen A und B mit gleichen Volumina V4 = Vp
InW = —N (P4 In P4 + P In Pp)
Dann gilt fiir die vollstéindig irreversible Expansion (vgl. Kap. 2.3)

1. Vor dem Entfernen der Scheidewand sind alle Teilchen in A:
PA:1;PB=O = InW; =0
Es gibt nur eine Realisierungsméglichkeit, W7 = 1.

2. Nach dem Entfernen der Wand ist

Pa=g:Pp=5 = IWp=NIn2

Die Zahl der unterschiedlichen Aufteilungen der Teilchen auf die beiden Volumina ist fiir den End-
zustand (2) also um den Faktor 2V grofer als fiir den Ausgangszustand (1). Man findet leicht, dass
der Fall (2) die groftmogliche Zustandszahl liefert — es ist daher der wahrscheinlichste Zustand.
Die Riickkehr aller Teilchen in das Volumen Vj ist extrem unwahrscheinlich: Die Expansion ist
irreversibel.
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Die Grofle W ist geeignet eine neue Zustandsgrifie zu definieren, die den Gleichgewichtszustand
und den Charakter eines thermodynamischen Prozesses (reversibel, irreversibel) bestimmt.

Definition der Entropie
S=kInW (3.40)

Darin ist W die (nicht normierte) ,,thermodynamische Wahrscheinlichkeit“, das Gesamtsystem in
einem Zustand mit gegebenen Besetzungszahlen Ny, N, ..., N, in den n Unterrdumen (Zellen)
des Phasenraums zu finden.* Die Entropie ist eine extensive Grifie.

Beispiel: Zwei verschiedene ideale Gase a und b befinden sich in dem gleichen Volumen. Es gilt

Wges = Wa ' Wb

Sges = kIn(WaWy) = kInW,+kInW,
Sa Sb

Beispiel: In drei gleichen Gefiflen sind Teilchen des gleichen Stoffs mit Molzahlen n; = 1, no = 2
und n3 = 3. Nach Offnen der Ventile stellt sich ein neues Gleichgewicht ein. Berechne die Anderung
der Entropie.

n
an:—NZPilnPi . P =
i=1

==

Entropie zu Anfang: Mit nges = 6 wird
1 2 3
So=—R(1ln=+2In-+4+3In—-)=6.08R
6 6 6
Entropie am Ende:
2
S1=—-R-3-2 lné =6.592 R

Die Entropie ist um 4.354 J/K gestiegen.

‘Es wird also gezéhlt, wieviele Realisierungsmoglichkeiten fiir einen bestimmten thermodynamischen Zustand
unter gegebenen Randbedingungen (Energie, Temperatur,etc.) existieren (Orte und Impulse aller Teilchen).
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4 Phanomenologische Thermodynamik

Die nur mit makroskopischen Groflen operierende phinomenologische Thermodynamik bezieht
ihre Begriffsbildung direkt aus dem Experiment, geht also im Gegensatz zur statistischen Ther-
modynamik (kinetische Gastheorie) von keinem speziellen (atomaren) Modell des thermodynami-
schen Systems aus. Sie basiert auf den zu Beginn eingefiihrten fundamentalen Hauptséitzen, die als
experimentelle Erfahrungstatsachen aufgefasst werden miissen. Begriffe wie Temperatur, Wéarme
oder Entropie werden auf allgemeinere Weise begriindet. Die phinomenologische Thermodynamik
ist die Grundlage der Energietechnik und der Chemietechnik (Verfahrenstechnik).

4.1 Entropie und Warme
Was wissen wir bisher iiber Wérme?
e Wirme ist eine Prozessgrofie.
e Sie transportiert Energie, dU = 0@ — pdV.
e Sie fiihrt in einem drreversiblen Prozess zum thermischen Gleichgewicht.

Welche Zustandsgréfie kann die Wiarme reprisentieren?

Gibt es eine Zustandsgrofie "Wirmeenergie’ '? Nein, denn verschiedene Energieformen kénnen
sich ja ineinander umwandeln. Der formale Beweis dafiir kann mit der Integrabilititsbedingung
gefithrt werden. Fiir die differentielle Wérmezufuhr gilt mit dem 1. Hauptsatz

6Q = CypdT + pdV .

Wir nehmen an, es gebe zur Prozessgrofie Q eine entsprechende Zustandsgrofe Q' (T, V). Fiir ein
ideales Gas ist dann

dQ' = A(T,V)dT + B(T,V)dV
nRT

Vv
Offenbar ist damit fiir ein ideales Gas die Integrabilitédtsbedingung

OA(T,V) 0B(T,V)
ov. T
nicht erfiillt, da die linke Seite identisch Null ist, die rechte Seite im Allgemeinen aber nicht.

AT,V) = C(T) ; B(T,V) =

Fin guter Kandidat zur Représentation der Wérme ist dagegen die Entropie. Sie fithrt ebenfalls in
einem irreversiblen Prozess zu einem Gleichgewichtszustand (mit Maximierung der Entropie). Da
die Entropie eine Zustandsgrofe ist, konnen wir formal U als Funktion von S und V schreiben,

ou ou
w—(2) ass () av. a

Im thermodynamischen Gleichgewicht ist S maximal, also S = const und dS = 0. Unter diesen
Bedingungen ist aber bekanntlich (Kap. 1.7)

oU
dU = —pd = — = —p. 4.2
U=-pdV <3V>s p (4.2)

4.2 Entropie und Temperatur

ou
Welche Bedeutung hat | — ?
oS )y
Betrachte dazu zwei Systeme im thermodynamischen Gleichgewicht, die gemeinsam ein abge-
schlossenes System bilden. Es gelten

S = 851(Uy) + S2(Us) ; U = Ui +Us
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so dass V = const
d_S _ dsS; " dSs dUs u, S, U, S,
dU; dU;  dU, dU;
_ s ds
dUy;  dU;

Wegen dS = 0 folgt dann sofort

ds;  dS,
duy,  dU,

Die Gleichheit von dS/dU in den Teilsystemen ist offenbar ein Ausdruck des thermodynamischen
Gleichgewichts zwischen beiden! (Das war die einzige Forderung.) Damit eignet sich diese Grofie
als ein Temperaturbegriff, der keinen Bezug auf ein spezielles (statistisches) Modell nimmt.

Definition der Temperatur

1 oS oUu
(£ o= (& 4.
T <6U>v b <65>v 43)

Wir setzen dieses in die Gl. (4.1) ein und erhalten die

Grundrelation der Thermodynamik
dU =TdS —pdV (4.4)

Das totale Differential beschreibt Anderungen von Zustinden im sténdigen thermischen Gleich-
gewicht, also reversible Prozesse. (Der Ubergang zum Gleichgewicht ist irreversibel!)

Der Vergleich mit dem 1. HS fiir reversible Prozesse
dU = 5Qrev + 5Wrev

ergibt (CLAUSIUS, 1865)

0Qrey =1'dS bzw. ds = 6%@ . (4.5)
Fiir irreversible Prozesse gilt dagegen

Qi <TdS (4.6)
4.3 Die Entropie des idealen Gases
Das Differential fir die Entropie lautet entsprechend der Grundrelation (4.4)

ds = M . (4.7)

Einsetzen der bekannten Relationen fiir das ideale Gas fithrt zu (nachrechnen!)

S(T,V)=CyInT + Nk InV + const . (4.8)
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. . N,V NV, | NV,
Die Integrationskonstante kann noch von N reversibel

abhidngen. Wir bestimmen diese mit folgender —
Uberlegung: Ein System mit N Teilchen und
Volumen V wird ohne Arbeit zu verrichten
durch eine Zwischenwand getrennt, so dass zwei
Systeme entstehen. Der Prozess ist reversibel, d.h. die Gesamtentropie bleibt ungeédndert. Wir
folgern, dass nur das Verhéltnis V/N in die Entropie eingehen kann, also

S(T,V) = C’vlnT—i—Nk:ln% +o
oder
S(T,V)=C,InT+NklnV —-—NkInN +o0 (4.9)

Die Entropiekonstante o geht in Vorgénge ein, bei denen Molekiile aus dem Gas ausscheiden (z.B.
Kondensation, chemische Reaktion).

Beispiel: Mischungsentropie

Zwei verschiedene Gase A und B befinden sich in verschiedenen Volumina V4 und Vg, die durch
eine Scheidewand voneinander getrennt sind. Sie haben die gleiche Dichte, Ny /V4 = Np/Vp, und
die gleiche Temperatur, T4 = Tg. Die Trennwand wird entfernt. Wie &ndert sich die Gesamtentro-
pie S? Es gilt S =S4+ S und V = V4 4+ Vg, so dass

AS = ASs+ASp

Vv %4
= Npkln — + Ngkln —
A HVA+ B DVB

N N
= Npkln— + Npkln— = k(NInN —-NyqInNy— NglnNp)
Ny Vi

Warum steigt die Entropie S mit der Temperatur?
Betrachte die Verteilung im Phasenraum.

(Erinnerung: Der dynamische Zustand eines mechanischen Systems wird im Phasenraum eindeutig
abgebildet. Bei insgesamt N - f Freiheitsgraden hat er 2- N - f Koordinaten bestehend aus Orts-
und Impuls-Koordinaten.)

Bei einem ideales Gas gilt fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte:

im Ortsraum: homogen (keine Anderungen mit 7))
im Impulsraum: MAXWELL-Verteilung

Wahrscheinlichkeitsdichte der Teilchenimpulse im 2D-Impulsraum fiir verschiedene Temperaturen.

Das fiir den Systemzustand erreichbare Volumen im Phasenraum wéchst mit der Temperatur,
02 oc T, da die kinetische Energie oc T wiichst.
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Das unter den gegebenen Randbedingungen (Volumen, Temperatur,
etc.) eingenommene Phasenraumvolumen € ist ein Mafl fiir die Zahl
der erreichbaren Zustéinde und damit fiir die Entropie, S = k In Q.

4.4 Irreversible Prozesse und Systeme im Gleichgewicht

Gegeben sei ein Korper K mit innerer Energie Ux = C Tk und Anfangstemperatur Ty = T7. Er
wird in Kontakt gebracht mit einem unendlich grolen Warmereservoir der Temperatur Ty # T7.

Wie dndert sich die Entropie des Gesamtsystems?

Feststellungen:
e Der Prozess lduft spontan ab bis Tk = Ty, ist also irreversibel.

e Das Gesamtsystem ist anfangs nicht im thermischen Gleichgewicht, d.h. das Differential
dU =TdS — pdV kann nicht auf das Gesamtsystem angewendet werden.

Ausweg:

o Zerlege das Gesamtsystem in Teilsysteme, die jeweils sowohl im Anfangs- als auch im End-
zustand im thermodynamischen Gleichgewicht sind.

e Die Zustandsgroflen sind wegunabhéingig! Bestimme diese in den Teilsystemen iiber einen
reversiblen Ersatzprozess.

Mit diesem Vorgehen erhalten wir folgende Losung;:

Koérper K:
1 dr
d = —=d = _
Sk T Uk C T
To qr Ty
ASk = C'/ — = —(Clh—=
n T To

Wirmereservoir W: (T = Ty = const)

Qw = Ug(hh)-Ux(To) = C(T1—Tp)
Qw Ty — Ty
ASyy = — = (C——
v To To
Insgesamt:
Ty Ty
A = A A = — _1—Iln=—
Sges Sk + ASy C (To n To>

Fiir Ty # Tp folgt dann ASges > 0 (nachrechnen!). Der Prozess ist damit irreversibel.

Beispiel: Irreversible adiabatische Expansion fiir ideales Gas (JOULE-Versuch, vgl. Kap. 2.3)

Mit der Randbedingung dU = 0 (abgeschlossenes System) und der allgemeinen Gasgleichung
erhélt man mit Gl. (4.7)

Py pdV
dS—TdV—nRV.
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Integration iiber reversiblen Ersatzprozess vom Anfangsvolumen Vy zum Endvolumen Vi ergibt
dann
|41
AS = nRﬂ:annE.
Vo Vv Vb
Da hier S(T,V) mit Gl (4.9) bekannt ist, hitte man natiirlich die Differenz AS = S(T1, V1) —
S(Tv, Vo) mit Ty = Ty auch direkt berechnen kénnen.

4.5 Der 3. Hauptsatz

(NERNSTscher Warmesatz, 1906)

Die Entropie eines thermodynamischen Systems bei T' = 0 ist eine uni-
verselle Konstante, die man zu Null wihlen kann. (PLAaNCK, 1911)

Folgerungen: (experimentell bestétigt)

e Der absolute Temperatur-Nullpunkt, 7' = 0, ist unerreichbar.
Kilterekord (2003): Na-Atome, T = 0.5 - 1077 K.

e Die Wiarmekapazitiaten aller Substanzen verschwinden fiir T — 0,

dC
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5 Thermodynamische Prozesse

5.1 Kreisprozesse und Wirkungsgrad

Definition:

Eine Wdarmekraftmaschine (WKM) sei ein System, dass in einem zykli-
schen Prozess Wirme in Arbeit umwandelt.

Der zyklische Prozess gewéhrleistet, dass die Maschine kontinuierlich mechanische Leistung er-
zeugt.

Schematischer Prozess:

In einem Zyklus wird dem Reservoir Ry die Wirme Qg Warmereservoir R, T, > Ty

N
entzogen. Davon wird ein Teil in Arbeit W umgesetzt, der N
Rest wird als Abwéarme dem Reservoir Ry zugefiihrt.

Dann gilt offenbar aufgrund des 1. Hauptsatzes (alle GroBen

positiv) w
W=Qum-Qk .
Als Wirkungsgrad definieren wir das Verhéltnis der gewon- \
nenen Arbeit zur hineingesteckten Energie N
’ Kaltereservoir R, T,
w
n= W Q. (5.1)
Qu Qu

Grundlegende Frage: Wie grof} ist der maximale Wirkungsgrad?

Die WK-Maschine benutzt eine ,, Arbeitssubstanz®, die nach einem Zyklus wieder in ihren Aus-
gangszustand zuriickgebracht wird. Ihre Entropieinderung iiber einen Zyklus ist daher (Zustands-
grofe!)

ASxs=0.
Fiir die gesamte Entropiednderung ist dann entsprechend dem 2. HS

ASges = ASpas+ ASH + ASk

Qu | Qk
= 0——+ = >0 5.2
Ty * Tk - ( )
Damit wird fiir beliebige Prozesse
T
QK > Ik (5.3)
Qu ~ Tn
also
Tk
<1l-——. 5.4
nsl-g (5.4)

Dieses Ergebnis ist unabhéngig von den speziellen Eigenschaften der Arbeitssubstanz.

Fiir reversible Prozesse gilt der maximale Wirkungsgrad,

Thmax = 1——. (55)
Waéhlt man anstatt zwei nur ein Warmebad, also Tx = Ty, dann folgt unmittelbar

n=20.
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Weitere Formulierung des 2. Hauptsatzes:

Es ist unmoglich, eine periodisch arbeitende Maschine zu konstruieren,
die weiter nichts bewirkt als Hebung einer Last und Abkiihlung eines
Wiérmereservoirs (perpetuum mobile 2. Art). (MAX PLANCK)

5.2 Der Carnotsche Kreisprozess

Prozessfihrung: Arbeitsubstanz ist ideales Gas (1 mol)

T A Pa Adiabate

A @ B PaT

Ps T

Isotherme

Pot

\/
A\

(D) Reversible isotherme Expansion T

T=Tyg ; Va—Vp

Qg =RTy ln@
Va

@ Reversible adiabatische Expansion

Ty —-Tx ;3 Vp—= Vo N T N

Tx  \Vs

Ty (VC>“‘1 sQ =0

@ Reversible isotherme Kompression i

T:TK ; Vc—>VD

Qg = RTxk lmE
Vb

@ Reversible adiabatische Kompression

T =Ty 3 Vp—Va N i N

Tx (VA>“_1 3Q=0

Ty \Vp
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Die Gleichungen aus (2) und (4) fiithren zu:
Vs _ Vo
Vi Vp
Zusammen mit Gleichungen aus (1) und (3) erhélt man dann:

Qu Tn Qu _ Qk

- = bzw. =
Qxk Tk Ty Tk

Mit S = Qrev/T ist darin wiederum die Bedingung fiir die Reversibilitdt enthalten, dass die
Entropieéinderung Null ist. Es gilt dann:

%562%:0. (5.6)

Historisch gesehen war der CARNOT-Prozess der erste Weg, der zum Begriff der Entropie fiihrte
(CARNOT, 1824; CLAUSIUS, 1865). Den Wirkungsgrad n erhélt man wie in Kap. 5.1.

Ergebnisse:

e Der CARNOT-Prozess hat den hochsten Wirkungsgrad von allen periodisch zwischen zwei
Wirmereservoirs arbeitenden Maschinen.

e Der Wirkungsgrad n = 1 —Tx /Ty wird von allen reversibel arbeitenden Maschinen erreicht.

5.3 Warmekraftmaschinen
5.3.1 Stirling-Motor

Das Arbeitsmedium ist ein Gas (z.B. He), welches fest Pa Isotherme
eingeschlossen ist und zwischen heiflem und kaltem ~_
Reservoir hin- und herstromt:

. T
Kreisprozess: 2 Isothermen und 2 Isochoren. A H
: Tk W
Wirkungsgrad: <1—-—=. Y
959 IS Ty ~

Besonderheiten: sehr einfacher Aufbau; kleine Bau- \

form; beliebige, kontinuierliche Warmequelle. Nach-
teil: Zu- und Abfuhr per (langsamer) Wirmeleitung. >

5.3.2 Otto-Motor

Pa _ . Isotherme
-~

Ventile
1 |
Zufuhr — — Abgas
Zindkerze

Kreisprozess: 2 Adiabaten und 2 Isochoren.
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(D) Adiabatisches Verdichten der angesaugten Luft.
@ Isochore Wiarmezufuhr — , Einspritzen“ des Kraftstoffs und Ziindung.
(3) Adiabatische Expansion — Arbeitsleistung.

@ Isochore Wirmeabgabe — Ausblasen des Abgases und Ansaugen der Frischluft.

V rk—1
Wirkungsgrad: n<1- (—A> (5.7)
VB
Kenngrdfien:
Verdichtungstemperatur: 350 — 600°C max. 400°C bei ROZ 100 (Oktan)
Verbrennungstemperatur: 2000 — 2500°C
Verdichtungsdruck: 12 — 18bar
Abgastemperatur: 700 — 1000°C

5.3.3 Gasturbine

P T, o, @
ly, — —
0

In einer Gasturbine strémt heiBes, komprimiertes Gas (z.B. Luft) mit Volumenstrom Iy (in m?/s)
auf ein Schaufelrad und treibt dieses zur Rotation an. Dabei wird das Gas entspannt und ab-
gekiihlt (adiabatischer Prozess, 60Q) = 0). Fiir einen Kreisprozess wird daraufhin das Abgas weiter
abgekiihlt und nach (adiabatischer) Kompression und einem Heizprozess der Turbine wieder zu-
gefiihrt.

Wir berechnen die geleistete Arbeit pro Zeiteinheit fiir ein ideales Gas. Mit AQ = 0 folgen (vgl.
Abb.)

Wturb =-AU = Cv (TB - TA)

und aufgrund der adiabatischen Expansion

T Py (5 D/k
1— 1— A A
Pyt Tai=Pp " T = TB:<PB> ’

also

(k—1)/k
Wit = Cy T (1 — <&> ) (5.8)
Pp

mit Leistung
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Zahlenwert: Iz = 1m3/s, Pg = 10bar, P4 = 1 bar, Tg = 1000°C, x = 1.4 (Luft)
— Ly = 1.21 MW.

Aber: Ein Teil der Turbinenleistung muss wieder zur Verdichtung des Gases (Liomp) eingesetzt
werden. Wie grof§ ist der Wirkungsgrad?

Kreisprozess: zwei isentrope (adiabatische) und zwei p S, S,
isobare Prozessschritte (JOULE-Kreisprozess) b t ‘
-1 8
n= Wantz <1-— <&>(’.i v (5.10) Isentrope
zu PB
R ——@:.
mit Whutz = [Wiarb| — [Wkomp|- Fiir das obige Beispiel " T
folgt dann n = 482%. L T
> v
5.4 Kaltemaschinen und Kraftwirmekopplung
Bisher wurde der Warmetransport vom heiflen zum kalten Reser- Warmereservoir R, T, > T,

voir zur Erzeugung von Arbeit betrachtet. Wegen der Reversibi-
litat kann der Prozess aber auch umgekehrt werden

—  Kraft-Warmemaschine (KWM).

Dies wird z.B. bewirkt durch Anderung der Umlaufrichtung einer
CARNOT-Maschine. Dem kalten Reservoir wird die Warme Qg
entzogen (Kihlung). Die Effizienz e des Kiihlprozesses wird ana-

log zum Wirkungsgrad n einer Warmekraftmaschine definiert als Kiltereservoir R, T,
QK
=== 5.11
=K (511)
woraus der Zusammenhang folgt
Qu Qr 1 1 Tx
e=—-—=—-(1- = e=——1=—"77—. 5.12
W Qu n (1= n Ty — Tk (5:12)

Der Kiihlprozess ist besonders effizient bei kleinen Temperaturdifferenzen AT = Ty — Tk. Ge-
eignete physikalische Prozesse, die zur effizienten Kélteproduktion dienen kénnen, werden spéter
diskutiert (siehe 7.5).

Beispiel: Kiihlschrank
Ty =293K; Tk =278K = € =185,

d.h. mit einer zugefiithrten elektrischen Energie von 1kJ wird dem Kéltereservoir eine Energie von
18.5 kJ entzogen!

Beispiel: Wirmepumpe
Zu Heizzwecken wird dem warmen Reservoir die Wiarme Qg zugefiihrt. Die Effizienz ist hier

Qu 1

W o
Dagegen wird bei einer konventionellen elektrischen Heizung (z.B. Heizliifter) allein die elektrische
Energie in Warme umgewandelt (Ohmscher Widerstand, Qg = W)!
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6 Thermodynamische Potentiale

6.1 Innere Energie und Entropie

Wir fassen die bislang gewonnenen Erkenntnisse zusammen: Im thermodynamischen Gleichgewicht
gilt die Grundrelation (4.4) (hier fiir N=const)

AU = 6Q + W < TdS — pdV . (6.1)

Das Gleichheitszeichen gilt fiir reversible Prozesse.

Durch U (S, V') wird das gesamte Gleichgewichtsverhalten eines Systems festgelegt. Entropie S und
Volumen V' werden die natiirlichen Variablen von U genannt, denn aus den partiellen Ableitungen
resultieren direkt die abhdngigen Variablen T und p:

Die innere Energie U wird daher als thermodynamisches Potential bezeichnet. Mit der Integrabi-
litdtsbedingung (1.9) folgt:

(). (3),

Extremaleigenschaft

In einem geschlossenen System konstanter Entropie ohne Arbeits-
leistung nimmt die innere Energie ab, solange noch irreversible Prozesse
ablaufen (dU < 0). Sie wird minimal im Gleichgewicht.

Die Minimaleigenschaft von U (S, V) ist aber wenig niitzlich in Ezperimenten, da
e meist keine abgeschlossenen Systeme vorliegen.
e die Vorgabe von S als experimentellen Parameter schwierig zu realisieren ist.

Ublich und leicht zu realisieren ist dagegen die Vorgabe von p, V und/oder T.

Forderung: Finde besser geeignete Zustandsfunktionen fiir die experimentelle Beschreibung mit
p, T, und V als (natiirliche) Variablen, moglichst mit einer Extremaleigenschaft fiir den Gleichge-
wichtszustand!

6.2 Die Enthalpie

Wir suchen eine Zustandsfunktion, die anstatt vom Volumen V vom Druck p abhéngt. Formal
erhalten wir durch Addition von pV zur inneren Energie U (dieser Wechsel der unabhéngigen
Variablen heiit Legendre- Transformation):

dU+pV) = dU+ d(pV)
= TdS —pdV +pdV +Vdp
= TI'dS+Vdp.
5QreV

Wir definieren daher die Zustandsfunktion Enthalpie zu °

H(S,p) =U+pV (6.4)

"Die Enthalpie ist eine ZustandsgréBe, da sie nur von ZustandsgroBen abhingt. Der Name (altgr.) bedeutet
"Wiarmefunktion’.
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mit der Eigenschaft
dH <TdS+Vdp. (6.5)

Das Gleichheitszeichen gilt fiir reversible Prozesse.

Die natiirlichen Variablen von H sind also S und p. Es gilt

() () 6

Mit der Integrabilitdtsbedingung folgt

(). (),

Bedeutung der Enthalpie

e Bei isobaren Bedingungen (dp = 0) ist dH = 6Q. Dieses dient z.B. in der Chemie zur
Bestimmung von Reaktionswérmen.

e Bei isobaren und adiabatischen Bedingungen (dp = 0; 6Q = 0) bleibt die Enthalpie erhalten
und nimmt den Minimalwert ein.

Beispiel: Allgemeine Definition der Warmekapazitéit C),
dH = Q+Vdp

OH OH
aH = <_> ar + <_) ap (6.5)
oT » op )
Also gilt fiir p = const
0H Q 0H
o= (M) ar = o (52) <(2) 09
P P P
Fiir ein ideales Gas erhilt man (vgl. Gl. 2.9, S. 10)
H
H=U+pV=C,T+nRT = Cp:<g—T> =Cy+nR v (6.10)
P

Beispiel: Adiabate Atmosphiére

Betrachte ein kleines Teilvolumen des atmosphérischen Ga- hA

ses in der Hohe h (n = 1). Seine Masse sei M, folglich gilt h|---&- =P

fiir die wirkende Kraft Fy auf die Grundfliche A in der Hohe T

ho Ah M, T,V
Fy=F+Mg ho---l'-- A -=Po

mit der Kraft F; auf das Gasvolumen in der Hohe h;.

Mit F'=p A und V = A Ah folgt die Bedingung fiir das hydrostatische Gleichgewicht
Apo=Apr+ Mg = VAp+MgAh=0. (6.11)
Dann gilt fiir die Enthalpie unter Beriicksichtigung der potentiellen Energie der Graviation

dH =0Q+Vdp+ Mgdh , (6.12)
—_———
=0
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also fiir adiabatischen Bedingungen (6Q) = 0)
dH =0.
Fiir ein ideales Gas mit n = 1 gilt dann

H = ¢, T+Mgh

0 = ¢ dI'+ Mgdh
dar Mg
dh cp

Der Temperaturgradient der adiabaten Atmosphére ist also konstant!

Fiir trockene Luft gilt: M ~ 29g/mol, ¢, = TR/2

M K
= 29 g0
Cp km

Der reale Wert feuchter Luft liegt bei etwa 6 K/km bis bis zu h = 15km (Troposphére).

33

(6.13)

(6.14)

6.3 Die freie Energie

(auch: HELMHOLTZSsche freie Energie)

Finde eine Zustandsfunktion mit den unabh#ngigen Variablen V und T'. Die notwendige Legendre-

Transformation ist hier

dU-TS) = dU— d(TS)
TdS —pdV —TdS — SdT
—SdT — pdV .

Wir definieren daher die freie Energie
F=U-TS

mit der Eigenschaft
dFF < -SdT —pdV .

Das Gleichheitszeichen gilt fiir reversible Prozesse.

Die natiirlichen Variablen von F' sind T und V. Es gilt

_s— (oF N
“\oar), P=\av ),

Integrabilitdtsbedingung:
s\ _ (o
ov )y, \oT /),

Bedeutung der freien Energie

(6.15)

(6.16)

(6.17)

(6.18)

e Im thermischen Gleichgewicht nimmt F' fiir d7° = 0 (isotherm) und dV = 0 (isochor) ein

Minimum ein.

e Beim isothermen Prozess ist die am System geleistete Arbeit gleich der Erh6hung seiner

freien Energie.

AF =AU —TAS =AW .

(6.19)
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Beispiel: Gummiband

Dieses besteht aus langkettigen Polymermolekiilen.
In einem stark vereinfachten physikalischen Modell
konnen die Molekiile dargestellt werden als Ket-

tenglieder fester Linge, die mit frei beweglichen ® 2;2[

,ocharnieren verbunden sind. Nebenstehend

sind zwei mogliche Zustdnde gleicher Energie

dargestellt. Beide ,individuellen“ Zustinde sind

gleich wahrscheinlich. Teilt man die méglichen Zustédnde jedoch in Klassen unterschiedlicher
»Streckung® ein, dann ist Zustand 2 weit wahrscheinlicher (hohere Entropie). Die freie Energie
wird minimiert, daher zieht sich das Gummiband bei gegebener Temperatur zusammen und
leistet (,duBere*) Arbeit (dV < 0). Die dazu nétige Energie wird dem Temperaturbad entzogen.
Die auftretene Kraft wird durch die Entropie bewirkt (,entropische Kraft“). Diese Eigenschaft
von Gummi wird als ,,Entropieelastizitit® bezeichnet.

6.4 Die freie Enthalpie

(auch: GiBBSsches Potential, GiBBSsche freie Energie)

Finde eine Zustandsfunktion mit unabhéngigen Variablen 7" und p. Eine mogliche Legendre-
Transformation von F' dafiir ist

d(F+pV) = dF+d(pV)
= —SdI'—pdV +pdV +Vdp
= =SdI'+Vdp.

Wir definieren die freie FEnthalpie zu

G=U-TS+pV (6.20)
mit der Eigenschaft

dG < -SdT'+Vdp. (6.21)

Das Gleichheitszeichen gilt fiir reversible Zustandsénderungen. Die natiirlichen Variablen von G
sind 7" und p. Es gilt

Integrabilitdtsbedingung:

(3),- (),

Bedeutung der freien Enthalpie
e (G wird minimal bei d7" =0 und dp = 0.

e Experimentell ist 7" = const und P = const meist am einfachsten zu realisieren und ent-
spricht am ehesten den Bedingungen natiirlicher Prozesse.

e Wichtige Anwendungen werden wir im Rahmen des chemischen Potentials und mit der
Ableitung der CLAUSIUS-CLAPEYRON-Gleichung (Kap. 7.4) besprechen.
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Beispiel: Massenwirkungsgesetz

Die Forderung AG = 0 fiir dT = dP = 0 fiihrt fiir chemische Reaktionen von A und B in
wissriger Losung zu einer Gleichgewichtsbedingung ihrer Konzentrationen

[A] - [B]

A+ B+— AB : AB]

=K (6.24)

mit von p und T abhéngiger Gleichgewichtskonstante K.

6.5 Das chemische Potential

Bisher haben wir ignoriert, dass sich in einem thermodynamischen System die Teilchenzahl N
dndern kann. Wir definieren dazu das chemische Potential

oU
_(9U 2
" <8N>va, (6.25)

d.h. u entspricht der Energieinderung pro hinzugefiigtem Teilchen fiir S = const und V' = const.
Entsprechend gilt in Erweiterung der Grundrelation (4.4) sowie der bisherigen Definitionen der
thermodynamischen Potentiale (bei nur einer Teilchenart)

dU(S,V,N) = +TdS—pdV + pdN (6.26)
dH(S,p,N) = +TdS+Vdp+ pudN (6.27)
dF(T,V,N) = —SdT —pdV + pdN (6.28)
dG(T,p,N) = —SdT+Vdp+ pdN (6.29)

Unter anderem ist daher fiir konstantes T und konstantes p auch

= (g—@m . (6.30)

Aus ihrer Definition ist ersichtlich, dass die freie Enthalpie G eine extensive Grofe ist. Es gilt
daher fiir homogene Systeme

G(T,p,N) =N -g(T,p) (6.31)

und damit auch

G(T,p,N
u(,p) = L2 (6.32)
Insbesondere folgt dann die DUHEM-GIBBS-Relation
S \%
T < ——dT + — . .
dp(T,p) < =7 dT + 7 dp (6.33)

Fiir ein wichtiges Anwendungsbeispiel dieser Beziehung, siehe Kap. 7.4.

6.6 Relationen zwischen den Zustandsgrofien

Zusammenfassend erhélt man folgende Relationen aus den thermodynamischen Potentialen:
oo () _ (emy . (euy _ (oF

~\es), ~\as), P T \av)y T T \av),

v= &) - @), - @) - (@)

dp ) ¢ op ) oT )+, ar),

(6.34)
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o -(8), - (3),

wen (%), - (),
e (8), - (2),

o -(5), - (),

Diese MAXWELL-Relationen werden in der Thermodynamik héufig verwendet.

Wir leiten damit im Folgenden eine allgemeine Beziehung her zwischen der Funktion p(7', V') und
der inneren Energie U(T, V') eines beliebigen Stoffes (n = const). Mit der Grundrelation (4.4) gilt

1 1 oU oU
dS == (dU dV) = = — dT — dv dVv 6.36
(AU +pdV) =7 KaT)V #(Gv), v erav] (6:36)
und
oS oS
dS = — dT — dv . .
(), (),
Mit den MAXWELL-Relationen erhalten wir daraus
oS 1 oU 1 op
(), = 7o), 2] = (5F), (639
oUu Jdp
— = T [—= —p. .
(av), - 7(ar),~ 639

Von dieser fundamentalen Beziehung werden wir noch mehrmals Gebrauch machen.

Beispiel: Bestimme aus der thermischen Zustandsgleichung idealer Gase (Allgemeines Gasgesetz)
die kalorische Zustandsgleichung, also U(T, V)

Aus dem allgemeinen Gasgesetz und mit Gl. (6.39) folgt

oy MRT <aU>

% ), =Y

T

und damit fiir die innere Energie

ou
dU = | — dT =ne,dT .
aT ),
Das allgemeine Gasgesetz beinhaltet also schon, dass die innere Energie U nur von der Temperatur
abhéngt.
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7 Reale Gase

Das allgemeine Gasgesetz
pV =nRT

ist giiltig unter den Annahmen eines verschwindenen Eigenvolumens Vg und einer verschwindenen
Wechselwirkung der Gasteilchen (keine anziehenden und abstofilenden Kréfte). Die Gleichung ist
daher fiir reale Gase nur niherungsweise in einem eingeschrankten Druck- und Temperaturbereich
anwendbar. So kann z.B. der Ubergang in eine fliissige Phase nicht beschrieben werden.

Die Abhéngigkeit des Druckes von der Teilchendichte p = N/V ist im einfachsten Fall linear wie
im allgemeinen Gasgesetz. Kompliziertere Abhéngigkeiten kénnen formal durch die ,,Virialent-
wicklung® beschrieben werden. Fiir = 1 mol ist

p

A (1+ Bap+ B3 p®>+ By p®+...) mit Virialkoeffizienten B;, i = 2,3, ... . (7.1)

Beispiel: Eigenvolumen im Modell ,harter* Kugeln (3D)

By = b = 4Vg Ny (mit atomarem Eigenvolumen Vg = %ﬂR?’ )
B; = 262 (exakt) (7.2)

(Monte-Carlo-Simulationen)
Dann wird die Zustandsgleichung (Korrektur 1. Ordnung)

p(V—-—nb)=nRT. (7.3)

7.1 Van-der-Waals-Zustandsgleichung

Um die Abweichung realer Gase von der Gasgleichung zu beriicksichtigen, hat VAN DER WAALS
zwei Korrekturen vorgeschlagen (1873; Nobelpreis 1910).

e Von dem Molvolumen Vj; wird ein fester Betrag b abgezogen, der proportional ist zum
endlichen Eigenvolumen Vg der darin enthaltenen N4 Teilchen.

e Die gegenseitige Anziehung der Teilchen wirkt auf das Gasvolumen wie eine Vergréflerung
des Druckes. Dieser wird durch Addition des Binnendrucks pg zu p beriicksichtigt.

Also
(p+pB)(V—nb)=nRT . (7.4)
In Kap. 3.4.1 wurde gezeigt, dass in 1. Ordnung mit dem Eigenvolumen Vg die Beziehung gilt
b=4Ns Vg . (7.5)

Fiir den Binnendruck pp 148t sich feststellen, dass sich aufgrund der Symmetrie innerhalb des Vo-
lumens die anziehenden Kréfte auftheben. Nur wenn ein Teilchen das Volumen (am Rand) verlifit,
wirkt eine riicktreibende Kraft.



7 REALE GASE

Anschaulich: Betrachte zwei Schichten am Rand, deren Dicke
etwa der Reichweite der anziehenden Kréfte zwischen den Teil-
chen entspricht. Ein Teilchen (A) im Volumen V; der Schicht
S1 erfahrt nur Einfliisse von Teilchen aus S5. Die Teilchen-
zahl in Sy in Reichweite von A ist proportional zur Anzahl-
dichte Ny/Vs, daher gilt Fy o< Ny/Va. Summation iiber al-
le Teilchen in S ergibt fiir die Kraft zwischen den Schichten
F o N1/V; - No/Va. Wegen der Gleichheit der Dichten folgt

- (%)2 . (7.6)

Damit erhalten wird die VAN-DER-WAALS-Gleichung
n2
<p+aw> (V—nb)=nRT. (7.7)

Die VAN-DER-WAALS-Parameter a und b sind stoffabhéngig
und werden experimentell bestimmt (Werte aus DEMTRODER,
S.314).

38
\ Wand N\
O

L 000 g°o
1 O O
0 o %000 ¢
Gas | a in hiig b in =5
He 30| 24-1073
H, 250 | 27-1073
N, 1360 | 38.5-1073
CO, 3650 | 42.5- 1073
NH4 4240 | 37.2-1073

Anmerkung: Formal entspricht der VAN-DER-WAALS-Gleichung eine Virialentwicklung 1. Ord-
nung mit dem Virialkoeffizienten B2(T") = b — a/RT (vgl. Kap. 3.4.1).

Beispiel: Grafischer Verlauf von p(V') fiir COq 1%0
RT a 125
V)= ———F——= 7.8

_ 100

Grofe Var: Binnendruck und Kovolumen sind %
vernachléssigbar, pVys ~ RT. a 75

x

[&)

Kleine Vys: Es gibt fiir kleine T ein lokales E
Minimum und Bereiche mit dp/dV > 0. %
Diese Bereiche sind instabil! 25

(vgl. Kap. 7.3)

0

0.0 b‘

. PRI RS RS N
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Molvolumen in L

7.2 Innere Energie

Wir verwenden zur Ableitung der inneren Energie U(T,V') eines VAN-DER-WAALS-Gases die in
Kap. 6.6 abgeleitete Relation (6.39) zwischen thermischer und kalorischer Zustandsgleichung,

OUN _ (o) _
o), " \ar), ?

RT n?
V_nb "VZ

Mit

p:

folgt

dp R oUu n?
— ] = = — | =a+—.
ar), ~ V—nb v ), ‘v

(7.9)

(7.10)
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Zusammen mit dem Differential (1.12) folgt daraus

ou ou
U = (=) daT+ (=) av
! <8T>v e <0V>Td

2

= ncUdT—l—a%dV (7.11)
also
U(TV)—i RT — n_2 (7.12)
V)=5n av )

mit der Anzahl f von Freiheitsgraden.

7.3 Phaseniiberginge

Betrachte zwei gleichartige VAN-DER-WAALS-Gase A und PPN
B, die durch eine frei bewegliche, reibungsfreie Wand ge-
trennt sind und in einem Temperaturbad auf konstanter
Temperatur 1" gehalten werden. Anfangs sei p4 = pp und
V4 = Vp. Der Zustand der Gase befinde sich Bereich posi-
tiver Steigung der p(V)-Kurve, dp/dV > 0. Pe:Va

Eine kleine (thermische) Druckschwankung erzeuge eine
kleine Wandverschiebung, T = const

pA!VA

paAr > pp = Va > Vg .

Die Volumenénderung AV =V4 — Vg fiihrt in A aufgrund dp/dV >0 zu einem weiter zunehmen-
den Druck pg4, in B dagegen zu einer Verringerung. Das setzt sich fort, bis p4 = pp in Bereichen
dp/dV <0 und mit Volumina V4 # Vp. Die Gase sind dann in verschiedenen Zusténden.

P,

PaPs

Folgerungen:

e Das Gas B mit dem kleineren Endvolumen Vg ist bei dem Vorgang spontan in die fliissige
Phase iibergegangen.

e Ohne Trennwand findet ein Teilchenaustausch zwischen koexistierenden Phasen statt, der
zu einem Gleichgewichtsdruck pg fithrt, dem Dampfdruck der Fliissigkeit.

e Die Zustidnde im Bereich dp/dV > 0 sind instabil, d.h. in realen Systemen existieren sie
nicht oder zerfallen schnell in zwei verschiedene Phasen.
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p(V)-Diagramm und Dampfdruckkurve fir CO,

150 F ‘ 7 T3 150
125 - {125
[ Koexistenzlinie i QU)
100 | J100 3
5 | ] =
Ko} i ] a
> ] I=
% 75| . 17 ¢
2 i : o
o i | -
50 g 1 - 50 o
I i i ] Q
I ] 1 1 -
251/ ] i i ! 125
L Koexistenzgebiet i i | ]
[ ] Gas | l : 1
Ob vov v v v T R S S - 0
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 220 240 260 280 300 320
Molvolumen / L Temperatur / K
Welcher Dampfdruck pg stellt sich fiir zwei koexistierende Phasen ein?
Forderung: Fin reversibler Kreisprozess entlang der .
Kurve p(V') vom Zustand A zu B und zuriick ent- e
lang der Geraden leistet und erhilt keine Arbeit: —l—
Py \ 1 100% 50% / 50% g- 100%
Va i
/mmm&wﬂm—@y (7.13) P
p Xa \\\

Ve Po B% A
Dazu dquivalent: X4 = Xp N X
(MAXWELL-Konstruktion, vgl. Skizze) St

flussig Ve Koexistenzgebiet Vi Gas V

Beweis: Das chemische Potential g ist minimal bei T" = const und p = const. Mit der freien
Energie pro Molekiil f = F//N und dem Volumen pro Molekiil v = V/N ist p = f 4 ppv und
damit

fa+pova = fp+povs
fB—fa = po(va—uvB)

Die Anderung der freien Energie entspricht bei isothermen Prozessen der geleisteten Arbeit (Gl
6.19, S. 33) also ist

po (va —vB) = /UA p(v)dv v

B

Erginzung: Fiir sehr reine Fliissigkeiten bzw. Gase (keine Keime) sind instabile Zusténde iiber
einen langeren Zeitraum realisierbar:

Fliissigkeitsast (B’) — Siedeverzug
Dampfast (A’) — Ubersiittigung

Dampfdruck und kritischer Punkt

In den Isothermen der p(V)-Kurven realer Gase gibt es eine , kritische Isotherme“ mit der kriti-
schen Temperatur Ty, fir die das lokale Minimum und Maximum gerade verschwinden. Fiir diese
gilt im Modell der VAN-DER-WAALS-Gase (nachrechnen!)

18

a
T = =22 7.14
=R (7.14)
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Stoff ohne Anomalie (CO,) Stoff mit Anomalie (H,0)
A p / bar Ap / bar
1 1
! i
YA p-——------ PZAN el Gy Sttt
Co. (i 1 kritischer :l;ritiE;:her
! , Punl
CO, (sol) , (liq) i Punkt H,0 (sol) H,O (liq) :
= i
1
! L B ]
] . I 1
5. : | 0,008 | =125~ : ' :
! Tripelpunkt i I Tripelpunkt : H, 0 (gas):
| CO, (gas) ! ! i i
1 ! » 1 -
-56.4 31.1 T/°C 0.01 100 374 T/°C

Die zugehorigen Werte von kritischem Druck und kritischem Volumen sind

1l a

Pkr
T < Ti,: Es gibt einen Bereich, in dem die Phasen Fliissigkeit und Gas koexistieren. Experimentell
ist dieser dadurch gekennzeichnet, dass bei der Kondensation eine Phasengrenze sichtbar wird (die
Phasen haben verschiedene Brechungsindizes) und der gemessene Druck bei weiterer Kompression
im Koexistenzbereich konstant bleibt (Dampfdruck py).

T > Ti,: Die sichtbaren Phasengrenzflichen zwischen Fliissigkeit und Gas verschwinden. Das Ver-
dampfen und Kondensieren mit der damit verbundenen ,latenten Warme* (vgl. Kap. 7.4) gibt es
nicht mehr. Diese Bedingungen werden als , iiberkritisch“ bezeichnet.

Phasendiagramm

Die Koexistenzlinien aller Phasen eines Stoffes und deren Ubergiinge werden im Phasendiagramm
p(T) dargestellt (meist fiir p auf logarithmischer Skala):

Verdampfen : fliissig — gasformig
Schmelzen o fest — fliissig
Sublimieren : fest — gasformig

Die Abbildungen zeigen die Diagramme von Kohlendioxid und Wasser. Eine Besonderheit des Was-
sers ist die Anomalie bzgl. der Phasengrenze zwischen fliissiger und fester Phase. Diese verlduft
mit negativer Steigung, was durch eine Dichteanomalie verursacht wird — die Dichte des Eises ist
kleiner als die der Fliissigkeit.

Alle drei Phasen eines homogenen Stoffes koexistieren im thermischen Gleichgewicht am Tripel-
punkt. Fiir Wasser gilt
Ty = 273.16 K ; ptr = 6.133hPa .

Die experimentelle Realisierung eines Zustands am Tripelpunkt definiert eindeutig (ohne weitere
Randbedingungen) die Zustandsgréfien Temperatur und Druck. Bis Mai 2019 wurde im SI-System
die Basiseinheit Kelvin iiber den Tripelpunkt von Wasser definiert.
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7.4 Clausius-Clapeyron-Gleichung

Meist ist ein Phaseniibergang mit einer sprunghaften Ande- A ideales Gas
rung der Entropie verbunden. Dieses charakterisiert ihn als
Phasendibergang 1. Ordnung.® Die damit verbundene Wirme Z; reales Gas
wird als latente Widrme bezeichnet, AS

4
QL=T-AS . (7.16) /

Die Koexistenzkurve p(T') zweier Phasen im Gleichgewicht

\4

kann mittels der latenten Warme berechnet werden durch T
die CLAUSIUS-CLAPEYRON-Gleichung

d

d_ G (7.17)

ar T (Va - Vb)
mit den Volumina des Stoffes V,, in Phase a und V}, in Phase b (nach Zufuhr oder Abgabe von |QL|).

Ableitung: Die Dampfdruckkurve po(7") gibt die Zusténde an, bei denen Fliissigkeit und Gas ko-
existieren. Die chemischen Potentiale p beider Phasen sind dann gleich. Somit gilt (vgl. Skizze)

A By = H
! dpy = dpyg

B oppt+duy = pg+ dug

Der Zustand B entsteht aus A durch die Verschiebung (dp, dT°) ent-
lang po(T"). Dadurch dndern sich die chemischen Potentiale um dpu.

Aufgrund der GiBBS-DUHEM-Relation (6.33) erhélt man

d = vrdp—s,dT
He A vpdp —spdT = vgdp — s,dT
dpug = wvgdp—s,dT

dpo As  Qp

Mit As = s, — s¢ und Av = v, — v folgt: 0 _ =2
9 g v AT ~ Av_ T-AV

Beispiel: Nidherung der Dampfdruckkurve

Das molare Volumen des Gases ist weit grofier als das der Fliissigkeit, Vyas > Vg, daher

RT
AV = Voo — Vg = Vs ™~ — (7.18)
g g »

Mit der molaren Verdampfungswirme A folgt dann aus der CLAUSIUS-CLAPEYRON-Gleichung

dp A p dp AT

L = 7.19
ar RT> ~  p RT? (7.19)
A sei von der Temperatur unabhéngig, A # A(T), dann folgt
p A ~A/RT
N = TRT p(T) =poe (7.20)

Zahlenwerte fiir HoO: T = 100°C = 373K, A = 40.6kJ/mol = 2.25kJ/g

£—283£ b @_353@
dp 7 bar “w dr 777 K

Phaseniiberginge 2. Ordnung haben einen Sprung bei der Wérmekapazitiit.
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7.5 Der Joule-Thomson-Effekt

Schematischer Versuchsaufbau

2
l | &

p, = const
Vv, T _ Pi > P,
n P, = const (stationar)
V,, T
Drossel z 2 5Q=0
(adiabatisch)

Der Prozess verlauft spontan = Irreversible adiabatische Expansion.

Wie grof} ist die entstehende Temperaturdifferenz AT = T, — T bei gegebener Druck-
differenz Ap = ps — p1?

AT

Finde die Grofle <A—> fiir die zu bestimmenden Randbedingungen:
p

Die Groflen 11, p1 und po sind gegeben. Zur Berechnung von T5 wird eine weitere bekannte Grofle

bendtigt. Wir betrachten dazu die Energiebilanz des pro Zeiteinheit iibertretenden Teilgases mit

Volumen AV; im Behélter 1 und AV5 in Behélter 2. Dieses erhilt die Energie py AV; beim Austritt

aus 1 und leistet die Arbeit py AV, beim Eintritt in 2. Demgemi8 ist 7

AUz = AU + p1AV] — pa AV = AUy + paAVy = AU + p1 AV,
d.h. die Enthalpie des Gases H = U + pV bleibt beim Ubergang erhalten!

Bemerkung: Fiir ein ideales Gas konnen wir hier schon ohne Weiteres das Ergebnis nennen. Da
die Enthalpie H nur von T" abhéingt (Gl. 6.10, S. 32), folgt aus AH = 0 notwendigerweise AT = 0.

Aus der Konstanz von H folgern wir
dH =TdS+Vdp=0. (7.21)

Damit kénnen wir zunédchst unmittelbar zeigen, dass der JOULE-THOMSON-Prozess tatséchlich
irreversibel ist, denn es gilt wegen V' > 0,7 > 0 und dp < 0

v
dS=——dp>0. (7.22)
T
Mit dem Differential fiir S(T,p) und den MAXWELL-Relationen (6.35) erhélt man aus Gl. (7.21)
oS 0S8
as = (5) ar+ (3 a (7.23)
oT » op )
1 ov
ov
= dH = ¢dI'+ |V -T <8—T> dp = 0 (7.25)
P
Joule-Thomson-Koeffizient
or 1 ov
- [ Z= = |T(Z=) -V 7.26
a <3P>H Cp <8T>p (7.26)

"In der Drossel werden Strémungsgeschwindigkeit und Warmeleitung des Gases als vernachlissigbar klein ange-
nommen (adiabate Drosselung).
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Ideales Gas

oV
T P — = ‘/ =
<8T>p - =0 /

Reales Gas. Es gibt Zustinde, fiir die sich das Gas abkiihlt, ujp > 0 als auch solche, fiir die
es sich erwarmt, puyp < 0. Diese Zustéinde mit negativem und positivem JOULE-THOMSON-Effekt
werden im p — V-Diagramm durch eine Kurve getrennt, die Inversionskurve pin, (V) des Gases.
Diese wird offenbar bestimmt durch die Forderung

MHIT = 0. (7.27)

Fiir ein VAN-DER-WAALS-Gas mit n = 1 gilt ndherungsweise fiir nicht zu grofie Dichten (nach-
rechnen!):

oV a 2ab\ !
- = R - — 4+ —= 7.28
(5r), = #(-v+7%) (29
a 2ab\ !
V = RT <pinv -zt W) (7.29)
2a 3a
pinv(V) = Ve V2 (7.30)
1 2a
= —|=—=-0 7.31
a &7 (RT ) (7:31)
Setzen wir puyt = 0 erhalten wir die zum Inversionsdruck zugehorige Inversionstemperatur,
2a
Tow >~ — . 7.32
"~ Rb (7.32)
Es gilt dann fiir die Ausgangstemperatur 17" = T7:
or ; Gas | Thy in K
T<Tn = a_ >0 = Abkiihlung as inv 11
ol He 30
T>Thw = (6_> <0 = Erwirmung Ho 200
P/ u N, 620
Will man die Gase Hy oder He also durch den JOULE-THOMSON-Effekt CO > 1000
abkiihlen, z.B. um sie zu verfliissigen, dann miissen sie zunéchst mittels NH; > 1000

anderer Verfahren von Raumtemperatur auf unter 73, gekiihlt werden,

. .. DEMTRODER, S.314
ansonsten erwirmen sie sich! ( ’ )

Anwendungen:
e Verfliissigung von Gasen (LINDE-Verfahren)

e Kiihlschrank, Klimaanlage
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8 Losungen

Bisher wurden reine Stoffe behandelt. Lisungen sind dagegen homogene Mischungen verschiede-
ner Substanzen. Oft ist ein Stoff mit niedriger Konzentration in einem geeigneten Ldsungsmittel
gelost (Wasser, Alkohole, Ole, etc.).

Hie werden einige grundlegende thermodynamische Eigenschaften von wdissrigen Lésungen mit
Stoffen niedriger Konzentration behandelt. Zur Charakterisierung muss neben Druck und Tem-
peratur auch auch die Konzentration der Bestandteile bekannt sein.

8.1 Der osmotische Druck

Fine Wand heifit semipermeabel, wenn sie nur fiir einen Be-
standteil der Losung durchlissig ist (z.B. nur fiir kleinere Mo-
lekiile, hydrophobe oder hydrophile Molekiile, etc.). Fiir den semipermeable
Fall der PFEFFERschen Zelle durchdringt nur das Losungs- Membran

mittel die Membran. In der Lésung erhoht sich als Folge der Ir';i:zg

Druck, der bestimmt wird anhand der Hohe h der Wasserséule, | Losungsmittel
Ap = pgh mit der Dichte p der Losung. Im Gleichgewicht ist

der Uberdruck gleich dem osmotischen Druck (ohne Beweis)

f— = —

N
Posm = V kT (81)

mit Teilchendichte N/V des im Losungsmittel gelosten Stoffs. Eine dazu dquivalente Formulierung
ist das Gesetz von VAN'T HOFF

Posm V =nRT (82)

mit der Molzahl n des gelésten Stoffs. Der Druck der in der Zelle gelosten Molekiile auf die fiir
sie undurchdringliche Wand ist gleich dem eines idealen Gases ohne Losungsmittel. Fiir niedrige
Konzentrationen ist er unabhdngig vom geldsten Stoff.

Beachte: Die Gréflen N/V und n beziehen sich auf die Zahl der freien Teilchen in der Losung
(Dissoziation, z.B. pro NaCl-Molekiil zwei Teilchen!).

Der osmotische Druck ist Folge des 2. Hauptsatzes: Im Gleichgewicht wird die potentielle Energie
des Systems erhoht, da so die Entropie des Gesamtsystems grofler wird (die freie Enthalpie wird
minimiert). Die Entropie wichst, wenn sich die Konzentrationen der Losungen angleichen (die
Loésung wird verdiinnt).

Beispiel: Isotonische Losung von NaCl; entspricht ~ 9g/L .

8.2 Dampfdruckerniedrigung

Die PFEFFERsche Zelle werde in ein rundherum geschlossenes Gefiafy gesetzt. Die Pegelhohe des rei-
nen Losungsmittels (0) sei auf der Hohe Null, hg = 0, der Pegel der Losung (1) in der Hohe hy = h.
Dartiiber ist dann der ganze Raum mit dem Dampf des Losungsmittels erfiillt. Wir betrachten den
Dampfdruck des Lisungsmittels beider Fliissigkeiten, pg und p;. Fiir den Gleichgewichtszustand
im Dampfraum wird gefordert, dass die von pg und p; jeweils allein erzeugten Drucke in gleicher
Hohe identisch sind, also mit der barometrischen Hohenformel

p1=poe MIMET
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mit der Molmasse M des Losungsmittels. Zusammen mit dem osmotischen Druck pogy, erhélt man
daraus fiir die Anderung des Dampfdrucks der Losung mit der Molzahl ng des reinen Lésungsmit-
tels (ohne Beweis)

m2 - (8.3)
p1 no
und durch Entwicklung des Logarithmus das RAOULTsche Gesetz
A
2 _ T (8.4)
Po 1o

Direkte Folgen der Dampfdruckerniedrigung sind die Siedepunkterhhung und die Gefrierpunkt-
senkung fiir die Losung im Vergleich zum reinen Losungsmittel. Mit der molaren Verdamp-
fungswirme Ag und der molaren Schmelzwéirme Ag gelten:

RT?

Siedepunkterhihung: ATg = +—=2 i (8.5)
Ag ng
RT?

Gefrierpunkterniedrigung: ATg = ——C i (8.6)
AG no

Anwendungen:
e Experimentelle Bestimmung des Molekulargewichts.
e Auflésen von Eis auf Stralen und Gehwegen; Frostschutzmittel.

e Erzeugung ,tiefer* Temperaturen durch Mischen von Eis und z.B. Alkohol (< —20°C).

kJ kJ
Fiir HyO ist:  Ag = 2257 — ; Ag = 333.5 —
kg kg




9 TRANSPORTVORGANGE 47

9 Transportvorginge

Bislang wurden im Wesentlichen Gleichgewichtsvorgénge betrachtet. Dariiber hinaus sind folgende
Fragen besonders relevant:

e Wie schnell stellt sich ein Gleichgewicht ein, wenn z.B. zwei Gase mit Temperaturen 77 und
T in Kontakt gebracht werden?

= Wirmeleitung

e Wie schnell stellt sich eine Gleichverteilung der Teilchendichten ein, wenn zB. zwei Gase mit
N;/V und N3/V in Kontakt gebracht werden?

= Diffusion

Zur Beschreibung der Transportvorgéinge werden die Kontinuitéitsgleichungen verwendet (Erhal-
tungssétze).

9.1 Kontinuititsgleichungen

Zur Erinnerung: Ladungserhaltung in der Elektrodynamik

Aus den MAXWELL-Gleichungen folgt

dp

div+ 55 =0 (9)
mit
A
p = Ladungsdichte ; [p] = _z
m
=z A
j = Stromdichte s Ul = =
m

Integriere iiber Volumen V:

/divjdVJrQ/pdv = y{fdfﬁ—g/pdv = I+Q = 0
v ot Jy A ot Jy

(Die Richtung von I zeigt aus dem Volumen heraus.)

Ladungserhaltung: Die Abnahme von ) im Volumen V ist gleich dem Abfluss I durch die um-
grenzende Fliche A,

I=-Q.
Analog: Thermische Energie Up = / u(T)dV
\%4
. . - J
u = thermische Energiedichte ; [u] = —
m
w = Wairmestromdichte ;o w] = E2
m

Dann gilt ohne Anwendung von Arbeit die Energieerhaltung

Ou _ (9.2)

divw =
ww + o

Analog: Teilchenzahl N = / n(z,y,z)dV
Vv

1
n = Teilchenzahldichte ; [n] = —
m
> . . . 1
i = Teilchenstromdichte ; [i] =
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Es gilt der Erhaltungssatz (Massen, Ladungen, etc.)

divi 4 2—7; =0. (9.3)

9.2 Allgemeine Wiarmeleitung

Wirme flieSt nur, wenn eine Temperaturdifferenz AT an verschiedenen Orten mit Distanz Az
vorliegt, daher gilt fiir die Warmestromdichte

AT

W o (Gradient)
Ansatz:
W
U=— dT ; = —_—— 9.4
it = —rgra W= (94)
mit der (materialspezifischen) Wérmeleitfihigkeit «. Es kann gelten k = x(7T').
Einsetzen in die Kontinuitatsgleichung ergibt
0
div (—k grad T) + a_? =0. (9.5)
Mit der Warmekapazitét pro Volumen ¢ folgt dann fiir ¢ # ¢(T") sowie k # k(T') die
Wiarmeleitungsgleichung
¢ or
AT ——— =0 9.6
Kk Ot (9.6)

Beispiel: Wirmegradient in Metallstab

Ein wérmeleitender Metallstab der Lange L steht in Wérmekontakt zu zwei (unendlich grofen)
Wirmebéadern der Temperaturen 77 und 15 > T7.

Fiir die eindimensionale Wéarmeleitung gilt

T ¢ 0T T, T,>T,
-2 =0, 9.7
or? Kk Ot (9-7) |

Nach einiger Zeit wird sich im Stab ein stationéres
Gleichgewicht einstellen, d.h. die Temperaturver-

teilung im Stab wird konstant, 97'/0t = 0. Es folgt T /
2
c = T,

T(z) ist linear!

Ox? \
x h U
Beispiel: Wirmeleitfihigkeit idealer Gase
25m N 3 _ .
R=2r V3 k-X-v (Theorie von ENSKOG) (9.8)
HN/_/
¢

Die Wirmeleitfihigkeit ist unabhéingig von N/V, da A o« V/N! Erst wenn bei sehr niedriger
Dichte N/V die freie Weglinge A die GréBenordnung der Gefdflabmessungen erreicht, kann die
Wiirmeleitféhigkeit ~ kleiner werden (Wérmeisolierung durch Vakuum). In diesem Druckbereich
wird die Warmeleitfahigkeit zur Messung des Drucks benutzt (PIRANI-Vakuummeter).
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Simulation: 2D-Gas (17 = 0°C, T; = 100°C)

TinK . . . . . .
360

320

280

O FrrTe
N
=}
IS
o

60 80 100 120
Lange in w.E.

9.3 Diffusion

Teilchen in ,,thermischer Bewegung® (Eyi, ~ kT') d&ndern unregelmifig Richtung und Betrag ihrer
Geschwindigkeit. Dabei breiten sie sich ohne &uflere Einwirkung im gesamten erreichbaren Raum

aus und gleichen Konzentrationsunterschiede aus.

Gradient
Stromdichte —>

Wie héngen Teilchenstromdiche i und Teilchendichte n voneinander ab?

Ansatz:

i=—Dgradn 1. FicKsches Gesetz

(9.9)

mit dem materialspezifischen Diffusionskoeffizient D, [D] = m?/s. Es kann gelten D = D(n).

Finsetzen in Kontinuitétsgleichung:
- On
0 = divi+ —
v+ ot
div (— D grad n) + 2
= div(—Dgradn) + —
8 ot
Wenn D # D(n), dann folgt die Diffusionsgleichung

1 On
An— — — = . F
n D a1 0 2. F1cKsches Gesetz

(9.10)

Das Gesetz gilt nicht nur fiir Gase. Es ist mathematisch vollig dquivalent zur Warmeleitungsglei-

chung.
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Beispiel: Spezielle Losung der Diffusionsgleichung (2D)

Die anfiangliche Verteilung bei t = 0 sei eine GAUSS- Verteilung. In Polarkoordinaten gilt

N
n(r,t=0) = 5 o2 /20% (9.11)
0

mit der Gesamtteilchenzahl V.
Wie éndert sich die Verteilung fiir ¢t > 07

Lésung: (nachrechnen!)

1 On
N —r2/202(t) : 2 2
= n(r,t) = 2702(0) e mit o°(t) = o5 + 2Dt (9.13)
y A
T 1.0f
n
nO
0.8
0.6
X 0.4] \\ tzgf
2D
0.2k \
\\
0 Go EGO r
2D-GAussverteilung bei t = 0 Radiale Verteilung fiir ¢t = 0 und ¢ = 03 /2D

Beispiel: Diffusion mikroskopischer Teilchen

Mikroskopisch kleine Teilchen in Fliissigkeit bewegen sich vollig unregelméBig (BrROWNsche Be-
wegung). In einem Gravitationsfeld (in z-Richtung) bei konstanter Temperatur haben sie die
Teilchenzahldichte

n(z) =ng-e T (9.14)
Zur Bestimmung ihres Diffusionskoeffizienten D betrachten wir die auftretenen Teilchenfliisse:

1) Die gehemmte Fallbewegung (STOKESsche Reibung) fiithrt zur Teilchengeschwindigkeit

vg = Bmg (mit,, Beweglichkeit“ B) (9.15)

jo = n(z)vg 9.16)
2) Diffusion aufgrund des Teilchenzahlgradienten ergibt

. dn mgD
Jp = —Da = _kLT (9.17)

Im Gleichgewicht muss gelten
ja+jp=0 = D=DBEKT. (9.18)

Fiir STOKEsscher Reibung mit Viskositdt n und Teilchenradius a ist die Beweglichkeit bekannt,
B = 1/6mna. Damit erhélt man den Diffusionskoeffizienten D fiir eindimensionale Bewegung:
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kT
~ 6ma

(9.19)

Wie weit bewegt sich ein Teilchen im Mittel von seinem Ursprungsort weg? Aus Symmetriegriinden
gilt (x) = 0. Relevant ist daher das mittlere Verschiebungsquadrat (x?). Als Ergebnis erhilt man

(z%) =2Dt . (9.20)
Damit wird (allgemein mit Raumdimension d)

kT
3mna

(r¥y =d ot (9.21)

Bei Diffusion skaliert die Reichweite der Bewegung also mit o o v/t. Im Falle einer ballistischen
Bewegung (freier Flug) gilt dagegen o o t.

Anwendungen: Grofenbestimmung mikroskopischer Teilchen, Viskositédtsbestimmung.
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10 Das Plancksche Strahlungsgesetz

Beobachtung: Zwei Korper mit anfanglich verschiedener Temperatur kénnen im Vakuum mittels
Strahlung Wérme austauschen und so in ein thermisches Gleichgewicht gelangen.

Folgerung:

Elektromagnetische Strahlung iibertragt Entropie!

Hypothese: Elektromagnetische Strahlung mit Energiedichte
1 — = 1 — —
w—-ED+-BA (10.1)
2 2
erfiillt beide Hauptsétze der Thermodynamik.

Beleg: Experimentell zeigte STEFAN 1879, dass die totale Energiedichte u als Funktion der Tem-
peratur T des Wirmestrahlers in guter Ubereinstimmung ist mit der Beziehung u(7T') oc T*.

BOLTZMANN bewies diesen Zusammenhang folgendermassen: Fiir den Strahlungsdruck p thermi-
scher Strahlung und deren Strahlungsdichte gilt (MAXWELL, 1873)

1 oU

Mittels Anwendung der Relation (6.39) zwischen U und p folgt dann sofort

1 ou ou 4
u-§<Ta—T—u> = Ta—T—4u = w(T) xT (10.3)

Die Thermodynamik steht also soweit in Einklang mit der MAXWELLschen Elektrodynamik. Dar-
aus ergibt sich unmittelbar die grundlegende Frage:

Welches Spektrum hat die Strahlung eines ,,Schwarzen Koérpers*“ der Temperatur 77

Ein ,,Schwarzer Korper® absorbiert alle auf ihn fallende Strahlung
vollstdndig. Die gesamte emittierte Strahlung ist allein von der Tem-
peratur abhéingig. (KIRCHHOFF, 1860)

Gesucht wird dessen spektrale Energiedichte w(v,T') als Funktion von 7" und der Frequenz v mit

u(T) = /Ooow(y, T)dv . (10.4)

Ist diese bekannt, kénnen daraus alle weiteren thermodynamischen Zustandsgréfien der Strahlung
bestimmt werden (z.B. Entropie).

10.1 Die Hohlraumstrahlung

Der oben definierte ,,Schwarze Korper* ist eine Idealisierung, d.h. es existiert kein Material mit den
geforderten Eigenschaften. Es ist daher zun#chst unklar, auf welche Weise die Strahlung schwarzer
Korper experimentell bestimmt werden kann.

Definition: Ps(v,T) sei die spektrale Strahlungsleistung eines schwarzen Korpers. Dann ist der
spektrale Emissionsgrad E(v,T) eines beliebigen Kérpes K gegeben durch
Pk(y’ T)

Ey(v,T) = PoT) (10.5)
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Kirchhoffsches Strahlungsgesetz

Bei gegebener Frequenz v und Temperatur T ist der spektrale
Emissionsgrad E(v,T) eines beliebigen Korpers gleich seinem
spektralen Absorptionsgrad A(v,T).

In anderen Worten: Nur in den Frequenzbereichen des Spektrums, in denen ein Stoff Licht absor-
bieren kann, wird er auch thermische Strahlung erzeugen.

Beispiel: Atmosphirische Gegenstrahlung

Atmosphérische Gegenstrahlung, T=288 K

Blau:  Emission der Atmosphére bei

" wolkenlosem Himmel.

. Emission eines schwarzen
Korpers gleicher Temperatur.

20

Spektrale Bestrahlungsstérke, W/(m? um)

0 5 10 15 20 25 30
Wellenlédnge, um

Es kann jedoch auf Basis des KIRCHHOFFschen Strahlungsgesetzes gezeigt werden, dass in einem
Hohlraum, dessen Winde fiir Licht undurchléssig sind, die Strahlung in diesem Hohlraum der eines
Schwarzen Korpers entspricht. Ein kleines Loch in einem groffen Hohlraum ist demnach beziiglich
seines Emissionsgrades aquivalent zu der Flache eines schwarzen Korpers gleicher Temperatur.

Experimentelle Realisierung der Schwarzkérperstrahlung

Die Strahlung in einem Hohlraum mit Wénden konstanter Temperatur
und endlichem Absorptionsgrad ist dieselbe, als wenn die umgebenden
Wiénde vollkommen schwarz sind; sie hédngt nur von der Temperatur,
nicht von der Beschaffenheit der Wénde ab. (KIRCHHOFF, 1859)

Beweis: Betrachte einen geschlossenen Hohlraum im Temperaturgleichgewicht. Die Wénde seien
bei allen Frequenzen v fiir Strahlung undurchléssig, der spektrale Absorptionsgrad 1 > A(v,T') > 0
aber beliebig. Wie grof} ist dann bei gegebener Frequenz v die Emissionsleistung des Fliachenele-
ments F; nach Reflexion an den Elementen Fb, F3,... ,F,?

Mit der Leistung Ps eines schwarzen Strahlers und dem Reflexionsgrad R =1 — A folgt

P — E-P, e
P2 = R . P + P F I:::::’””’77;7777}77*;}7 JJJ;:;:<I Fz
3 e
Py = R-P,+P = R*P+R-P+P i
. F5 |‘::::::j:;f—>q,,,,

——F

P, = Y R-P = L=/ p

8Quelle: Wikipedia, Atmosphirische Gegenstrahlung
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Mit n — oo und R < 1 folgt
P E P; B Ve

(10.6)

Messung der Hohlraumstrahlung
(WIEN, LUMMER, PRINGSHEIM, KURLBAUM, RUBENS, 1895-1900)

646K

12001

800

400}

Spektrale Energiedichte

Wellenldnge in um

10.2 Theorie

Aus geschichtlicher Perspektive hat es mehrerer Schritte bedurft, eine mit dem Experiment iiber-
einstimmende Theorie der Strahlung schwarzer Korper zu entwickeln. Fiir den entscheidenden
letzten Schritt musste PLANCK den scheinbar sicheren Boden der klassischen Physik verlassen
und die Quantisierung der Energie postulieren, F = hv. Diese Quantenhypothese (1900) markiert
den Beginn einer revolutionidren Entwicklung in der Physik, die mit der Quantenmechanik (ca.
1927) einen ersten Abschluf} fand.”

o
STEFAN-BOLTZMANN-Gesetz (1879-1884): / w(v, T)dv oc T* (10.7)
0

Folgt unmittelbar aus thermodynamischen Grundgleichungen und MAXWELL-Gleichungen.

WiENsches Verschiebungsgesetz (1894):  w(v,T) o< V3 F <%> (10.8)

Betrachtung der Arbeit und Entropie von Hohlraumstrahlung in einem verspiegelten Raum unter
Beachtung thermodynamischer Grundsétze (z.B. STEFAN-BOLTZMANN-Gesetz). Folgerung fiir die
Wellenldnge beim Maximum der Energiedichte: Ay ax - 7' = const.

WIENsches Strahlungsgesetz (1896):  w(v,T) = ajv3exp (—az%) (10.9)

Sehr gute Ubereinstimmung mit Experiment fiir hohe Frequenzen. PLANCK (1900) bestitigt das
Gesetz durch eine erste, auf Strahlungsentropie basierende Theorie. Prizise Messungen von RuU-
BENS (1900) zeigen jedoch signifikante Abweichungen bei niedrigen Frequenzen.

8k T
RAYLEIGH-JEANS-Gesetz (1900):  w(v,T) = Ls V3. = (10.10)
c v

Sehr gute Ubereinstimmung mit RUBENS Messungen fiir niedrige Frequenzen.

°Im Anhang A.3 finden Sie eine kurze Tabelle zur Entdeckungsgeschichte.
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PLANCKSsches Strahlungsgesetz (1900):
8mh V3

3 exp (2—;) -1
Zunéichst Interpolation von WiENscher Strahlungsgleichung und RAYLEIGH-JEANS-Gesetz (,,. . . gliick-
lich geraten.“). Anschliefend Rechtfertigung mittels BoLTzZMANNs Gleichung fiir die Entropie

(S =k log W) und Quantenhypothese E = hv mit der PLANCKschen Konstanten h = 6.626 -
10734 Js (,Akt der Verzweiflung®).

w(v,T) = (10.11)

Warum gelingt eine mit der Thermodynamik vereinbare theoretische Beschreibung
nur auf Basis der Quantenhypothese?

—  Betrachte Herleitung des RAYLEIGH-JEANS-Gesetz.

10.2.1 Rayleigh-Jeans-Gesetz

Betrachte alle moglichen Strahlungsmoden (Freiheitsgrade) in einem verspiegelten Wiirfel mit
Seitenlénge L. Die Moden in z-,y- und z-Richtung sind voneinander unabhéingig. Die moglichen
diskreten Moden sind dann stehende Wellen mit!°

T

ky = Mo + s me=0,1,2,...
s

ky = my T ;my =0,1,2,... (10.12)
T

k, = mzz s m,=0,1,2,...

7'\
~
Y,

Zustandsdichte im k-Raum

™
...mit Faktor 2 fiir zwei Polarisationsrichtungen pro Mode ky A <£>
folgt: L] L] L] L] .I E
3 L] L] L] L] L] L
a2 <L> (10.13)
de (7T/L)3 T N ° . ° ° .
mit dem Volumen im k-Raum ot
dVi, = dk,dk,dk, . (10.14) R
Zustandsdichte im Frequenzraum
Alle Moden bis zum Wert k = |k| liegen in einem Segment Vj, ky A
des Kugelvolumens mit Radius k —&e e e e
1 4 1 L] L] L] L]
Vi =< --71k® = dV, = —7k*dk (10.15)
8 3 2 L ] L ] L] L]
Es folgt fiir die Modendichte hinsichtlich der Raumfrequenzen K
dN  dN d L3
— Ve L e (10.16) At
>

Mit der Dispersionsrelation v = ck/27 und Division durch V = L3 folgt fiir die Zustandsdichte
bzgl. v

()_lﬂ_&rﬂ
P E VT T

(10.17)

3

10Fs konnen auch laufende Wellen betrachtet werden. Dann miissen aber andere Randbedingungen und ein
groferer k-Raum betrachtet werden. Das Ergebnis ist dasselbe.
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Der Gleichverteilungssatz (vgl. Kap. 3.3) angewendet auf elektromagnetische Wellen lautet

Im thermodynamischen Gleichgewicht bei der Temperatur T' hat jede
Strahlungsmode zwei Freiheitsgrade und damit die Energie kT'!

Damit erhalten wir schlielich das RAYLEIGH-JEANS-Gesetz

W, T) = p(v) - kT = S22 kT (10.18)
C

Folgerung: Mit dem RAYLEIGH-JEANS-Gesetz steigt die Energiedichte kontinuierlich mit der Fre-
quenz (,, UV-Katastrophe*). Auf der Basis der klassischen Thermodynamik ist dieses Ergebnis das

einzig mogliche.

Ausweg - Quantenhypothese:

Moden hoher Frequenz werden thermisch nicht angeregt, da die Energie
kT kleiner als die erforderliche Mindestenergie h v ist.

10.2.2 Die L6sung von Planck

PrANCKs Quantenhypothese besagt

Die Wande des Hohlraums bestehen aus N Oszillatoren, die nur ganz-
zahlige Vielfache der Energie h v absorbieren.

Historisch gesehen hat PLANCK auf Basis des BOLTZMANNschen Ausdrucks S = k logW die
Entropie der Hohlraumstrahlung abgeleitet. Hier folgen wir einem einfacheren Weg:

Die Besetzungszahlen der quantisierten Zustédnde seien Ny, Ey
Ni,...,Nj,.... Dann gilt im thermischen Gleichgewicht 2 hy N, E,
N; ,
Yy —jhv/kT
N © (10.19) h| M E,
Die Gesamtzahl N der Ostzillatoren ist 0 Ny E
0
o
N =Ny » e/ (10.20)
§=0
Die mittlere Besetzungszahl ist dann
00 00 )
SNy X gt
j=0 j=0
(n) = N T = (10.21)
z e—Jhw/kT
j=0
Mit der geometrischen Reihe fithrt das zu '
1
(n) = S 1 (10.22)

Zusammen mit der Zustandsdichte p(v) (vgl. Kap. 10.2.1) erhélt man dann fiir die spektrale
Energiedichte

8712 hv \/

ZU(I/,T) :p(y) <’I’L> hv = 3 ehv/kT _q

(10.23)

"Siche A.2 fiir die ausfithrliche Rechnung.
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10.3 Darstellungen der Energiedichte

WIEN konnte schon vor Kenntnis der genauen Gestalt der spektralen Energiedichte zeigen, dass
in w(v,T) die Temperaturabhéngigkeit nur als Verhéltnis v/T eingeht. Damit war es moglich, das
Maximum der spektralen Energiedichte als Funktion von T anzugeben. Er erhielt das WIENsche
Verschiebungsgesetz

Vmax 10 Hz
=5.879-10" — . 10.24
T K (10.24)

Die spektrale Energiedichte kann mit der Dispersionsbeziehung elektromagnetischer Strahlung
auch als Funktion der Wellenlénge A\ dargestellt werden. Zu beriicksichtigen ist beim Variablen-
wechsel, dass sich die spektrale Energiedichte auf ein Frequenzintervall bezieht, w(v,T) = du/ dv.
Es gilt

87 2 he
w\,T) = 5 ohe/RTh 7 (10.25)
und fiir das WiENsche Verschiebungsgesetz (Amax * Vmax 7 ¢ !)
Amax - T = 2.898 - 10 mK . (10.26)

Fiir beide Darstellungen ist natiirlich das Integral iiber ein dquivalentes Intervall, also die Ener-
giedichte in diesem Intervall, identisch. Die gesamte Energiedichte als Funktion der Temperatur
ist mit der STEFAN-BOLTZMANN-Konstanten o gegeben durch

T ' 270 kA s W
0

In Ezxperimenten wird nicht direkt die spektrale Energiedichte eines thermischen Strahlers gemes-
sen, sondern seine spektrale Strahldichte L(v,T) (,Helligkeit“). Diese gibt an, welche Strahlungs-
leistung der Kérper bei der Frequenz v in eine gegebene Richtung (6, ¢) pro Fliche, Raumwinkel
und Frequenzbreite aussendet. Die spektrale Strahldichte L(v,T') in den Raumwinkel 1 ist fiir einen
schwarzen Korper im Vakuum mit der spektralen Energiedichte verkniipft durch die Gleichung

L(,T) = iw(u, T) .

(10.28)

Die gesamte Strahlungsleistung pro Fliche in den iiber der Oberfliche liegenden Halbraum des
schwarzen Korpers ist gegeben durch

ap 7 ¢ T ,
A= 7T/L(l/, T)dv = 2 /w(u, T)dv =0T . (10.29)
0 0

Diese Beziehung ist (im engeren Sinne) bekannt als das STEFAN-BOLTZMANN-Gesetz.

Beispiel: Spektrale Energiedichte fiir Ty = 5800 K (Oberflichentemperatur der Sonne)

pmm® | cm'm® |
1.0 ] 0.04f .
0.8} =
0.03| -
~ osf y =
< <
2 2 0.02f -
04 -
0.01 B
0.2 -
0.0 [ L1 0.00 L R S R S R S S E R
0 4 0 20000 40000 60000 80000
Al um v/cm®
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Die Frequenz v ist in der Einheit , Wellenzahl“ bzw. cm~! angegeben. Die Umrechnung der Zahlen-
werte zwischen Wellenlinge in ym und Frequenz in em™! ist

pm
= 10000 — . 10.30
cm—1 A ( )
Die grauen Bereiche kennzeichnen jeweils den sichtbaren Spektralbereich (400 — 700nm). Das
Maximum der spektralen Energiedichte liegt als Funktion der Frequenz aufierhalb des sichtbaren
Spektrums, im Gegensatz zum Maximum fiir die Energiedichte als Funktion der Wellenlédnge. Die
spektrale Energiedichte integriert iiber den sichtbaren Bereich sowie die gesamte Energiedichte
sind

J J
wis(Te) = 0315 5 5 uges(Ty) = 0.856 . (10.31)

Damit liegt 36.8% der Strahlungsenergie der Sonne im sichtbaren Spektralbereich.
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A Anlage

A.1 Spektrale Dichtefunktionen

Die Gesamtintensitit des Lichts verteilt sich auf einen kontinuierlichen Frequenzbereich. Die In-
tensitdt g(wp) an einer singuldren Frequenz wy ist daher infinitesmal klein, g(wp) — dg(wo).

Erst durch Integration iiber ein endliches Frequenzintervall Aw erhélt man einen endlichen (mess-
baren) Wert:

5 w+Aw
Gw,w+ Aw) = / dg(w)

0

Fiir ein geniigend kleines Intervall Aw wird G linear mit Aw wachsen, so dass wir definieren

dg(w) = JE(W) dw bzw. f(w) — di&”)
mit

~ w+Aw ~

G(wo,wo + Aw) = / Fw)dw = f(wo)Aw

Die spektrale Dichte f (wo) hat bei wp einen endlichen Wert und durch Multiplikation mit einem
Frequenzintervall Aw liefert sie die gesuchte Intensitit G.

Bei der Messung eines Spektrums ist Aw die gewihlte spektrale Auflésung und é(w, w+ Aw) die
bei der Frequenz w gemessene Intensitét.

A.2 Berechnung der mittleren Besetzungszahl

Die folgende Zwischenrechnung bezieht sich auf die Berechnung der Besetzungszahlen der quanti-
sierten Zusténde fiir die PLANCKsche Strahlungsformel (Kap. 10.2.2, S. 56)

(n) = 2 mit = o

> el kT

x\J] 1
Sy = —

J

(n) = 1_ef ow/kT _1
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A.3 Zur Entdeckungsgeschichte des Strahlungsgesetzes

1823-26
1842-47
1850-65
1859

1859-62

1870
1879-84
1878
1880
1888
1888

1894
1895
1896

1896

1899

1899

1900-05

1900

1900

1900

1911

1917

1918
1921

1924

Thermoelement und Thermoséule
Allgemeiner Energieerhaltungssatz
Erster und Zweiter Hauptsatz
Spektralanalyse

KIrRCHHOFFsche Strahlungsgesetze — Definition und Eigen-
schaften Schwarzer Korper

Glithlampen mit Brenndauern < 10h
STEFAN-BOLTZMANN-Gesetz

Bolometer

Erste dauerhaft brauchbare Glithlampen (Kohlefaden)
Entdeckung elektromagnetischer Wellen

Griindung der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt in
Berlin (Erster Prisident: HELMHOLTZ)

WiENsches Verschiebungsgesetz
Experimentelle Realisierung der Hohlraumstrahlung

Heuristische Bestimmung der spektralen Strahlungsvertei-
lung

WiENsches Strahlungsgesetz (auf Basis molekularkinetischer
Betrachtungen - MAXWELL-Verteilung)
Prézisionsmessungen der Hohlraumstrahlung

Bestitigung des WiENschen Strahlungsgesetzes (auf Ba-
sis des Zweiten Hauptsatzes - Entropie elektromagnetischer
Strahlung)

RAYLEIGH-JEANS-Gesetz

Vermessung langwelliger Strahlung

(,,Reststrahlenbande*)
Aufstellung des PLANCKschen Strahlungsgesetzes (,,gliick-
lich geraten )

elektromagnetischer

Begriindung des Strahlungsgesetzes unter Benutzung der
BorrzMANNschen Entropieformel und der Quantenhypothe-
se (,Akt der Verzweiflung*)

Nobelpreis fiir WILHELM WIEN

Ableitung der PLANCKschen Strahlungsformel (EINSTEIN-
Koeffizienten)

Nobelpreis fiir MAX PLANCK

Nobelpreis fiir ALBERT EINSTEIN (fiir die Theorie des Pho-
toeffekts)

Herleitung des PLANCKschen Strahlungsgesetzes im Rah-
men der statistischen Mechanik unter Annahme identischer
Teilchen

60

SEEBECK, MELLONI, NOBILI
MAYER, JOULE, HELMHOLTZ

CLAUSIUS
KIRCHHOFF, BUNSEN
KIRCHHOFF

STEFAN, BOLTZMANN
LANGLEY

EDISON, SWAN
HERTZ

WIEN
LUMMER, PRINGSHEIM
PASCHEN

WIEN

LUMMER

PLANCK

RAYLEIGH, JEANS
RUBENS, KURLBAUM

PLANCK

PLANCK

EINSTEIN
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