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III. Elektromagnetische Wellen im Medium

• Wellengleichung im Medium
• Lorentz Oszillator Modell
• Absorption und Dispersion
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Annahmen für das Medium
Isolator 𝑗 = 0
ungeladen ߩ = 0
unmagnetisch: ߤ௥ = 1
Maxwell Gleichungen:ߘ × E = − ሶܤ ∇ × ܤ = 0ߤ డ஽డ௧ߘ ⋅ D = 0 ߘ ⋅ B = 0
Mit dielektrischer Verschiebungsdichteܦ = ߳௥߳0ܧ = ܧ0߳ + Ԧܲ
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Wellengleichung im Medium

߳௥ relative Dielektrizitätskonstante
besser: dielektrische Funktion߳௥ = ߳௥(߱, ݇)

Δܧ − 1ܿ2 ሷܧ = 0ߤ ܧ2Δݐ2߲߲ܲ − ߳௥߳00ߤ ሷܧ = 0
Wellengleichung im Medium
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Lösung: monochromatische, ebene Welle ܧ = 0݁௜ܧ ఠ௧−௞ Ԧ௥
Einsetzen der Lösung in die Wellengleichung Δܧ − ߳௥߳00ߤ ሷܧ = 0: ݇2 − ߳௥߳00߱2ߤ = 0߱ = ௖0ఢೝ ݇ = ௖0௡ ݇ Dispersionsrelation im transparenten Medium݊ = ߳௥ Brechungsindexݒ௣ℎ = ఠ௞ = ௖௡ Phasengeschwindigkeit݇௠௘ௗ = ఠ ఢೝ௖0 = ݇௩௔௖ ݊ Wellenzahlߣ௠௘ௗ = ݊/௩௔௖ߣ Wellenlänge

Anschauliches Modell:
Elektrisches Feld der Lichtwelle regt Dipol-Schwingungen an
Dipole strahlen e.m. Wellen ab
Phasenversatz zwischen erregender und erzwungener Schwingung
überlagerte Welle propagiert langsamer
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Wellengleichung im Medium

Δܧ − 1ܿ2 ሷܧ = 0ߤ 2ݐ2߲߲ܲ
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Mikroskopisches, mechanisches Modell für Licht – Medium Wechselwirkung
Kräfte auf Elektron

Elektrisches Feld Ԧܨ௘௟ = ܧݍ = −݁ ܧ
Rückstellkraft Ԧܨு௢௢௞௘ = ݔ݇−
erzeugt ein Dipolmoment ݌ = ݔ݁−
Polarisation ܲ = ܰݔ݁− N Dichte der Oszillatoren

Bewegungsgleichung eines getriebenen, gedämpften, harmonischen Oszillator (z.B. 
Polarisation in x, Propagation in z, an Stelle z=0):݉ ሷݔ + ܾ ሶݔ + ݔ݇ = 0݁௜ఠ௧ܧ݁−
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Lorentz Oszillator Modell
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Lösungsansatzݔ ݐ = 0݁௜ఠ௧, und ߱02ݔ = ஽௠ , ߛ = ௕௠
Einsetzen: 0݁௜ఠ௧ݔ2߱݉− + 0݁௜ఠ௧ݔ݉ߛ߱݅ 0݁௜ఠ௧ݔ02߱݉+ = 0݁௜ఠ௧ܧ݁−
Stationäre Oszillationsamplitude0ݔ = − ௘/௠ఠ02−ఠ2 +௜ఊఠ0ܧ
Polarisierbarkeit ߙ ߱ = ௣ா0 = − ௘௫0ா0 = ௘2/௠ఠ02−ఠ2+௜ఊఠ
Dielektrische Polarisation ܲ = ߙܰ ߱ ܧ = ே௘2/௠ఠ02−ఠ2+௜ఊఠܧ
Dielektrische Verschiebungsdichte ܦ = ܧ0߳ + Ԧܲ = ߳0 1 + ே௘2/௠ఢ0ఠ02−ఠ2+௜ఊఠ ܧ
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Lorentz Oszillator Modell
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Dielektrische Funktion߳௥ ߱ = 1 + ே௘2/௠ఢ0ఠ02−ఠ2+௜ఊఠ= 1 + ே௘2௠ఢ0 ఠ02−ఠ2ఠ02−ఠ2 2+ఊ2ఠ2 − ௜ఊఠఠ02−ఠ2 2+ఊ2ఠ2

Realteil: Dispersion
Imaginärteil: Absorption
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Dielektrische Funktion

reell imaginär߳′ ߳′′

erweitern mit komplex konjugiertem Nenner
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Resonanzen assoziiert mit elektronischen und 
vibronischen Übergängen

transparent im sichtbaren Bereich
elektronische Übergänge im UV
vibronische Übergänge im IR

Für ߱ ≪ ߱0௜ liefert Resonanz ߱0௜ einen 
konstanten Beitrag zu ߳௥ ߱
nahe einer isolierten Resonanz j gilt dann

߳௥ ߱ = ߳௕ 1 + ܰ݁2/݉߳0߳௕߱0௝2 − ߱2 + ௝߱ߛ݅
quantenmechanische Behandlung ergibt 
zusätzliche Oszillatorenstärke ௞݂
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Dielektrische Funktion

߳௥ ߱ = 1 + ݁2݉߳0෍ ௞ܰ ௞݂߱0௞2 − ߱2 + ௞߱ߛ݅ mit σ௞ ௞݂ = 1
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෤݊ ߱ = ߳௥(߱) komplexer Brechungsindex߳௥ ߱ = ߳′ ߱ + ݅߳′′(߱)෤݊ ߱ = ݊ ߱ − (߱)ߢ݅
Was bedeutet ein komplexes ෤݊ ܧ? ,ݖ ݐ = 0݁௜ܧ ఠ௧−௞೥௭

mit  ݇௭ = ෤݊ ߱ ݇௩௔௖ = ݊ ߱ ఠ௖0 − ߢ݅ ఠ௖0ܧ ,ݖ ݐ = 0݁௜ܧ ఠ௧−೙ ഘ೎0 ఠ௭ ݁−఑ഘ೎0௭ܫ ݖ 2ܧ~ →
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Komplexer Brechungsindex

ܫ = ఈ௭−0݁ܫ
mit ߙ = ߢ2 ߱ ߱/ܿ0Lambert-Beer Gesetz

Absorptionskoeffizient
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Absorption und Dispersion

Aus ߳௥ ߱ folgt mit ߳௥ ߱ = ݊ − ߢ݅ 2
für vernachlässigbare Absorption݊ ߱ = ߳௥(߱)
normale Dispersion: ݊ wächst mit ߱
anormale Dispersion: ݊ nimmt mit ߱ ab
Beachte: für ݊ < 1 ist ܿ > ܿ0
Absorption ߙ ߱ zeigt Lorentz-förmige 
Resonanz

anormale Dispersion

߳௥′ ߱ = ݊2 − 2ߢ

߳௥′′ ߱ = ,ߢ2݊ ߙ ߱ = ߢ2݇0
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Phasengeschwindigkeit aus ߶ = ݐ߱ − ݖ݇ = ݐݏ݊݋ܿ →ௗௗ௧ ݐ߱ − ݖ݇ = 0 → ߱ − ݇ ௗ௭ௗ௧ = ௣ℎݒ0 = ఠ௞ = ఠ௞0௡(ఠ) Dispersionsrelation

Wellenpaket: Überlagerung unendlich vieler Wellen 
führt zu Wellenpaket mit Trägerfrequenz ߱0 und 
Einhüllender mit Phase ߶ = Δ߱ݐ − Δ݇ ݖ
Gruppengeschwindigkeit = Geschwindigkeit der 
Einhüllendenݒ௚௥ = ௗఠௗ௞ = 1ௗ௞/ௗఠ = 1ௗ/ௗఠ(೙ഘ೎ ) = ௖௡+ఠ ௗ௡/ௗఠ
Bei anomaler Dispersion: ݒ௚௥ > ܿ0oder ݒ௚௥ < 0
möglich, aber Energiefluss- & Signalgeschwindigkeit 
immer < ܿ0
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Phasen und Gruppengeschwindigkeit

Δ݇
݇ − ݇0
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Herleitung Gruppengeschwindigkeit


