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Wellengleichung im Medium

Annahmen fir das Medium

® Isolator j=
® ungeladen p =
® unmagnetisch: Uy =

a Maxwell Gleichungen:
VxE=-B Vx

7-D=0 v

® Mit dielektrischer Verschiebungsdichte

—

D = ereol_f = EOE-I-IB
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€, relative Dielektrizitatskonstante
besser: dielektrische Funktion
€r = €r(w, k)
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Wellengleichung im Medium ﬂ(".

@ L&sung: monochromatische, ebene Welle E = Eyei(wt=k)
a Einsetzen der Losung in die Wellengleichung AE — €,€0u0E = 0: k2 — €,€oupw? = 0

w = je"_ =2k Dispersionsrelation im transparenten Medium
n =€ Brechungsindex
Uy = % = % Phasengeschwindigkeit = SR TR
kmea =X = kygen Wellenzahl ‘
0 T i ] ¥ f ',I " =
Amea = Avac/M Wellenlange \ ,, rll't.-": II"L.-"II \ ‘ z
ho=hqn
Anschauliches Modell: 1 - i’)zP
u Elektrisches Feld der Lichtwelle regt Dipol-Schwingungen an AE — _ZE = o=
Dipole strahlen e.m. Wellen ab ¢ at

]
® Phasenversatz zwischen erregender und erzwungener Schwingung
® Uberlagerte Welle propagiert langsamer
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Lorentz Oszillator Modell ﬂ(".

Mikroskopisches, mechanisches Modell fir Licht — Medium Wechselwirkung
Krafte auf Elektron

@ Elektrisches Feld ﬁel = qE =—¢eFE + lonenrumpf

® Riickstellkraft Frooke = —kx

® erzeugt ein Dipolmoment p = —ex _ ~ A—

® Polarisation P = —exN N Dichte der Oszillatoren lez T Hooke

® Bewegungsgleichung eines getriebenen, gedampften, harmonischen Oszillator (z.B.
Polarisation in x, Propagation in z, an Stelle z=0):

mi + bx + kx = —eEye'®t
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Lorentz Oszillator Modell ﬂ(".

8 Lésungsansaiz

— iwt 2 2 — 2
x(t) = xpe'®t, und wg = —, V=
® Einsetzen: . , . ,
—mw?x,e'®t + ivymxy e’ + mwixge'®t = —eE e'®t
® Stationare Oszillationsamplitude
X = — e/m
07 (wZ-w?)+iyw O
2
® Polarisierbarkeit — a(w) =L = -0 =_/m
Ey Ey wy—w*+lyw
Ne?/m

® Dielektrische Polarisation P = Na(w)E =—

wi—w?+iyw

— - - 2 -
m Dielektrische Verschiebungsdichte D = e,E + P = ¢, (1 + m) E

2 .
w§—w?+iyw
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Dielektrische Funktion ﬂ(".

® Dielektrische Funktion

N 2

e (w)=1+ 26);2%::0 erweitern mit komplex konjugiertem Nenner
w3-w2+iyw

— 14 Ne? w§—w? iyw
meo \ (w2-w?) +y2w? (wg—wz)zﬂ/zwz

| J | J
| [

reell imaginar
EI e_II
Realteil: Dispersion

Imaginarteil: Absorption

&= e(w=0) statische DK

e=1fur @ — o

e
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Dielektrische Funktion

Resonanzen assoziiert mit elektronischen und
vibronischen Ubergangen

® transparent im sichtbaren Bereich
u elektronische Ubergange im UV
® vibronische Ubergange im IR

" Flr w < wy, liefert Resonanz wy; einen
konstanten Beitrag zu €, (w)

® nahe einer isolierten Resonanz j gilt dann

Ne?/meye,
Wy — W + lyjw

® quantenmechanische Behandlung ergibt
zusatzliche Oszillatorenstéarke f;
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e(w)=1+—
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Komplexer Brechungsindex
filw) = /- (w) komplexer Brechungsindex

€ (w) = €'(w) +ie" (w)
filw) = n(w) — ik(w)

e
>

® Was bedeutet ein komplexes 7 ?
E(z,t) = Ejel(@t=ka?)

~
o

mit k, = i(w)kyge = n(w)cﬂo — iK:)_O

n(w)
co

M

i(wt— wz)e—rc%z

E(z,t) = Eye
[(z)~E* - |=I,e % Lambert-Beer Gesetz
mit @ = 2x(w) w/c, Absorptionskoeffizient
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Absorption und Dispersion

B Aus €,.(w) folgt mit €,.(w) = (n — ix)?
e (w) = n? — k?

® fUr vernachlassigbare Absorption
n(w) = & (w)

® normale Dispersion: n wachst mit w
® anormale Dispersion: n nimmt mit w ab
® Beachte:firn < 1listc > ¢

e/ (w) = 2nk, a(w) = 2kyk

® Absorption a(w) zeigt Lorentz-férmige
Resonanz
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Phasen und Gruppengeschwindigkeit

® Phasengeschwindigkeit aus ¢ = (wt — kz) = const —

Llwt—kzl =0 >0 —kZ =0
dt dt
_ w _ w
Vph = k“_ kon(w)
Wellenpaket: Uberlagerung unendlich vieler Wellen

a fOhrt zu Wellenpaket mit Tragerfrequenz w, und
Einhlllender mit Phase ¢ = (Awt — Ak z)

® Gruppengeschwindigkeit = Geschwindigkeit der
Einhdllenden
_dowo 1 1 _ c
Vor = ak = akjaw d/do2) ~ n+w dn/dw
® Bei anomaler Dispersion: v,, > cyoder v, < 0
mdglich, aber Energiefluss- & Signalgeschwindigkeit
immer < ¢,

Dispersionsrelation
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Herleitung Gruppengeschwindigkeit AT

Karlsruhe Institute of Technology

Zwei ebene Wellen mit &hnlicher Frequenz:

t = const.
E(x,f)=Acos(kbx—ayt)
E,(x,1)=Acos(k,x—w,1)
@ ®,
- =V ="
k, k,
' dx @
Die Superposition beider Wellen ist wieder eine Welle: cos(k x— 1) # ar = T = Vo

E(x,r)=E(x,1)+E,(x,1) Phasengeschwindigkeit

= const.
= A (cos(k,x — oy 1) +cos(k,x — @, 1))

AL v/ dx Ao
Yy cos‘](l +1, L Ato, r\]cos[/ k, —k, NG Rl r‘ COS(_F\ Y _\Uf ) - AR Ver
) ‘. 2 | 2 )L 2 2 = const. Gruppengeschwindigkeit
=24 coslk x—at)cos(Ak x— Aart) Ao do

= v
Ak de 7
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