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Vorlesung 1:

Roter Faden:

Atomphysik beschdftigt sich mit dem Aufbau
der Materie auf dem Niveau der Atome
unter Bericksichtigung der Quantenmechanik.

Atom:
griechisch: das Unzerschneidbare
lateinisch: das Individuum

Skripte und Folien auf dem Web:
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe .de/~deboer/
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o

Ubungen und Klausur

VL: Di, Do 11:30-13:00

Fragen zur VL: Sprechstunde nach jeder VL.
oder email: wim.de.boer@cern.ch

Ubungen Doppelstunde pro Woche

Di. 13:00-19:00 6 Gruppen

Ubungsleiter: Frank Hartmann email: frank.hartmann@cern.ch

Klausur: Do. 14.7.2005 wdhrend VL-Zeit
Zulassung Klausur: 30% der Aufgaben gerechnet
Bonus Klausur: >50% der Aufgaben gerechnet.
Schein: Klausur bestehen

Kontrolle der Aufgaben: Sie in Eigenverantwortung. Wie?

Zu Beginn jedes Tutoriums geht eine Matrix herum, in die jeder Student

eintrdgt, welche Aufgaben er vorrechnen KANN! Sollten Sie die angekreuzte
Aufgabe bei der Ubungsstunde nach Aufforderung

* rechnen kénnen: gut - alle Kreuze werden anerkannt

* nicht so richtig, aber man merkt sie haben es versucht: ein Kreuz aberkannt
- Uberhaupt nicht - deutlicher ,Betrugsversuch": alle Kreuze des Tages
aberkannt.
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Die elementaren Bausteine der Materie

o
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“elementar” als Fkt. der Zeit

o

History of Elementary Particles
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Die elementaren Wechselwirkungen

o

The Four Fundamental Interactions

Atomphysik

Electromagnetic
[

All forces in the world can be
attributed to these four interactions!
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Das Standard Modell der Teilchenphysik

Quarkmassen  __
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THE EXCHANGE OF PARTICLES IS RESPFONSIBLE FOR THE FORCE
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o

Warum braucht man ab dem
4. Semester Quantenmechanik?

Beobachtungen bedeuten Impulsinderungen am Objekt!

Z.B. wenn etwas optisch beobachtet wird, dann werden
Photonen am Objekt gestreut.

Wenn das Objekt sehr klein ist, kann dies merkbare
Unsicherheiten im Ort und Impuls des Objekts verursachen.

ES GIBT EINE UNTERE GRENZE AN DIE

GENAUIGKEIT WOMIT MAN x und p beobachten kann!
(ausgedriickt durch Heisenbergsche Unschdrfe-Relation

Ax . Ap > K (h = h/2n mit h = Plancksche Konstante der QM)
Folge: man kann x und p NICHT GLEICHZEITIG genau
bestimmen, denn wenn x sehr genau bestimmt wird, dann

gilt Ap > h /Ax sehr gross. M.a.W. Ax sehr klein

verlangt viele Photonen, die Ap sehr gross machen.

Atome sind sehr kleine Objekte, wo Quanteneffekte
eine SEHR GROSSE ROLLE spielen!
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Weitere Extravaganzen der QM

Der Unterschied zwischen Teilchen und Welle verschwindet
im Quantumbereich, d.h.

Elektronen haben Wellencharakter
Wellenldange eines Elektrons hdangt vom Impuls ab:

2nh = h / p (de Broglie Beziehung)
Beispiel: statt ein Lichtmikroskop verwendet man
ein Elektronenmikroskop, dass eine viel kleinere
Wellenldnge und dementsprechend hohere Auflésung hat

Photonen haben Teilchencharakter (sind “quantisiert™)

Masse eines Photons gegeben durch: E = hv = mc2

(Beispiel: Photoeffekt, Impulse der Photonen auf
Elektronen iibertragen und somit wird Licht in Strom
umgewandelt (digitale Kamera, Photomultiplier,..)
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o

Weitere Extravaganzen der QM

Wenn Teilchen Wellencharakter haben, sind sie NICHT
lokalisiert. Daher kann man nur eine
AUFENTHALTSWAHRSCHEINLICHKEIT fiir einen
Bestimmten Ort angeben.

Diese Aufenthaltswahrscheinlichkeit wird bestimmt
durch | ¥ |2 , wobei ¥ die sogenannte Wellenfkt. ist.

Fir stabile Bahnen der Elektronen miissen die Wellenfkt.
stehende Wellen entsprechen, z.B.

2nr=n A
Solche Randbedingungen bestimmen erlaubte
Bahnen und fiihren zu "Quantenzahlen” (in diesem
Fall n), die die Energie-Niveaus bestimmen.

April 12, 2005
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Klassische Mechanik und Quantenmechanik

o

h
n

SPEZ. RELATIVITATSTHEORIE

klein=
S KLASSISCHE MECHANIK QUANTENMECHANIK
c F = ma thoyy = Hap

RELAT. QUANTENMECHANIK

e x’ = vy(x + vt) Klein-Gordon-Gln.
| t' = ~vy(t+ ’U;l?/cz) Dirac-Gln.
il i — 1 - f— E =

| Yy — \/ﬁ : = = Proca-Gln.

J und QUANTENFELDTHEORIE
Symmetrien
Eichtheorien|
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Literatur

Literaturangaben

1. Haken-Wolf: Atom und Quantenphysik (Springer)
2. Mayer-Kuckuck: Atomphysik (Teubner)
3. Hdnsel+Neumann: Physik (Band IIT):

Atome, Atomkerne, Elementarteilchen

Haken-Wolf behandelt AP +QM in gleicher Notation. Gleichzeitig ein Kapitel
tber Molekiilphysik. Daher wird sich die Vorlesung an Haken-Wolf
orientieren.

Zusadtzliche Angaben:

4. Alonso+Finn: Quantenphysik und Statistische Physik
(ibersetzt aus Fundamental Univ. Phys., Vol III )

5. D. 6riffiths: Introduction to QM
Von Griffiths auch: (kein VL.-Stoff, aber ausgezeichnet)
Introduction to Electrodynamics
Introduction to Elementary Particle Physics
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Uberblick der Vorlesung

1. Experimentelle Grundlagen der 4. Atome im magnetischen
Atomphysik und elektrischen Feld
Masse und 6rofe der Atome Zeeman-Effekt
Struktur der Atome Paschen-Back-Effekt
Rutherfordstreuung Spinresonanz
Schwarzkadrperstrahlung Stark-Effekt
Bohrsche Postulate Lamb-shift
Photoeffekt, Comptoneffekt 5. Mehrelektronsysteme

2. Elemente der Quantenmechanik Heliumatom
Wahrscheinlichkeitsdeutung in der QM Kopplung von Drehimpulsen
Heisenbergsche Unsicherheitsrelation Periodensystem
Schrédingergleichung Schalenstruktur

3. Das Wasserstoffatom Réntgenstrahlung
Wellenfkt. des H-Atoms aus der Laser
Schradingergleichung Maser
Energiezustinde des Wasserstoffatoms| 6. Molekiilphysik
Bahn- und Spinmagnetismus, Molekiilbindungen
Stern-Gerlach Versuch Molekiilspektroskopie
Spin-Bahnkopplung, Feinstruktur
Kernspin, Hyperfeinstruktur
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Themen der einzelnen Vorlesungen

o

Einflhrung,
6Grofe und Masse der Atome
Rutherfordstreuung -> Atomstruktur

Das Elektron (als Welle)

Heisenbergsche Unsicherheitsrelation, Wahrscheinlichkeit in QM
Bohrsche Atommodell

Schrédingergleichung

10. Ldosung der Schradingergleichung

11. Der harmonische Oszillator

12. Das Wasserstoffatom

13. Energieniveaus des Wasserstoffatoms

14. Spin-und Bahnmagnetismus

15. Atome im Magnetfeld und elektrischen Feld
16. Spinresonanz, Paschen-Back-Effekt

17. Mehrelektronensystem

18. Kopplung von Drehimpulsen

19. Rdntgenstrahlung

20. Pauli-Prinzip, Periodensystem

21. Laser und Maser

22. Molekiile

23. Molekiilbindungen

24. Vielatomige Molekiile

25. Klausur

WONOO A WN =

Das Photon (als Teilchen) -> Photoeffekt,Comptoneffekt, Gravitationseffekte
Temperaturstrahlung -> Plancksche Strahlungsformel
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Historischer Uberblick

O

Proust, Dalton, Mendelejeff, Gay-Lussac, Avogadro:
Atomistik der Materie aus chemischen Reaktionen.
= Periodisches System der Elemente

Clausius, Boltzmann:
Atomistik der Wdrme = kinetische Gastheorie.

1833 Faraday: Atomistik der Elektrizitdt aus Elektrolyse:

abgeschiedene Menge « Ladung, d.h. wenn Menge quantisiert in Atomen,
muss auch die Ladung quantisiert sein und die "Atome” der Elektrizitat
(spdter sind es die Elektronen) sind mit Atomen der Materie verkoppelt

1900 Planck: Atomistik der Energie aus Hohlraumstrahlung
= Energie harmonischer Oszillatoren gequantelt: E=hv

Kirchhoff, Bunsen, Balmer: optische Spektrallinien
charakteristisch fir jedes Element

1911 Rutherford: Atommasse konzentriert im Kern
1913 Bohr: Atommodell mit quantisierten Energien

De Broglie, Born, Heisenberg, Schrédinger, Pauli: QM der Atome
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Begriffe aus der Chemie

Atomgewicht = relative Atommasse Ar = Gewicht eines Atoms
in atomaren Einheiten (u)
1 u = gewicht eines Protons =1/12 der Masse von 2, C
12.C hat Ar=12, d.h. 12 Nukleonen,
davon 6Protonen (Kernladungszahl Z=6)
daher Ar-Z=6 Neutronen
13, C hat 6 Protonen + 7 Neutronen / “Isotop”,
gleicher Kernladung und daher gleiche Anzahl der Elektronen
/ gleiche chemische Eigenschaften
1 u =1,6605655+ 0,0000086 10-27 kg
m,= m,/1836 , d.h. Masse der Elektronen (m,) vernachldssigbar

Stoffmenge:
1 Mol eines Stoffes /st so viel Gramm eines Stoffes, wie das relative
Atom-oder Molekiilgewicht betrdgt
z.B. 1 Mol 2 C sind 12g
1 Mol H,0 sind 2 +12 = 18 g (165 O)

1 Mol einer Substanz enthdlt jeweils die gleiche Anzahl N, (oder N, )

von Atomen oder Molekiilen (A = Avogadro, L = Loschmidt, N =6,0.1023/Mol)r
1 Mol Gas = 22,4 Liter unter Normalbedingungen (1 bar, 273 K)
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o

Abschdtzung von N,

Kombination der Faraday-Konstante &- und
der elektrischen Elementarladung e

Q- ist die elektrische Ladung zum
Abscheiden von 1 Mol bei der Elektrolyse,
Q- = 96 485,309(29) C mol1= N, =Q¢/e

e ist die elektrische Elementarladung
=1, 602 177 33 (49)-10-19 C
(heute prdzise aus Quanten-Effekte)
N, = Q/e = 6,022 1367(36) 1023 mol-!
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Bestimmung der Avogadrozahl

o

Z.B. aus der Elektrolyse: CuSO, = Cu** + SO,

Fiir die Abscheidung eines Mols einer einwertigen Substanz
braucht man 1 Faraday = 96458 [As]

Q=J Idt=2F, fir ein Mol Cu = 63,5 g

abgeschiedene Masse auf die Elektrode. N,=Qf/e

Aus N, kann man die Masse eines Atoms berechnen m,,,.= Ar/N,

1 u = 1/12 der Masse eines C-Atoms ® Masse eines Protons =
1,6605655+ 0,0000086 10-27 kg = 931,478 MeV/c? (aus E=mc?)

Andere Methoden, um N, zu bestimmen: aus der Gaskonstanten R in

PV = nRT und der Boltzmannkonstanten & = R/N,

Die Boltzmannkonstante k& kann man z.B. aus der Dichteverteilung

kleiner Schwebeteilchen in einer Suspension bestimmen, die im
thermischen Gleichgewicht unter gleichzeitiger Wirkung von Schwere und
Brownscher Molekularbewegung durch die Gleichung: n, = nye-m9"*T
gegeben ist. Dies ist ein Spezialfall der berihmten Boltzmann-Verteilung,
die angibt wie die Teilchen iber die méglichen Energieniveaus (Hohen)
verteilt sind.
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»
/( > A
=4

Frage: wo gibt es mehr Molekiile: in einer Flasche
Sprudel oder in der Luft im Hérsaal?
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Wie groB sind Atome?

o

Abschitzung des Atomvolumens aus der rel.
Atommasse 4., der Dichte p und der
Avogadro-Konstante NV,

Dichte: p = (m/V),
V'=mlp=N, (4/3)n-R*=A4/p fiir 1 Mol

Natrium: p =0,97 g cm™; 4= 22,98 g mol!
Radius: R ~2:10m =2 A (Angstrom)
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Systematik der Atomradien

o

26
22f Tl
[ Pb
[ ol w K
e 10F
E 0,5:
0'2 i | 1 1 | L l)}l L 1 1L
0 10 20 30 40 50 567276 80 84

Kernladungszahl Z —=

« Alle Atome haben ,,fast gleiche* Radien

* Unterschiede korrelieren mit ihrer Stellung im
Periodensystem
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Kann man Atome sehen?

o

mit Licht kann man keine Atome auflosen

Strahlung existieren (n® 1 fiir alle Materialien),

Ein Lichtmikroskop hat eine Auflésung d =1/n sin® = O(}) ,
Fiir Licht mit 2% 5000 A= 500nm und Atome » 1-100 A bedeut das:

JEDOCH: Réntgenlicht hat A # 1 A . Im Prinzip ok, jedoch
praktische Auflosung » 100 A, weil keine Linsen fiir Rontgen-

Elektronenmikroskop: 4 # 0,04 A, Reale Auflosung = 1 A

angstrom range," said

"Looking down on a silicon crystal, we can
see atoms that are only 0.78 angstroms
apart, which is the first unequivocal proof
that we're getting subangstrom
resolution. The same image shows that
we're getting resolution in the 0.6

Matter Sciences Division researcher
Stephen Pennycook. (Science, 2004)

ORNL Condensed

April 12, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer
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Elementarladung nach Millikan (1913)

o

+ Hoch- [T | r————— =~
spannungl 4+ — -[— — — — — — -

m— ., e |_— Temperatur -
- - i = stabilisierung

—— Zerstduber i

EinsprithGffnung

Bitrépfchen ——

Platten- — Ridntgenrdhre
kondensator | [— —
Eintrittsoffnung ]

Beleuchtung

Fig. 3 Anordnung des Millikan-Versuchs (nach Phys Rev. 2 (1913) 109)

Problem: wie groB ist Masse m in Fz? m nicht
direkt messbar, durch Sinkgeschwindigkeit

in Luft ohne E-Feld zu bestimmen
(Stokesches Reibungsgesetz)

F, =Fg
= q-E =F,
Ue
= — =F,

q d G

April 12, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer

22




Spezifische Elektronenladung

Zentrifugalkraft = ,
Lorentskraft .

« (mv?¥)/r = evB (1) /// \\\

. . S N
B.esct.lleumgungs.arbelt 'I B ‘f‘ ~
kinetische Energie \ % \

e eU = (12ym? () |\ 7

« Kombination (1) u. (2) \\\ //

e (e/m)=(2-U)/(r*B?)

e/m=1,758 819 62(53) 10! C kg'!
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o

Atom- und Elektronenmasse

e Atommasse:

 Elektronenmasse;:

« Atommassenkonstante m_ = m('*C)/N,
e m, =0,001 kg /N, = 1,660 5402(10) 10?7 kg
« m, = el(e/m,)=9,109 3897(54) 103! kg

« m/m,= 1 838,683662(40)
« Atommasse/Elektronenmasse ~ 2000/1

April 12, 2005

Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 24




% Zum Mitnehmen

Elementarladungen kann man mit Hilfe von optisch
sichtbaren Objekten (Tropfchen) bestimmen.

Aus der Faraday-Konstante und der Elementarladung
erhilt man eine Schitzung der Avogadro -Konstante.

Relative Atommasse, Dichte und Avogadro Konstante
liefern eine Abschitzung fiir die Atomgrof3e.

Durch Ablenkung von Teilchen in magnetischen Feldern
kann man e/m bestimmen.

Kombination der Ergebnisse liefert m, my;
und das Verhéltnis: m./my; ~ 1/2000.
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Vorlesung 2:

Roter Faden:

GroBe der Atome

Massenspektroskopie

Atomstruktur aus
Rutherfordstreuung

Skripte und Folien auf dem Web:
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe .de/~deboer/
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6roBe der Atome aus Réntgenbeugung

o

Beriihmter Versuch von v. Laue, Friedrich, Knipping:

Kristall P i
1

R ——— -
polychromatischer
Rontgenstrahl

monochromatische —
abgebeugte Strahlen

Photoplatte

Helle Punkte / konstruktive Interferenz fiir 2d sin®=n\
© =Ablenkwinkel

L = Wellenldnge des gebeugten Strahls

d= Gitterabstand der Netzebenen
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Herleitung der Interferenzbedingung

o

Gangunterschied:

AB +BC - AE = 2AB - AE = ZEiffH -2 AD cos8 =
2d_(1_cos?0) = 2dsin # =n\

sin @
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Weitere Streumethoden

o

1)

Braggsches Drehkristall-Verfahren mit monochromatischem
Rontgenlicht; Interferenzwinkel bestimmt durch Drehen bis
Maximum auftritt.

2.

Debye-Scherrer-Verfahren: monochromatisches Rantgenlicht
wird an einem Polykristall ("Pulver”)gestreut; Punkte werden
Kegel, da jede Netzebene in allen Orientierungen vorkommt

Die Ausdehnung der Atome ist groB im Vergleich zu Wellenlinge,
d.h. keine Punkte, die streuen, sondern ausgedehnte Objekte
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Braggsche Drehkristall-Verfahren

o

T T
Einkristall n=1
T
2
_ ) 9 n=2
monochromatische = n=3
Réntgenstrahlung A
| | 1 | | |
Detektor 10° 20° 30° 40° 50° 60°
)
Schema einer Vorrichtung zur Auf- Rontgenspektrum nach dem Dreh-
nahme eines Kontgenspektrums nach kristallverfahren

dem Drehkristallverfahren
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o

Das Pulververfahren wurde bereits von Debye und Scherrer 1916 eingefiihit (Debye-Scherrer
Verfahren). Bei diesem Verfahren besteht die Probe aus einem pulverformigen kristallinen
Material. Ist ein einzelnes Kristallit des Pulvers (zufillig) so orientiert. dass einer seiner
Netzebenen einen geeigneten Winkel 6 mit dem primdren Rontgenstrahl einschliefit (Erfiillung
der Bragg schen Bedingung). so kann ein entsprechender Reflex auftreten.

Schematische Anordnung zur
Herstellung einer Pulveraufnahme

Alle weiteren Kristallite, die auch diese
Bedingung erfiillen tragen zur
Gesamtheit der Strahlenbiindel bel.

(
\

AR

Die reflektierten Strahlen erzeugen
i dabet einen Strahlenkegel
o |27 (Offiimgswinkel zur Strahlachse 29),
o der koaxial zum einfallenden
L L Rontgenstrahl liegt. Das gemessene

Pulverdiagramm zeigt die
charakteristischen Debye-Scherrer

entrollter Film Ringe bzw. Linien.
mit Beugungshild

VI

b
o
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Strahlungstypen

O

1. Rontgenstrahlung, heute ganz iiberwiegend in Form von Synchrotron-
o X
strahlung aus Elektronen-Synchrotrons; Effektivitit der Beugungsex
perimente besser bei hohem Z O
X

2. Neutronenstrahlen (z.B. Hochftuss-Reaktoren wie ILL Grenoble, |

| Miinchen): Wechselwirkung mit Atomkernen; besonders interes-
sant fiir leichte Atome wie Wasserstoff

Anwendungen:

Strukturanalyse von Kristallen, Fliissigkeiten, chemischen und biolo-
gischen Molekiilen etc.
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Massenspektroskopie

o

Methoden zur Trennung von Atomen mit unterschiedlichen Massen
oder, genauer, unterschiedlichen e/m

1913 Parabelmethode von Thomson

.E:eﬁ

o Fp—ev" xB (Lorentzkraft | B)

_ T _leE 2 _ eE p?
1. Fp= mayz=my=ek —y =5t = =5
—ma,—mi—evB— x—=?B¢2 — eBU
2. Fp=ma,=mi=evB— x=7""t = S~

Aus (1) und (2) v eliminieren —

NS lgzgz %1122 (=Parabel unabhingig von v!!)

Anwendung: Isotopentrennung, z.B.
angereichertes oder depletiertes Uran
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Struktur der Atome

o

Lenard:

Elektronen haben Reichweite von einigen cm in Luft, aber

sehr Energieabhdngig.

Fir schnelle Elektronen sind Atome 108mal durchldssiger

als fiir langsame Elektronen.

Heute wissen wir: schnelle Elektronen streuen nur am Kern,
langsame an ganze Hiille (groBe Wellenldnge!)

“Das Innere des Atoms ist so leer wie das Weltall.”

Denn wenn Atome fiir Elektronen undurchdringbar wdren, wiirde

Reichweite in Luft nur typische gaskinetische freie Wegldnge von

10-5 cm betragen und wiirden Elektronen auch nicht Alu-Fenster

von 10000 Atomschichten durchdringen kénnen.

Kathodenstrahi  Beobachtungs - Lenard:

raum I k
- _ Elektronen erzeugt
- \' -

= durch Gasentladungen.
Purnpe

|
Al

l ‘Fenster

Gliihelektrode noch
nicht bekannt.
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o

®

N el

c' N

7 é\?/

Frage: Wenn das Atom “leer” ist, was erwarten
Sie fiir die Streuung von schweren Teilchen
(wie z.B. a-Teilchen) an Atomen?
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Kernstruktur aus “Rutherfordstreuung”

scintillations
& trans rmTTl-'l:I tn-':lrrl "'”"]I].-]—_j_'m”'
- I

alpha particles interacting

tn;aarrn of II". with atoms in gold foil
alpha \
particles

with slit

1995 Encyclopasdia Britannica, Inc.
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1

Kernstruktur aus "Rutherfordstreuung”

a-Teilchen (He-Kerne aus radioaktivem Prdparat): Reichweite 3,5 cm
in Luft bei E = 5 MeV.(Geiger + Marsden, Studenten von Rutherford)

Blende
3 Faolie

il

Radio- E a ~Teilchen
aktives

Praparat Szintillations -
schirm

Quelle

ur
Pumpe

\

Mit S wird die Intensitdt der durchgelassenen Strahlung durch diinne
Goldfolie als Funktion vom Ablenkungswinkel & gemessen /

Meiste Teilchen fliegen durch, wie erwartet, wenn Atom ‘leer” ist.
Jedoch manchmal Rickstolle unter grofen Winkeln:

“Gewehrkugel prallt an einem Plumpudding ab.”
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Winkelabhdngigkeit der Rutherford-Streuung

o

Interpretation: Masse von Goldatom scAwerer als Masse von “He Atom
und diese Masse ist konzentriert in einem Kern mit einem Radius R von
ca. 10-2cm mit Ladung Ze.

:\ Streudaten Rutherford konnte zeigen, dass
der Rutherford- duf. 1/sm4(9(2) Abhanglgkgrr der
Streuung Winkelverteilung gerade die Coulomb

Streuung an einer punktfdrmigen
Ladung entspricht.

of _ Coulombkraft: F(;:M

4mweor2

Ze= Ladung des Kerns

AR RS 2e= Ladung des He-Atoms

April 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 13




Begriff Wirkungsquerschnitt

o

Es kommen N Teilchen pro em” und Sekunde bei den modellhaft gezeichneten Atomen an. Wie
grofy ist die Rate, die hangenbleibt, wenn die N Tetlchen nur mechanische StéRe machen?

Es sei:
BB | B | B Kantenlinge der Atome: 10™°m, Kantenlinge der Kerne: 10™m
N N - , -8 2

Widerstandsfliche 10 m 0
plmlmln Gesamtfliche  10™m’

‘BB BE BN dN=10*N do=10%m"  Was bedeutet dies anschaulich?

April 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 14

Begriff Wirkungsquerschnitt

o

d . d
N Teilchen o . _
T| pro Flache 1 Wieviele Teilchen bleiben hingen?
+ und Sek.
—* - Gesamtflache: A
_4' <
A——— E Effektive Widerstandsfliche: M*d?
—
T Wid.flache pro Gesamtflache: (M*d*/A)
——* Rate. die hingenbleibt: dN=(M*d*/A)*N
7 M [

Gibt es n Wiirfel pro Volumen in der diinnen Schicht
A dz 1 = Schichtdicke
A-T'N- : d? = Streufldch

. . 2 reufldche
B der Streuzentren
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Streuung im kugelformigen Coulombpotential

o

Bei Kugeln als Streuzentren nicht einfach Absorption oder
Durchlass, sondern Streuwinkel Fkt. von Impaktparameter

-
.

Abbildung 5: ., T~
Zur Rutherford-Streuung b

Beziehung zwischen Impaktparameter p und Streuwinkel ©:

Aus Kepler-Kegelschnitten und Flichensatz folgt (Herleifung nachher)

)
p= %l'om - co‘r% (2)
April 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 16
= Rutherford-Streuung: Alpha-Strahl wird
z an diinne Goldfolie gestreut
N dp .
| 7 Teilchen aus dem
Radius =p Hohlzylinder mit
p<r<(p+dp) laufen in
j — / g  den Kegelmantel mit
— ' ' der Offnung zwischen
und (3+d1}). p=p(1h)
Alpha-Strahl als Taroet: regelt die Zahl der
Hohlzylnder gy einhes Atoms gy ~ Teilehen in den

for Goldboli Streukegel Kegelmantel.

N ankommende Teilchen pro cm” und Sekunde mit Kernabstand zwischen p und (p+dp), dN

sind die Teilchen, die in den Kegelmantel laufen mut d€) = 2rsmntidi
(3) |IN=2npdp TN n=DICHTE der Streuzentren

April 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 17




= | ' Winkelverteilung der Rutherfordstreuung

Wir verwenden jetzt:

N N dN dp 1 -1
Streudaten 7— sowie —=dg=2np-dp-T-n und A Tlomn "~ g
% d Ruth f d cm” ] dd 4 L2 U
er Ruthertord- (5) sin” —
S1’r‘euung uncg erhalten: (6) aus(2)
| do pzondp nz , 1
ot ~ = =52 Yomn T 9 (7)
dQ  sinddd 16
Slll —
2
; Interpretation des Ergebnisses:
0 d 2 L ‘
| a) £ ~Z Maglichkeit der Kernladungsbestimmung (vel. S.6)
. w% do 1
0’} b) i E_ Je energiereicher die Teilchen, desto kleiner der Wirkungsquerschnitt
do 1 o o .
9 c) 0" 7 Vorwirtsstreung eigentlich unendlich groff: Abnahme fiir wachsende ;

aber auch Riickwirtsstreung moglich.

R R Abweichungen fiir hohe Energien der o-Teilchen
3 (Anomale Rutherford-Streuung (ASR)) durch

“Beriihrung” der Kernpotentiale, also nicht nur

Coulombpotential = Kernradius!

April 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 18

Minimaler Abstand vom Kern

Abstobung: E(o)>0 < Hyperbel

i

Minimaler Abstand

1 >
E(c)=—m_v__ =

| 2 wenn Ekin=0
— 1 ,  2Ze’ :
—m_V, + 1/
2% amer, _ i2¢

?EL'LP]JE'.EIH'C':E ang
(Peripheldurchgang: rp ist
\\ minimaler Abstand vom Kern)

=it

5
dne,m V-
Abbildung 5: 1}
Zur Rutherford-Streuung -

Nukleonen werden im Kern durch das anziehende Potential Vy,
der Kernkrifte gebunden. Da V), scharf begrenzt ist, kann man
aus der kinetischen Schwellenenergie Wg, bei der der Ubergang
der normalen zur ARS erfolgt, den Kernradius bestimmen.

2e2Z _
Aus m— WS -RK.

Aus Messungen an vielen Kernen Rg= (0,75 + 1,26 M2)10~5cm,

M = Massenzahl des Kerns, daher M «R®*xV;
—Volumens des Kerns ~xAnzahl der Nukleonen

April 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 19




Beispiel

o

47¢ .
= —  Z-abhingig
dnem v,

7

T Voo = KODSE
Toy 15t €106 obere Grenze fiir den Kernadius

Beispiel: Streuung vono-Strahlen aus RaC an Goldfolie:

- , Chb -m
mg=6.69 107'kg, g = 8.9-10"——. v,=19-10"—, Z(Gold)=79
V-m ]
Yymin™ 3'1{}_141“ :30 fm
April 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 20

6rinde fiir Erfolg dieser klassischen Experimente

o

o M, > M, (10%): Ablenkung durch Streuung an Elektronen vernachlissigbar; nur Streuung
durch den positiv geladenen Atomkern

e reine ,Coulomb-Streuung” am Atomkern = zentrales Potential. Die Ausdehnung des Kernes
ist nicht relevant, weil der minimale Abstand dpin > Rkem ist (s.u.): Das Potential einer
sphiirisch symmetrischen Ladungsverteilung ist aufierhalb gleich dem einer Punktladung.

Ladung/Masse fiir Projektil Zp e/Mp, fiir Targetkern Zr e/ Mr

E
poti
Zp=2 ; ~25MeV
ZTZ 79 |
; Streupotential:
| E,=5.5 MeV
i — E ( ) 1 ZPZTB2
f ol § r) = ——
i d pip~ 40 fm a5 Areg T
|
|
|
|
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1

‘ Zusatz-Bemerkungen

o Divergenz von dog /df2 fiir kleine § nur mathematisch. Ist b vergleichbar mit Atomdurchmes-
ser: Kernladung zunehmend abgeschirmt durch Elektronen. Im Grenzfall b > Atomradius
geht die streuende Ladung Zt.g — 0. Damit bleibt dog/d2 auch bei kleinen 8 endlich.

¢ Bei a-Energien > 20 MeV (fiir Z > 82) wird dpmin < Rkern. Zusitzlich zu den elektrosta-
tischen Kriften treten dann kurzreichweitige Kernkréfte auf, die zu einer Verdnderung der
Ablenkfunktion € (b) fithren. Insbesondere kann das a-Teilchen vom Kern absorbiert werden.
Dies fithrt zu einer drastischen Reduktion von dog /df) gegeniiber der Rutherfordstreuung.

do., . /dQ
do 4 _ A et
log(ﬁ ZT—79 (An) dUR 4O
- 8 =180° 14 | ZT1 =79 (Au)
: E > 30 MeV
— |
! = 0O
T T T = E.n[MeV] 015t
b
LU s ey d i ~Rg ~7 fm

Aus der Abweichung der gemessenen Streuverteilung kann der Radius Ry des Atomkerns
abgeschitzt werden. Man erhilt daraus, dass die Nukleonen den Kern mit einer konstanten
Dichte austfiillen. Es gilt:

RK 2 T(]AI/ 3

April 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 22

o

Und Wellencharakter der Teilchen spielt bei diesen
Energien und Abstdnden noch keine Rolle!

o de-Broglie-Wellenliinge des a-Teilchens

h
A=— w6 fm (5.5 MeV a-Energie) < Kerndurchmesser € Atomdurchmesser
my
= Das a-Teilchen ist ein gut lokalisiertes Wellenpaket, die  Klassische Bahn® ist eine sinn-
volle Vorstellung. Fin reines 1/r-Potential liefert in jedem Fall fiir klassische und quantenme-
chanische Behandlung das gleiche Resultat (sonst wére Behandlung mit Schrodingergleichung
notwendig).

April 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 23




GROSSENVERHALTNISSE

o

PROTONEN SIND 100000x KLEINER
ALS ATOME (1911)

Atomkern : Atomhiille o FRNET SRR
= Knopf : Innenstadt NG s’b : o)

QUARKS, LEPTONEN SIND MIND. 10000x KLEINER
ALS PROTONEN (1998)

Quark : Atomhiille

< Knopf : Erde €®/

April 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 24

Herleitung Beziehung zwischen
Streuwinkel und Impaktparameter

o

1. Streuwinkel 0 hangt vom Impaktparameter b ab

\c E— . 2
w@ 2. F =T sing (1); ; Fy=F cosp(2)F = % (3):

r variiert wihrend der W(Integrieren iber die Zeit, um 0 zu
bekommen)

3. Drehimpulserhaltung (Radialkraft, d.h TxT = Prsing= 0);

_ A mugh = I _ ¢
== —_
»L=Tx7 B: munt = (1= or) = merd =¥ = w0 ()
: mugr = (v=¢r) =m@ -

April 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 25




Herleitung Beziehung zwischen
Streuwinkel und Impaktparameter

o

dt —

(4) in (5) : mit k :%und integrieren tiber die Zeit:

rter dog _ b c . A dip
J’tA dt dt = ﬂlﬂ{]bf.."-l S ¥ ¢ dt (S)

A bei-occ:v,; =0, o= 0

C bei + oc:v = v (Energieerhaltung)

Aus (6):[)° SO o, = ﬁob f;_g sin de (7)

oder vosinf=—%_(1}+cos @) (8)

maugb

1+cos8 a8

Aus (8) + (9):

_ _E g
b = ma cot 35

(= Beziehung zwischen Impaktparameter und 6 durch [ Fdt.)

4. Senkrechtbewegung: F | = m%%L —[(1) + {3}]:%;.~aiuap (5)

April 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer
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Zum Mitnehmen

o

Atomgrofe aus Réntgenbeugung: ca. 1 A (Angstrom=10-1m)

Dies bedeutet, dass Quanteneffekte eine Rolle spielen, da

mit App=mv und Ax=x gilt: (v/c20.01 fiir Elektronen in Atomen)
Ap.Ax = 10-3%g 3.10m 10-1°m = 10-34 Js ist vergleichbar

mit der Planck Konstante h=10-34 Js.

Rutherford-Streuung: Kern-Kernstreuung zeigt dass
Kerne SEHR klein sind im Vergleich zu Atomenl!
Kernradius / Atomradius = Erbse / Kélner Dom

April 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer
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o

Vorlesung 2:

Roter Faden:

GroBe der Atome

Massenspektroskopie

Atomstruktur aus
Rutherfordstreuung

Skripte und Folien auf dem Web:
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe .de/~deboer/

April 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer

6roBe der Atome aus Réntgenbeugung

o

Beriihmter Versuch von v. Laue, Friedrich, Knipping:

Kristall . i o
=

——— i
polychromatischer
Rontgenstrahl

monochromatische 11—
abgebeugte Strahlen

Photoplatte

Helle Punkte / konstruktive Interferenz fiir 2d sin®=n)\
© =Ablenkwinkel

L = Wellenldnge des gebeugten Strahls

d= Gitterabstand der Netzebenen

April 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer




o

Herleitung der Interferenzbedingung

Gangunterschied:

sin @

AB +BC - AE = 2AB - AE = 2_-% -2 AD cosf =
2d_(1-cos?0) = 2dsin  =n\

sin 8

April 14, 2005

Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 3

o

Weitere Streumethoden

1)

2

Braggsches Drehkristall-Verfahren mit monochromatischem
Rontgenlicht; Interferenzwinkel bestimmt durch Drehen bis
Maximum auftritt.

Debye-Scherrer-Verfahren: monochromatisches Rantgenlicht
wird an einem Polykristall ("Pulver”)gestreut; Punkte werden
Kegel, da jede Netzebene in allen Orientierungen vorkommt

Die Ausdehnung der Atome ist groB im Vergleich zu Wellenldnge,
d.h. keine Punkte, die streuen, sondern ausgedehnte Objekte

April 14, 2005
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Braggsche Drehkristall-Verfahren

o

I I
Einkristall n=1
T
2
R i} 0] n=2
monochromatische = n=3
Réntgenstrahlung A
| | 1 | | |
Detektor 10° 20° 30° 40° 50° 60°
)
Schema einer Vorrichtung zur Auf- Rontgenspektrum nach dem Dreh-
nahme eines Rontgenspektrums nach kristallverfahren
dem Drehkristallverfahren
April 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 5

= ' Debye-Scherrer Verfahren

Debye-Scherrer-Verfahren

. . Debye-Scherrer-Verfahren:
Ron‘rgenr‘ohr‘e Rontgenbeugung von  monochromati-
schem Rontgenlicht an einem Polvkristall
Z. Auf dem Film erscheien die Schniti-
linien der Beugungskegel an den verschie-
denen Netzebenenscharen. Zur Erzeu-
gung von monochromatischem Rontgen-
licht verwendet man entweder die charak-
teristische ~ RoOntgenstrahlung  nach
Abb. 18.3, oder man muB einen Einkri-
stall als Monochromator nach (2.31) ver-
wenden

\
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Strahlungstypen

O

1. Rontgenstrahlung, heute ganz iiberwiegend in Form von Synchrotron-
o X
strahlung aus Elektronen-Synchrotrons; Effektivitit der Beugungsex
perimente besser bei hohem Z O
X

2. Neutronenstrahlen (z.B. Hochftuss-Reaktoren wie ILL Grenoble, |
| Miinchen): Wechselwirkung mit Atomkernen; besonders interes-
sant fiir leichte Atome wie Wasserstoff

Anwendungen:

Strukturanalyse von Kristallen, Fliissigkeiten, chemischen und biolo-
gischen Molekiilen etc.

April 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 7

Massenspektroskopie

o

Methoden zur Trennung von Atomen mit unterschiedlichen Massen
oder, genauer, unterschiedlichen e/m

1913 Parabelmethode von Thomson
° F_‘E) —eE

o Fp—ev" xB (Lorentzkraft | B) O

;«'
1. Fg= may=my=eE —y = 21,1’?1:2 26:?1 g, Fj

eantz eB 12 X3 (Inlplllsﬁltel)

2. Fg=ma,=—mi—evB— x=

2m 2m v y 15&_ (Energiefilter)

Aus (1) und (2) v eliminieren —

y = 22 Ma? (= Parabel unabhéngig von v!!)

Anwendung: Isotopentrennung, z.B.
angereichertes oder depletiertes Uran

April 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 8




Struktur der Atome

o

Lenard:

Elektronen haben Reichweite von einigen cm in Luft, aber

sehr Energieabhdngig.

Fir schnelle Elektronen sind Atome 108mal durchldssiger

als fiir langsame Elektronen.

Heute wissen wir: schnelle Elektronen streuen nur am Kern,
langsame an ganze Hiille (groBe Wellenldnge!)

“Das Innere des Atoms ist so leer wie das Weltall.”

Denn wenn Atome fiir Elektronen undurchdringbar widren, wiirde

Reichweite in Luft nur typische gaskinetische freie Wegldnge von

10-5 cm betragen und wiirden Elektronen auch nicht Alu-Fenster

von 10000 Atomschichten durchdringen kénnen.

Kathodenstrahl  Beobachtungs - Lenard:
. ' — | Elektronen erzeugt
— : . - durch Gasentladungen.
Fenst .
\, | r + | Fomta Gliihelektrode noch
. nicht bekannt.
umpe
April 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 9

o

Frage: Wenn das Atom “leer” ist, was erwarten
Sie fiir die Streuung von schweren Teilchen
(wie z.B. a-Teilchen) an Atomen?

April 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 10




Kernstruktur aus "Rutherfordstreuung”

scintillations

e or nodeflection)
tered beam
11 deflection)

e alpha particles interacting
t';j':'r”' of with atoms in gold foil
alpha
particles

lear
\ with slit
radioactive

1995 Encyclopasdia Britannica, Inc.

April 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 11

Kernstruktur aus “Rutherfordstreuung”

1

a-Teilchen (He-Kerne aus radioaktivem Prdparat): Reichweite 3,5 cm
in Luft bei E = 5 MeV.(Geiger + Marsden, Studenten von Rutherford)

Blende
4
Quelle ; Falie
@ 3
Radio- E a =Teilchen
aktives
Praparat Szintillations -

schirm

Zur
Pumpe

\

Mit S wird die Intensitdat der durchgelassenen Strahlung durch diinne
Goldfolie als Funktion vom Ablenkungswinkel & gemessen /

Meiste Teilchen fliegen durch, wie erwartet, wenn Atom ‘leer” ist.
Jedoch manchmal Rickstolle unter grofen Winkein:

“Gewehrkugel prallt an einem Plumpudding ab.”

April 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 12




Winkelabhdngigkeit der Rutherford-Streuung

o

Interpretation: Masse von Goldatom scAwerer als Masse von “He Atom
und diese Masse ist konzentriert in einem Kern mit einem Radius R von
ca. 10-2cm mit Ladung Ze.

N‘-

0

1
0

Streudaten Rutherford konnte zeigen, dass
der Rutherford- die 1/sin*(©/2) Abhdngigkeit der
Streuung Winkelverteilung gerade die Coulomb

Streuung an einer punktfdérmigen
Ladung entspricht.

-~
5|n*%
]

Coulombkraft: Fo—={(£e)(2e)

4wegr2

Ze= Ladung des Kerns
2e= Ladung des He-Atoms

20 0 60 B0 100 120 W0 160
2

April 14, 2005
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Begriff Wirkungsquerschnitt

o

Es kommen N Teilchen pro cm” und Sekunde bei den modellhaft gezeichneten Atomen an. Wie
grofy ist die Rate, die hangenbleibt, wenn die N Tetlchen nur mechanische StéRe machen?

Es set:
BB | BB Kantenlinge der Atome: 10"°m, Kantenlinge der Kerne: 10™m
N N - . 282
Widerstandsfliche 10 ‘m 10
plmlmln Gesamffliche  107'm’
‘BB BE BN dN=10*N do=10%m"  Was bedeutet dies anschaulich?

April 14, 2005
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Begriff Wirkungsquerschnitt

o

d X d
N Teilchen o . _
1| pro Fldche 1 Wieviele Teilchen bleiben hingen?
+ und Sek.
T - Gesamtfldche: A
_4’ <
A— : Effektive Widerstandsflache: M*d?
+—
T Wid.fliche pro Gesamtflache: (M*d*/A)
——* Rate. die hingenbleibt: dN=(M*d*/A)*N
> M
Gibt es n Wiirfel pro Volumen in der diinnen Schicht
A dz 1 = Schichtdicke
A-T'N- : d? = Streufldach
_ N 2 reufldche
4 der Streuzentren
April 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 15

Streuung im kugelformigen Coulombpotential

o

Bei Kugeln als Streuzentren nicht einfach Absorption oder
Durchlass, sondern Streuwinkel Fkt. von Impaktparameter

-
.

Abbildung 5:
Zur Rutherford-Streuung

Beziehung zwischen Impaktparameter p und Streuwinkel ©:

Aus Kepler-Kegelschnitten und Flichensatz folgt (Herleifung nachher)

p= %l'om - c-::‘r:lL (2)

-
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Rutherford-Streuung: Alpha-Strahl wird
an diinne Goldfolie gestreut

o

? | K Teilchen aus dem
Rados =p Hohlzylinder mit
p<r<(p+dp) laufen in
— g  den Kegelmantel mit
I ' e der Offnung zwischen 0
und (0+d1}). p=p(1H)
Alpha-Strahl als Tareet: re gelt dieIZahl der
Hohlzylinder Kern einhes Atoms dy  Tetlcheninden
. , Streukegel Kegelmantel.
der Goldfolie -
N ankommende Teilchen pro cm” und Sekunde mit Kernabstand zwischen p und (p+dp), dN
sind die Teilchen, die in den Kegelmantel laufen mut d€) = 2rsmntidi
(3) |dN= Mpdp TN n=DICHTE der Streuzentren

April 14, 2005
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Winkelverteilung der Rutherfordstreuung

Wir verwenden jetzt:

N N dN dp 1 -1
‘ Streudaten j=——=— sowie —=do=2mp-dp-T-n und A Tlomn "~ g
el d R h d cm™ s ] dd 4 s 2 Y
er Rutherford- 4) (5) sin
STreuung und erhalten: (6) aus(2)
; doc p-t-n-dp nr , 1
101 Ty T aa.9 1z Yomn o (7)
dQ sin?dd 16 -
s —_
2
; Interpretation des Ergebnisses:
0 d ; o ‘
| a) é ~Z Maglichkeit der Kernladungsbestimmung (vel. S.6)
| 5in*% do
0t b) 0 B Je energiereicher die Teilchen, desto kleiner der Wirkungsquerschnitt
do 1 L . . .
ol c) 0" .0 Vorwirtsstreung eigentlich unendlich groff: Abnahme fiir wachsende 1;
sin* —
2
aber auch Riickwirtsstreung moglich.
SRR E L] Abweichungen fiir hohe Energien der o-Teilchen
3 (Anomale Rutherford-Streuung (ASR)) durch
"Beriihrung” der Kernpotentiale, also nicht nur
Coulombpotential = Kernradius!
April 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 18




% Minimaler Abstand vom Kern

\_\ J / AbstoBung: E()>0 < Hyperbel
E(0)= 1.2 Minimaler Abstand
| L2 v wenn Ekin=0
=—-=1 1, 2Ze :
= —m_ Vv, + 17"
2% 4mer, ‘ iZe
?EL'LP]JE'.E;H'C'SEH:E I'l:l

Abbildung 5:
Zur Rutherford-Streuung

min ~ )
(Peripheldurchgang: rp ist 4HE'E|H1U V -
\\ minimaler Abstand vom Kern) '

Nukleonen werden im Kern durch das anziehende Potential Vy,
der Kernkrifte gebunden. Da V), scharf begrenzt ist, kann man
aus der kinetischen Schwellenenergie Wg, bei der der Ubergang
der normalen zur ARS erfolgt, den Kernradius bestimmen.
Aus —2Z — W5 —Rg.

411".::‘.1]. RK

Aus Messungen an vielen Kernen Rg—= (0,75 + 1,26 M3)10~5cm,
M = Massenzahl des Kerns, daher M o«R®*xV;
—Volumens des Kerns oxAnzahl der Nukleonen

April 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 19

3 ' Beispiel
47¢ o
= —  Z-abhingig
dnem v,
)
T Voo = KODSE
To 15t €106 obere Grenze fiir den Kernadius

Beispiel: Streuung vono-Strahlen aus RaC an Goldfolie:

- , Cb -m
mg=6.69 107 kg, g = 8,9-10'1‘V— Voo = 1.9-10"—, Z(Gold)=179
M 3

l'ﬂminms'lﬂ_uln =30 fm
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o

6rinde fiir Erfolg dieser klassischen Experimente

o M, > M, (10%): Ablenkung durch Streuung an Elektronen vernachlissigbar; nur Streuung
durch den positiv geladenen Atomkern

e reine ,Coulomb-Streuung” am Atomkern = zentrales Potential. Die Ausdehnung des Kernes
ist nicht relevant, weil der minimale Abstand dpin > Rkem ist (s.u.): Das Potential einer
sphirisch symmetrischen Ladungsverteilung ist aufierhalb gleich dem einer Punktladung.

Ladung/Masse fiir Projektil Zp e/Mp, fiir Targetkern Zr e/ Mr
Epot

i
Zp ; ~25 MeV
|
: Streupotential:
; E, =55 MeV
i ——— 1 ZpZpe?
: -1 Byt (r) = —
i d pip~ 40 fm Areg T
|
i
i
|
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£ " Zusatz-Bemerkungen

o Divergenz von dog /df2 fiir kleine § nur mathematisch. Ist b vergleichbar mit Atomdurchmes-
ser: Kernladung zunehmend abgeschirmt durch Elektronen. Im Grenzfall b > Atomradius
geht die streuende Ladung Zy e — 0. Damit bleibt dog/d€) auch bei kleinen 6 endlich.

¢ Bei a-Energien > 20 MeV (fiir Z > 82) wird dpnin < Rkern. Zusitzlich zu den elektrosta-
tischen Kriften treten dann kurzreichweitige Kernkrifte auf, die zu einer Verdnderung der
Ablenkfunktion € (b) fithren. Insbesondere kann das a-Teilchen vom Kern absorbiert werden.
Dies fithrt zu einer drastischen Reduktion von dog /df) gegeniiber der Rutherfordstreuung.

do., . /dQ
do 4 _ A Exp T
log(ﬁ ZT—'?Q (An) dUR 4O
i 8 —180° 1 « Z1 =79 (Au)
: E > 30 MeV
— |
: = O
T T T = E.p[MeV] G'kl-]t
b
LU s ey d i ~Rg ~7 fm

Aus der Abweichung der gemessenen Streuverteilung kann der Radius Ry des Atomkerns
abgeschitzt werden. Man erhilt daraus, dass die Nukleonen den Kern mit einer konstanten
Dichte austfiillen. Es gilt:

RK ~ T(]AI/ 3
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Und Wellencharakter der Teilchen spielt bei diesen
Energien und Abstdnden noch keine Rolle!

o

o de-Broglie-Wellenléinge des o-Teilchens

h
A=— w6 fm (5.5 MeV a-Energie) < Kerndurchmesser € Atomdurchmesser
m
> Das a-Teilchen ist ein gut lokalisiertes Wellenpaket, die klassische Bahn® ist eine sinn-
volle Vorstellung. Fin reines 1/r-Potential liefert in jedem Fall fiir klassische und quantenme-
chanische Behandlung das gleiche Resultat (sonst wére Behandlung mit Schrodingergleichung
notwendig).
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GROSSENVERHALTNISSE

o

PROTONEN SIND 100000x KLEINER
ALS ATOME (1911)

Atomkern : Atomhiille

= Knopf : Innenstadt , ‘%%

QUARKS, LEPTONEN SIND MIND. 10000x KLEINER
ALS PROTONEN (1998)

Quark : Atomhiille

< Knopf : Erde €®/
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Herleitung Beziehung zwischen
Streuwinkel und Impaktparameter

o

1. Streuwinkel 0 hangt vom Impaktparameter b ab

ﬂ 2. F1=Fsing (1); ; F)=F cosp(2%)F = % (3);

r variiert wihrend der W(Integrieren iber die Zeit, um 0 zu
bekommen)

3, Drehimpulserhaltung (Radialkratt, dh F'x7 = Frsing= 0);

A: mupb =
: ") :?’l: i{, (4)

> [=TXxJin .
PR B, mugr = (v =¢r) = mer
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Herleitung Beziehung zwischen
Streuwinkel und Impaktparameter

* U

4. Senkrechtbewegung: F = m9L=[(1) + (3)]=122=; 2Z¢e”_sinp (5)

Ameqrs

(4) in (5) : mit k = 2Z¢” 1nd integrieren tiber die Zeit:

dmreg

to d'UJ_ k C I E’.E
J';A Sdt = "wDbfA sin ¢ FEdt (6)
A bei-occ:v,; =0, o= 0

C bei + oc:v = v (Energieerhaltung)

g sin &

Aus (6): [, dv| — ﬁob f;_g sin edy (7)

oder vgsinf— mﬁob(l—l—cos 2) (8)

S :cot.% (9)

sing

Aus (8) + (9):

_ _E g
b = ma cot 35

(= Beziehung zwischen Impaktparameter und 6 durch [ Fdt.)
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Zum Mitnehmen

o

Atomgrofe aus Réntgenbeugung: ca. 1 A (Angstrom=10-1m)

Dies bedeutet, dass Quanteneffekte eine Rolle spielen, da

mit Ap=p=mv und Ax=x gilt: (v/c20.01 fiir Elektronen in Atomen)
Ap.Ax = 10-3%g 3.10m 10-1°m = 10-34 Js ist vergleichbar

mit der Planck Konstante h=10-34 Js.

Rutherford-Streuung: Kern-Kernstreuung zeigt dass
Kerne SEHR klein sind im Vergleich zu Atomenl!
Kernradius / Atomradius = Erbse / Kélner Dom

April 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer
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Vorlesung 3: Das Photon

o

Roter Faden:

Eigenschaften des Photons

Photoeffekt } VL3
Comptonstreuung

Gravitation } _>VL4
Plancksche Temperaturstrahlung

Folien auf dem Web:
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~deboer/

Teilweise benutzte Skripte:

http://www.physi.uni-heidelberg.de/~specht/

http://www.wmi.badw-muenchen.de/E23/lehre/skript/
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Eigenschaften des Photons

o

Energie hv (h= Plancksche Konstante = 6,6x10™"" Js)

hw _ h

[mpuls p=, =3
(eschwindigkeit c
Ruhemasse 0

Y _F _hw_

Relativistische Masse m=—7= rﬂ E
Eigendrehimpuls (Spin) Lfi=o =

Das Photon ist das Energiequant der elektromagnetischen Wellen,
d.h. Licht hat wie von Einstein postuliert nicht nur Wellencharakter,
sondern auch Teilchencharakter mit den oben angegebenen Eigen-
schaften (Einstein bekam den Nobelpreis fiir den photoelektrischen
Effekt und nicht wie gemeinhin angenommen fiir die Relativitdatstheorie).
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THE ELECTROWM/AGNETIC SPECTRUM
L
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Teilchen-Welle "Dualismus”

o

Photonen beschreiben elektromagnetische Wechselwirkung als
Austauschteilchen der QED (QED=Quantum Electrodynamics = relat.
Quantenfeldtheorie des Elektromagnetismus).

Wie kann man Wellencharakter und Teilchencharakter vereinbaren?

Beispiele I /\/\/\/\/

1. Dipolantenne: unendlich viele Photonen lassen Quantencharakter
verschwinden: “Glattung” der Wellen;
Analogie: kontinuierliche Erzeugung von Wellen in einem Seil =

stehende Wellen
2. Ubergang im Atom: Photon mit Frequenz hv ; __/\,———

Analogie: EINE Schwingung im Seil = "Teilchen’ /

Klassisch nicht zu verstehen, warum £ i/ ot
E=hv UNABHANGIG von der Amplitude nerglepake
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Eigenschaften des Photons

o

Wellencharakter des Lichts bewiesen durch Interferenzen
(Huygens, Young)

Teilchencharakter bewiesen durch

1. Photoeffekt

2. Thompson-, Raleigh- und Comptonstreuung
3. Gravitationseffekte des Photons

4. Plancksche Hohlraumstrahlung

Heute: 1) bis 2)
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Der Photoeffekt

o

Bestrahlt man ein Alkalimetall - das sind Metalle mit nur einem Elektron in
der AuBenhiille - im Vakuum mit ultraviolettem Licht, werden Elektronen
(e-) aus der Metalloberfldche 'herausgeschlagen’. ElektronenfluB bedeutet
aber gemeinhin StromfluB, den man messen kann. Durch Anlegen einer
Gegenspannung -UO kann man den Stromfluss steuern. Man hat
festgestellt, dass die gemessene elektrische Stromstdrke - also die Anzahl
der freigesetzten Elektronen - proportional zur Intensitdt des
eingestrahlten Lichts ist, die Ainetische Energie der Elektronen hingegen
aber nur von der Frequenz des Lichts ab, nicht von der Intensitdt.

Man nennt die Gegenspannung (kann positiv oder negativ sein) auch
Bremsspannung. Das die maximale Bremsspannung -UO nicht von der
Lichtintensitat des einfallenden Lichts abhdngig war, war iberraschend.
Nach der klassischen Physik sollte die Erhdhung der auf die Metallfldche
(Kathode) treffende Lichintensitdt zu einem Anstieg der von einem
Elektron absorbierten Energie fiihren, und damit auch zu einer gréBeren
kinetischen Energie der herausgelésten Elektronen. Dass dies nicht der Fall
war, konnte Einstein so erkldren:
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Erklérung nach Einstein

o

Licht ist nicht kontinuierlich im Raume verteilt, sondern in
winzigen Paketen - den Photonen - quantisiert. Dabei ist die
Energie jedes Photons gemdB der Planck-Formel E = hv, also
Plancksches Wirkungsquantum mal Frequenz. Ein Elektron, das
durch das ultraviolette Licht aus der Metalloberfldache
herausgeschlagen wurde, besitzt genau die Energie eines einzigen
Photons. Wenn man die Lichtintensitat erhoht, so: fallen zwar
mehr Photonen pro Zeit auf die Metalloberfldache, die von einem
Elektron dieser Oberfldche aufgenommene (absorbierte) Energie
erhoht sich jedoch nicht.

Wenn man jetzt die Arbeit, die notwendig ist, um ein Elektron
aus der Metalloberflache herauszulésen, als 'Austrittsarbeit’ W,
bezeichnet, erhdlt man folgenden Zusammenhang:

Einstein Vorhersage
wurde durch Experimente
von Millikan bestdtigt.
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Der Photoeffekt nach Einstein

o

Grundprozess in der Deutung von Finstein (Veroff. 1905, ,Uber einen die Erzeugung und Ver-
wandlung von Licht betreffenden heuristischen Gesichtspunkt”):

-
hv ®
}y ( } By Ubertragung der Gesamtenergie eines Photons
S gllllg el Liesa S
Ey E = hv auf ein gebundenes Elektron mit Bin-
10101 . - f .
:,p dungsenergie —Ep fithrt zu einem freien Elek-
tron mit kinetischer Energie E.
-E 34.—
:

Mehr Intensitdt->
mehr Photonen,

aber Ek unabh. von I, By = hv - by
nur eine Fkt. von Freq.
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Versuche zum Photoeffekt

o

1888 Hallwachs:
Negativ geladenes Elektrometer entladt sich durch Licht,
ein positiv geladenes Elektrometer NICHTI

1) Photoelektronen aus Festkirpern (hist.)

hv

o—
Einstrahlung von Licht lést Photoelektronen aus der Oberfliche
heraus (Hertz 1887, Lenard 1902, Millikan 1916).

7000

Der Millikanversuch (1916)

€ Roéhre
| ﬁ “Primitive” Energiemessung:
| Ist die Spannung U negativ (verzogernd) und so gewéhlt
(U = —Uy), dass die Elektronen gerade gestoppt werden,
u 0 d.h. gerade kein Strom mehr flieft, gilt Fy = [eUy].
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Genauere Photoeffekt-Messungen

o

= ——g L
. @ 4
= 4 PR
= § 1.-'- -l
- = -
—t X ,
= £ (U
hL - ‘

| | Photokathode

Spannung kann sowohl >0 als <O gewdhlt werden:
alle Elektronen werden angesaugt bei U>0 bis I=I
oder abgebremst bei U<O bis I=0. Dann gilt:E,,,=eVU,
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Beobachtung

o

Beobachtung: Kin. Ener‘gie des
4 Photostrom I Elektrons: eU 4 Steicung: h
eU0=Ekin=hV"EB 0 T

Verzogerun Beschleunigung

g steigende
Lichtintensitit
S Kin. Energie>0 fiir y F——
) requenz
T, > U hv-Ez>0, oder ‘Ep q
vGrenzezEB/ h

1. Die notwendige Stoppspannung Uy steigt linear mit der Frequenz v, ist aber unabhingig von
der Lichtintensitét S.

2. Der Photostrom I, d.h. die Zahl der Elektronen, ist proportional zur Lichtintensitéit S.

Typische Zahlenwerte sind z.B. A = 0.63 pm (orange), E, = 2.0 eV, Eg = 0...1 €V, je nach
Material. Die Planck’sche Konstante h lisst sich aus der Steigung h bestimmen, es ergibt sich der

Zahlenwert:
h=6.626-10"*']/s
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Interpretation

o

1) Im Wellenbild
Im klassischen Wellenbild ist dieses Ergebnis villig unversténdlich!

a) Erwartung: E verursacht erzwungene Schwingungen der Elektronen; eine Erhohung von
E misste grofkere Amplituden und damit (bei Abtrennung) grokere kinetische Energien
erzeugen; stattdessen ist nur der Séttigungsstrom von der Feldstirke abhéngig und
gerade nicht E; bzw. Up.

b) Energiebetrachtung;: Lichtstrom sei 1071° W/em? = 10° eV /cm?s. Die Absorption des
Lichtes sei in den ersten 10 Atomlagen = 10"® Atome/em?; der Lichtstrom verteilt sich
also auf 10'® Atome. Erst in 107 5 (1 Jahr) wiirde sich dann im Mittel eine Energie von
1 eV auf 1 Atom ansammeln - eine offensichtlich unsinnige Vorstellung.
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Folgerung aus Einstein's Hypothese

o

Folgerung: Die Energie muss diskontinuierlich auftreten, sie muss sich temporir auf ein
einzelnes Elektron konzentrieren

= radikaler Bruch mit der klassischen Wellenvorstellung

2) Im Teilchenbild

Ein Quant benimmt sich wie ein klassisches Teilchen in einem Stok mit Energie- und Impuls-
erhaltung. Der Impuls wird auf das Elektron und an das Gitter {ibertragen, die Energieerhal-
tung ist iiber Ex = E, — Ep gesichert. Die Intensitit, also die Anzahl der Photoelektronen
ist proportional zur Zahl der Quanten N,:

el =hv— Ep

Strom [ = Zahl der Photoelektronen oc Zahl der Quanten N,

Im Teilchenbild lisst sich also alles ganz zwanglos erkléiren. Es dauerte von 1905 an ein Jahr-
zehnt, bis diese Vorstellung akzeptiert war (1913 ging anlésslich der Empfehlung Einsteins
fiir einen Sitz in der Preussischen Akademie der Wissenschaften ein Brief Planck’s an das
Preussische Erziehungsministerium, worin er schrieb: .. .. ist gelegentlich spekulativ wie bei
der Lichtquantenhypothese ...").
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Anwendung des Photoeffekts

o

Allgemein Lisst sich der Photoeffekt zum qualitativen und quantitativen Nachweis von Licht ver-
wenden. Er wird in vielen technischen Gerdten ausgenutat;

1. Photodioden(Halbleiter ; ortsempfindlich: CCD's (2.B. in Fernsel- oder, zunehmend, Stillbild-

Kameras) CMOS-cameras: Photodioden auf Si-wafer mit
Verstdrker und Adressierung fiir jeden Pixel.

2. Photomultiplier; Empfindlichkeit bis zur Messung einzelner Photonen; exzellente Zeitauflo-

Photomultiplier Tube

J

sung (i Bereich < 107 5J; ===

PPT’M"\ Window

o-

cathode / | Dynodes |
s,

Anode f
i

.
z

Focusing { 1 I l | L
Electrode UED 3 iEe LS HEEYE |
u
Figure 1 Melfer
Power Supply
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Streuprozesse der Photonen

o

Allgemeine Darstellung eines Streuprozesses:
wenn das Photon Teilchencharakter hat,

soll es eine Impulsdnderung erfahren, d.h.
seine Frequenz ("Farbe") dndert.

Man unterscheidet bei Photonen folgende Haupttypen von Streuprozessen:

1. Thompson-Strenung: Streuung von he an einzelnen, als frei zu betrachtenden Elektronen mit
hv < mgc?. Dabei bleibt als (idealisierter Grenzfall) die Photonenenergie gleich, d.h. hy' =
hr. Die Streustrahlung ist koh&rent, d.h. es besteht eine feste Phasenbeziehung zwischen
Streu- und Primérstrahlung.

2. Raulejgh-Streuung Streuung von hr an der Gesamtheit der gebundenen Elektronen, wobei
h-!/ oder & ode | Eindung|- Auch hier ist he' = hv und es herrscht Kohérenz.

3. Compton-Streuung: Streuung an einzelnen, als frei zu betrachtenden Elektronen, aber hw
nicht < mec®. Hier wird he' < hv, und die Streuung ist inkohiirent.

Beachte: Thompson- und Rayleigh-Streuung sind ,klassisch” behandelbar, d.h. mit elektromagneti-
schen Wellen (i kommt nicht vor); Compton-Streuung ist allein mit der Teilchennatur beschreibbar
(h kommt explizit vor).
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Thompson-Streuung (hv sehr klein)

1) Thompson-Streuung

E Voraussetzungen:
A
|

Er 1. hy < m.c?, kein Energie- und Impulsiibertrag

2. hv > Epg, Elektronen sind frei”, am ehesten trifft

dies auf dle Elektronen der jukeren Hiille zu.
hv* (=weiche Raleighstreuung

3 Br 20 weit oberhalb der Resonanz)

Im Wellenbild: Das quasifreie Elektron wird durch das elektrische Feld beschleunigt geméfs

Atom

mel = eliy, sinwt

und strahlt dabei wie ein klassischer Hertz'scher Dipol:

Ausgestrahlter Energiefluss: S.us = S. (pD,pm) (ea) x—E‘

Eingestrahlter Energiefluss:  Sun = 5. x Eéu

Im Teilchenbild: Wirkungsquerschnitt fiir diesen Prozess:

~ Zahl der gestreuten Quanten Sans e
TThompson X . . = o >
Zahl der einfallenden Quanten S,  m?
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Diskussion der Thompson-Streuung

& , e 1 .
. o _ 9 ' _ _ _‘[3 ,
Quantitativ: OThompson = ?rt, mit | re=—7 - —=28-10""cm
mee”  4meg

Die Abkiirzung r. wird als klassischer” Elektronenradius bezeichnet. Vorstellung: Ruheenergie des
Elektrons mec* = Coulomb-Selbstenergie. Diese Vorstellung hat mit der Realitéit allerdings nichts
zu tun; das Elektron ist nach heutigem Kenntnisstand ,punktformig™; die obere experimentelle
Grenze fiir seine Ausdehnung ist etliche Zehnerpotenzen kleiner als r..

Diskussion

1. OThompson = 0.66 - 10~2%cm® = 2/3 barn  (pp-Streung: 80 mb)
2. OThompson iSt unabhingig von der Frequenz bzw. Energie der Strahlung.

3. Fiir das Atom als Ganzes summieren sich die Beitrige der einzelnen Elektronen:
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Winkelverteilung der Thompson-Streuung

o

Winkelverteilung der gestreuten Quanten fiir linear polarisierte Strahlung;

E
straltlt wie
—
Hertz'scher Dipol
1)
]
in der Polarisationsebene!
90° 180°
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Rayleighstreuung

* U

Falls hv vergleichbar wird mit |Ep|, issigt werden. Elek-
tronen mit der Resonanzfrequenz wy erfahren da,rm erzwungene Sr:lmmgungen mlt der Amplitude

Evo

r=Asinwt mit A4 ———
N

Entsprechend der obigen Betrachtung der Streustrahlung o j? = €22 ergibt sich dann

wd
ORayl X . " OThompson
(wd - oﬂ) + $%w?

Grenzfille:
' 1'1

a) hv > Ep, d.h. w > wy (bisher) = 0 x — =const = Thompsonstreuung
o

b) hv € Ep, dh. w € wy (new) =ox— = Rayleighstreuung
Wo
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®

Warum ist der Himmel blau und
Sonnenuntergang rot?

wehite light

directly from
the sun
Blue sky from

H scatsred light

Rayleigh-Streuung regt Atome am
stdarksten an fiir blaues Licht, das
auch wieder emittiert wird.

rolecules scatter
& dust reflects

light from the

stdrksten absorbiert.

kénnen durch Anregungen

Abends wird blaues Licht am
durch Rayleigh-Streuung am

Verunreinigungen nahe der Erde

wunderschone Farben beimischen

shoy near the

sun appears red

blue light l\ /4
scattered
f”” -
light directly

fromm the sun
appears red

sunlight/
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o

Compton-Streuung (reiner Quanteneffekt)
(Thompson und Raleigh-Streuung klassisch)

Compton (1922): Streuexperimente mit Photonen im
Réntgenbereich (20 keV) (E>Bindungsenergie der Elektronen)

I(A)
f | 6-0°
)k-
7\'einf.
I(A)
A 0= 45°
I
I
I
I
' = )
7\’einf.
I(A)
0 | 0=135°
I
I
|
I —— )\4
7\'einf.

K

Gemessen wird: Streuwinkel und
Energie (=hc/\) des gestreuten Photons

Erste Beobachtung:

Aufteilung des Peaks der Streustrahlung bei grofen
Streuwinkeln in zwei getrennte Peaks.

Der konstante, nicht winkelabhiingige Peak
entspricht der schon behandelten Thompson-
Streuung; der zweite, dessen Lage sich mit zuneh-
mendem Winkel zu immer grofkeren Wellenlingen
verschiebt, resultiert aus der Compton-Streuung.
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Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 21




Deutung der “verschobenen” Strahlung

o

[mpulserhaltung:

Energieerhaltung;:

rel. Energiegleichung fiir e~

Wechselwirkung eines Quants mit einem ,freien”
Elektron, d.h. ein elastischer Stof unter Beriick-
sichtigung von Energie- und Impulserhaltung.
Im Gegensatz zum Photoeffekt verschwindet das
Photon nicht, sondern es verliert nur Energie.

ﬁu - _ﬁ:r" -I_ﬁ[’ (1)
mee +hy = E.4+h'  (2)

0 = &pP+mic - EX3)

Relativistisch, da kinetische Energie und
Masse des Elektrons vergleichbar sind!
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Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 22

o

Lésung der E,p-Erhaltungssdtze

rel. Energiegleichung fiir e™: 0

= 0

= = 2
(pu - pv’)

mit
h? (v? + 07 = 2w cosh — (v — y’)g)
hvv' (1 — cos®)

1 (1 - cos®)

. (&
mit v = X W

29 a4 @
c°p; + mg A _ E;

(aus (2))
: : ; 5
¢’ (P —}'3},.*)2 + mgf‘.'{ = {mff’.2 +h(v- u")]
p? =pi+ ) — 2pypy cosf  (Cosinussatz)

2mec*h (v — V')

mec® (v — V')
mee (1 1\ me A-X
h\XN M) RN

mit A’ — A = A

AX = X (1—cosh)

Schlussfolgerung: Peakverschiebung A\ als Fkt. von © wird durch
Energie-Impulserhaltung beschrieben = elektromagn. Strahlung hat
Teilchencharakter bei Energien ab keV Bereich.

April 19, 2005
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Diskussion der Compton-Streuung

o

1. A)X « )., unabhéngig von A, jedoch f-abhéngig.
AX immer >0, X' > X bzw. v’ < v. Die Energiedifferenz geht in das Elektron {iber.
AX enthilt h; der Comptoneffekt ist ein reiner Quanteneffekt.
Das ganze Photon wird an einem Elektron gestreut. Historisch brachte diese Erkenntnis den
endgiiltigen Durchbruch der Quantenhypothese £ = hv.

2. A = 2.43-107"* m entspricht (als Merkregel)

a) der Wellenlinge eines Photons mit hv = m.c*, | Da h/A=hv/c=mc

b) der ,de-Broglie-Wellenlédnge eines Elektrons mit der Geschwindigkeit .

3. Sichtbares Licht: A ~ 400...700nm = AX = 107%\. Dies ist schwer zu beobachten. Bei
Rontgenstrahlung sind die Effekte jedoch (relativ gesehen) viel grofer und daher leicht be-
obachtbar.

Z.B. E=1 keV-> A=124& -> A »/ »=0.8 %
Z.B. E=1 MeV-> 1=0.0124 -> A A/ ,=80%

April 19, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 24

Comptonstreuung dargestellt als Energien

o

. hi Energie des gestreuten Photons:
hv' = o Ellipse mit Exzentrizitdt
14+ = (1 — cosf) die mit Frequenz hv ansteigt
Mec” ] .
‘ } Polardiagram von hv
hv f,"/ hv \N\\
5 (1 = cos) --
By = hy—TeC ;
bt 1+~ (1 - cost) :
- - ' T — CO8 min kin ,—max
=hv-hv Mo e
hv
Sonderfadlle: Wiin = B Zem‘f'aler'
142— Stof:
mee 6=180;
— (P I _ o ( 0 5 .
0=0°= W' =hv B ~0(mter 90°) P ot i By >
- hy fir E, < m.c* (Thompson-Grenzfall)
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o

Relativistische Streuung

Eine genauere Behandlung unter Verwendung der relativistischen Wellenmechanik fihet auf die
Klein-Nishina-Gleichung” (s. Lehrbiicher). Fiir unpolarisierte Strahlung gilt:

)

do, 1,(/\"(v ¥V
d_ﬂ-irf(;) (E'F;—hlﬂ 9)
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o

Zum Mitnehmen

Die elektromagnetische Strahlung hat bei kurzen Wellenldngen
Teilchencharakter, d.h. die Strahlung besteht aus Wellenpakete
die bestimmte Energie und Impuls haben.

Experimentell wurde diese Quantisierung der e.m. Wellen beobachtet
durch:

Photoeffekt

Comptonstreuung

die alle nur verstanden werden kdnnen, wenn die Lichtquanten
oder Photonen eine

Energie hv

Impuls hv/c=h/A

Masse m=E/c?=hv/c2=p/c
besitzen.
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o

Vorlesung 4: Das Photon

Roter Faden:

Eigenschaften des Photons

Photoeffekt _sVL3
Comptonstreuung

Gravitation _>VL4
Plancksche Temperaturstrahlung

Folien auf dem Web:
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~deboer/

Teilweise benutzte Skripte:
http://www.physi.uni-heidelberg.de/~specht/
http://www.wmi.badw-muenchen.de/E23/lehre/skript/
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Gravitationseffekt beim Photon

o

Das Photon hat eine relativistische Masse m = E/c?= hv/c?

und empfindet dementsprechend eine Gravitationskraft,

die sich als Rotverschiebung (oder Blauverschiebung bei "fallendem”
Photon) im Gravitationsfeld bemerkbar macht.

Diese Rotverschiebung wurde im berihmten Experiment von
Pound und Repka (1960) nachgewiesen: durch Gravitation verliert ein
Photon bei der Héhe H nach Newtonscher Mechanik die Energie

mgH = hAv und mit Photonmasse m=hv/c? folgt Av/v=gH/c?

Effekte jedoch sehr klein (Av/vx 10-15 fiir H=45m).
Trick: benutze Méssbauer-Effekt um Frequenzverschiebungen sehr
genau zu messen.

(PS. Korrekte Beschreibung nach der Allgemeinen Relativitdtstheorie
ergibt fiir kleine Av die gleiche Antwort)
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Maossbauer Effekt

o

The Mossbauer effect was discovered in 1958 by R.L.Mdéssbauer. He showed
that nuclear radiation can be emitted and absorbed recoilless if the atoms are
placed in a solid state. For this experiment, also called nuclear resonant
absorption, one needs a radioactive source which decays via an excited state
into the so-called Mossbauer isotope. Depending on the lifetime of the excited
state, the energy of the radiation can be extremely sharp. In the case of the
>Fe isotope the energy uncertaincy, called natural linewidth, is 5x10- eV
compared to the energy of 14.4x103 eV of the radiation. By moving the source
the energy of the radiation increases via the Doppler effect, if the source
moves towards the sample and vice versa. A velocity of 1 mm/s corresponds
to an energy of 50x10-° eV. Absorbtion can only occur, if the spectrum of the
source overlaps with energy levels of the sample. Hence the Mossbauer
spectrum is a picture of the hyperfine interaction of the sample. Several
parameters can be extracted from the spectrum. These parameters can
determine the chemical and magnetical phases of the sample like a
fingerprint.
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Pound-Repka Versuch zur gravitativen
Rotverschiebung der e.m. Strahlung

o

Source Sample Detactor
a
. ' - )
l . . ) = _
| &y e o Fl. ) -
| I .-'-.'_ ) N, '|" / -'_-" - ..
" - '._.-..- -.ﬂ I_.:
A ‘#""" _ E T ] T T |
-r :Em‘H'\'!'j l:—rﬂ'!l_
Dabecion 'S iy A0 oloctrans T IETHTHESON
Crpormelry
Bockacaanng 1
ER T D }

Pound und Repka benutzten die Schdrfe der Mdssbauer Linien

um die sehr kleine Rotverschiebung der Photonen im Gravitationsfeld

(Av/v= 10-15) in 1959 nachzuweisen durch den Abstand zwischen
Quelle und Eisenabsorber bis zu 45 m zu varieren.
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Temperaturstrahlung oder Hohlraumstrahlung
oder Schwarzkérperstrahlung

o

Strahlung eines sogenannten Strahlungsleistung P eines Hohlraumstrahlers als
'Schwarzen Kérpers' ist nichts Funktion von Wellenlénge A (bei Temperatur T=1600 K)
anderes als ein System, das Py

sdmtliche einfallende Strahlung [
absorbieren soll. Am ndhesten ancish
kommt man diesem Idealfall Gesetz | O RWITETH"S'GE““
mit einem Hohlraumstrahler, ~J

der ungefdhr so aussieht: | %

"Schwarzer a
-~ Kirper”
-~

B Q

0
_— "Kkleine" =1600 [K]
i Offnung

J Wellenlinge A

-

[pm ]

Die austretende Strahlung ist unabh. vom Material und hat ein Maximum
bei einer Wellenldnge, das - wie Wilhelm Wien zeigen konnte - bei
2.898[mmK]/T liegt. D.h. je groBer die Temperatur des schwarzer Kdrpers,
desto weiter verschiebt sich das Maximum zu k/eineren Wellenldangen hin.
Das ist das Wiensche Verschiebungsgesetz. Klassisch nicht erkldrbar!
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Rayleigh-Jeans Gesetz

o

Die Spektralverteilungsfunktion ldsst sich nach der klassischen
Thermodynamik relativ einfach berechnen. Als Ergebnis erhalt
man die Gleichung von Rayleigh-Jeans:

8wk, T

- 4
A

k; ist dabei die Boltzmannkonstante. Im vorigen Diagramm ist das als blaue
Kurve dargestellt. Man sieht, dass diese Beziehung nur bei grofien
Wellenldngen halbwegs verniinftig mit der Spektralfunktion lbereinstimmt. Je
kleiner die Wellenlingen werden, desto deutlicher weicht die Rayleigh-
Jeans-Kurve von der 'richtigen' Verteilung ab. Da X im Nenner steht strebt
dieser Wert gegen Unendlich, wenn A\ gegen O geht, was man auch als
'Ultraviolettkatastrofe' bezeichnet hat.
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o

Eigenschaften der Schwarzkoérperstrahlung

Die Charakteristik der Schwarzkérperstrahlung ist
nur von der Temperatur an der Oberflache des

Strahlers abhangig.

Stefan-Boltzmann: Energiedichte ~ T*
Wien: A T =const=2,898 10° mK.
Plancksche Intensititsverteilung:

Infra-red

_2000K

diated at each wavelength

— — Peak Wavelength

/\ Intensity curve

for each
temperature

7he 1 u
[AT)=
AS h_(‘ (4
e 1
AR 71 _ 5
Wavelength A [gm)
]
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Das elektromagnetische Spektrum

o

[Hadlo] [Mlcmwa\re] [Infrared] [‘h‘lslble] [Ultraurlolet] [K-ray] [Gamma Ha}f]

Buildings

|

Humans

10° 10° 10° 107
Wavelength in Meters

@ o& 0%

Pinhead  Protozoans Molecules Atoms

100 10"
About the size of ..

#

Atomic Nuclei
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Aus Planck’'s Nobelpreis Rede

Eventually after some weeks of the hardest work of my life,
light entered the darkness, and a new inconceivable perspective
opened up before me. ...

Because [a constant in the radiation law] represents the product
of enerqy and time ... I described it as the elementary gquantum
of action. ... As long as it was looked on as infinitely small ...
everything was fine; but in the general case, however, a gap
opened wide somewhere or other, which became more striking
the weaker and faster the vibrations considered. Either the
quantum of action was a fictional gquantity, then the whole
deduction of the radiation law was essentially an illusion or the
derivation of the radiation law was based on a sound physical
conception. In this case the gquantum of action must play a
fundamental role in physics, and here was something completely
new, never heard of before, .. My futile attempts to put the
elementary gquantum of action into the classical theory continued
for a number of years and they cost me a great deal of effort.
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Temperaturstrahlung eines schwarzen Kérpers
("Hohlraumstrahlun™)

1

Schwarzer Strahler = Hohlraum, bei dem sich die emittierte
Strahlung im thermischen Gleichgewicht mit seinen Wanden befindet.

Haohlraum
—— - SpERfTD -
———— a1 meter

Strahlung
warmebad Temperatur T | Energie E(W,T)

Energiedichltes
TALAR)

Spektrometer miit Wellenlange un Strahlungsintesitat unter Winkel 6.

Strahlungenergie im Freguenzsbereich|ir, 1 4-dr]
Volumen

Energiedichte u (v, T) =

Strahlungsletstung( £ )
Flaeche u. Roumwinkel

2P (v, T)dr = Strahlungsflussdichte =
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Berechnung der Strahlungsflussdichte
( =Leistung/(Fldche u. Raumwinkel) )

o

mit B =u(y,T)dv —Energie Pro Volumeneinheit wnd cAtA cosh —Volumen der ausgesandten
\-—V—J \— —
Strahlung unter einem Winkel in einer Zeit At, d.h. die pro Frequenzinterval dv ahgestrahlte Energie

/d y=density x Volumen=u(y ,T) cAt A cos
(Faktor 2 , weil P pro Polarisationsgrad angegeben wird, Photon mit 2 transversalen Polarisations-

richtungen)
Strahlungsflussdichte/dv=

P0,T)= [ =Ly ) Jeosfdfh = ZulyT) fzwd f cossin b= zu(y, T), wobe
X

DAtdv drd ~ 24n 8
das Integral 7 ergibt, ¢
Acos§
rﬁé
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Plancksche Strahlungsformel

o

¢ P unabhingig vom Material, nur (starke) Fkt. der Temperatur

¢ Planck konnte diese Daten beschreiben , wenn er fiir die Energiedichte folgende Formel annahm:

3
E=u(y, T)dv= ¥ exp(:’;;i)—l’ woraus folgt:

_ hir?
P(,T) dv= § u(v Ty = G ydv

¢ h = Planck-Konstante oder Plancksches Wirkungsquantum, da er annahm,
dass Energieniveaus der Elektronen durch harmonische Oszillatoren
mit Energieniveaus W, = nhy, n=0,1,2,..., beschrieben werden

¢ KM: u(v. T) x v? (Raleigh-Jeans’sches Gesetz, u— ocfiir v — oo (UV-Katastrophe).
Dies wird nicht durch Daten bestatigt, exp-Fk.t in Planckscher Formel verhindert UV-Katastrophe.

Daexpx=1 —|— —|— —|— + gilt bei kleinen Frequenzen P oc—rocrf unabhéingig von h.

Schlussfolgerung: Bei kleinen Frequenzen und /oder einer hohen Temperatur
geht das Plancksche Strahlungsgesetz in das Raleigh-Jeans sche-Gesetz iiber,

daher die Quanteneffekte verschwinden.
|
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Die Plancksche Strahlungsformel als Funktion
von Frequenz oder Wellenldnge

\ /1=6.6260755 10°[J 5]

[£]

-5 -sterad - Hz ]
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Temperatur unseres Universum aus
der kosmischen Hintergrundstrahlung

o

Wavelength [mm]
1

0.67 0.5
L] 1 I 1
Lo FIRAS data with 4000 errorbars |
e 2.725 K Blackbody
=
= 9r Universum ist -
= der perfekte
£ 2001 Schwarzkaorper-
= Strahler
Z 100} -
o0 L 1 1
0 5 10 15 20

V [lem] Wellenzahl v=c/A=1/A fiir c=1

T =2.728 + 0.004 K = Dichte der Photonen 412 pro cm?
Wellenléinge der Photonen ca. 1,5 mm, so dichteste Packung
ca. (10 mm / 1.5 mm)3 = ca. 300/cm?, so 400 sind viele Photonen/cm3
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Frage:
Wie konnte man sonst die Temperatur des Universums
ausserhalb den Himmelskérpern bestimmen?
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Plancksche Formel eines schwarzen Strahlers

Im Einheitsvolumen und dem Frequenzintervall (e, 2 4+ der) sind

S TErs I

n. (v)dey = = o 1

(5.3)

Photonen der Energie hrr enthalten. Zur Herleitung dieser Formel sei
auf die Thermodynamik und OQuantenmechanik verwiecsen. Gegen Ende
des 19, Jahrhhnderts brauchte man dazu iibrigens 40 Jahre. Erstaun-
licherweise hiingt Plancks Formel von lediglich einer Variablen, der
Temperatur I' ab. Der Peak des Energicspelktrums von Photonen im
thermischen Gleichgewicht liegt bei

Vnaw 7= 6 % 10197, (5.4)

wenn » in Hertz und T in Kelvin gegeben sind.

Die Gesamtzahl der Photonen im Einheitsvolumen., die Anzahldichte
N, ist megeben durch

) = | 2 RT3 L
N, = ‘/D . (e e == 1‘2{}2§ ch) . (5.5)

Da jedes Photon der Frequenz i die Energie hes trigt, ist die Gesam-
tenergiedichte der Strahlung durch das Stefan-Boltzmann- Gesetz

e, = ‘/‘; hen  (v)dy = — ——— = al™ (5.6)
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Temperaturentwicklung des Universums

o

Zu Beginn des Universums herrschte enorme Hitze und Druck in einem
sehr kleinen Ranmvolumen. Die Energiedichte im Universum wurde
hauptséchlich durch Strahlung bereitgestellt, weshalb man von strah-
lungsdomanierter Ara spricht. Weil die Temperatur zu hoch war, konn-
ten sich noch keine Atome oder Atomkerne formen. Lediglich deren
Bausteine - freie Elektronen, Protonen, Nentronen und einige instabile
Teilchen mit ihren Antiteilchen — konnten iiherleben. Sie kollidierten
mit nahezu Lichtgeschwindigkeit standig untereinander und tansch-
ten sowohl mit ihresgleichen, als auch mit den Photonen Energie und
Drehmoment ans. Es kann also angenommen werden, dali die Energie
oleichméfiig unter ihnen verteilt war, Ein thermizches Gleichgewicht
hatte sich eingestellt, die Photonen stellten einen schwarzen Kirper,
wie er 1900 von Maz Planck hergeleitet wurde, dar.
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Entstehung der Kosmischen Hintergrundstrahlung
Cosmic Microwave Background (CMB))

o

e Bis 300000 Jahre nach dem Urknall:

- (Thomson-)Streuung der Photonen v.a. an freien Elektronen
(undurchsichtiges Universum)

- Universum kihlt sich weiter ab: Rekombination zu Wasserstoff
=> weniger freie Elektronen
=> mittlere freie Wegladnge der Photonen wachst

e Ca. 300000 Jahre nach dem Urknall wird das Universum
transparent flr Licht (Entkopplung der Photonen von der
Materie)
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Nach Rekombination ‘FREE STREAMING’ der Photonen

Last Scattering Epoch
As the Universs expands and cools, protons and elecirons combing to form

hydrogen (the most abundant element). And belium nuclei combine with Asthe Universe cooled, the fiee electrons and protons could finally bond togther to
elecirons to form helium atoms. This process is called recombination.

form hydrogen atoms. At the same time, the Universs went from a rich plasma to
a gas of neutral hydrogen.

O
® o @ O eleciron

O..O.

. ©

P o @ o. O. $§ belium nuclei

0]
¢
@ @ @ %0 %0 o0
@ @ hydrogen atom
hydrogen plasma atornic hydrogen
@ @ @ @ holium atom In a plasma, the mean free path of a photon is very short. In a gas of atomic

hydrogen, the mean free path is very long, as long as the size of the Universs.
@ Thus, the transition from the early plasma to atomic hydrogen is the epoch

of last scattering, the point in time when the photons became free to trave] without
hindrance.
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Strahlung im Universum

old galaxies

Idest galaxles

—
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Temperaturentwicklung des Universums

o

=
24 b %
& =
= TOE i &
S a3
£ 10°%C GUT — SU(3)xSU(2)xU(1) 10 " &
28 16 =
10 10 =
10% 1103
2 10
10 110
19 110 7
10, ACCELERATORS 3
10 Electroweak —»= SU(3)xU(1)7 10
13 ~10 '
10
1010 Nucleo-synthesis  — 10 e
7 410 °
10 Atoms+3K &
* Galaxies| 10
10 1041
1 —]
10
0% 10* 10% 10" 10° 107 10"
(3" (1yr) (10"yn)
Time (s) —»=
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£ ' Wiensches Verschiebungsgesetz
Durch Differenzieren der Plank’schen Verteilung:
T
= ronst.
Fmax
Wien'sches

(im Griinen)

Mmax + T = const =29 lﬂl"—%[m K]

Verschiebungsgesetz

Beispiel: Oberflichentemperatur der Sonne etwa 5500 K, zugehorige Wellenlinge A, 530 nm

April 21, 2005
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Stefan-Boltzmann Gesetz

o

Integral iber die gesamte Strahlungsdichte, 8 = 25 P(v, T)dv = 255, T4= GT,

S = kT? Stefan-Boltzmann

Thermodynamisch ist S oc T* streng ohne Quantenhypothese begriindbar (vor Planck!),

aber: k enthilt i = erst durch Planck gelost
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Farbe und Helligkeit L der Sterne starke
Fkt. der Temperatur: vecT und LocT#

Helligkeit im Bild prop. Zur Fldche

» Beteigeuze B Betaigeure

Blaufilter Kein Filter Rotfilter

Durch Verschiebungsgesetz sind die Helligkeiten der Sterne
eine starke Funktion der Farbe! Brauche mehrere Filter um
Abstand zu bestimmen.
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Herleitung der Planckschen
Strahlungsformel nach Einstein

Planck erkldrte seine Formel durch die Annahme das Atome
sich verhalten wie harmonische Oszillatoren, die nur diskrete
Energiewerte E=nhv annehmen kdnnen und bei diesen Energien
Strahlung absorbieren und emittieren.

o

Einstein konnte in 1917, nach der Entdeckung der Photonen
und die Quantisierung der Energieniveaus der Atome die
Plancksche Strahlungsformel relativ einfach herleiten.

Es gibt folgende Maglichkeiten fiir die :

a) Spontane Emission nach einem niedrigen Niveau unter
Aussendung eines Photons (unabh. von Strahlungsdichte)
b) Absorption eines Photons (< Photonendichte)
und Ubergang nach einem héheren Niveau
¢) Induzierte Emission (c Photonendichte)
und Ubergang nach einem héheren Niveau
Nur nach dieser Verkniipfung von Photoeffekt, Comptonstreuung,
Bohrsche Atommodel und Plancksche Strahlungsformel
wurde Plancks Quantenhypothese akzeptiert. Er gilt als
6rinder der Quantenmechanik.
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_ Bildliche Darstellung der mdglichen
Ubergangen bei Schwarzkérperstrahlung

o

spontane Emission

angeregtes El=kiran
9 .
= E. dNEl — ﬁglwgdt

l Phiatan
AN A . .
© N;, N, sind die
E, — E; Besetzungszahlen
Absorption

angeregtes Elekiron dN'_lZ: B]_Zu(-”) Ng(’-‘.itg

—E. —L —EF, —
3 u() = Dichte der Photonen;
Phaton
AN AN AN o Elektron . .
7@ Sekon —E. | A,,, B,,, B, sind die
induzierte Emission Einsteinkoeffizienten
anga-eghes Elzkoran
Pharen &)
2 F'hl:ﬂ‘.GFEI'II mi: g icher
E =ktron E1 o E1 Praae und ‘W=l 2nlanae
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Herleitung der Planckschen Streuformel nach Einstein

Induzierte Emission: dN;;= Bo; u(r)Nodt

Spontane Emission: dNy; = A, Nodt (unabhéingig von der Dichte der Photonen)

Im thermischen Gleichgewicht: dNio= dNz; oder 2= Bl (1)

Im thermischen Gleichgewicht sind die Besetzungszahlen
—E
auch durch die Boltzmann-Statistik gegeben: 22— exp(7t) (2)

N T axp(GER)
Aus (1) + (2) = (3):

— Az
= o0— e o
‘ u(p) Byg exp(pr—Bai)

Randbedingungen:

e T— oo ergibt u(r) — oc. Nach (3) kann u(r) nur sowerden

o Bei kleinen Frequenzen : u(v) = 54 kT (RJ-Gesetz), dann gilt:
'l.l(il'/) = ;i;g s g_ﬂ — Sarchps (4)

Aus (3) und (4) :

__ Bwhi” 1
‘u(rt)— S exp(EE)—1
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Zum Mitnehmen

Planck postulierte in 1900 die Quantisierung der elektrom.
Strahlung um die Spektralverteilung der Strahlung eines Schwarzen
Korpers zu erkldren. Damit war die Quantenmechanik gebohren.

18 J. spdter lieferte Einstein die Herleitung der Planckschen
Strahlungsformel in der Form von Absorption und Emission von
Photone

Da Photonen Energie besitzen, haben sie nach E=mc2=hv eine
Masse, die im Pound-Repka Versuch als Rotverschiebung im
Gravitationsfeld beobachtet wurde.
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Bose Boltzmann Fermi
Teilchen ununterscheidbar unterscheidbar ununterscheidbar
Spin ganzzahlig (0,1,2,...) - halbzahlig [,]j, Ti .
Eigenfunktionen symmetrisch - antisvmmetrisch
alitatives Verhalte besetzen bevorzugt Pauli-Prinzip: besetzen
qualitatives Verhaiten gleiche Zustinde ) nie gleiche Zustinde
1 1 1
P(E) T
ela E/KT) 1 ela E/kT) ela E/kT) -1
1 E 1
tibliche Schreibweise _— — _—
ela+ EfRT) _ ¢ Ae kT o E - Ep)/kT F1
Photonengas Entartetes
(Plancksches Gesetz) S rer iy (e Elektronengas
Beispiele l"‘llu.n‘u.)utrugala-a bei jeder Tem- in Festkirper-,
f‘lu.sa-ugvls-a H(rlhlum peratur Atom-, Kern-
Bose-Einstein- und Astrophysik
Kondensat
April 21, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer

Vorlesung 5:

Roter Faden:

Elektron als Welle
Heisenbergsche Unsicherheitsrelation

(Elektron: griechisch fiir Bernstein, das durch
Reibung elektrostatisch aufgeladen wurde)

Folien auf dem Web:
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~deboer/

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer




Erzeugung von Elektronen

o

a) Thermische Emission aus Festkorperoberflachen

Metall - auf hohe T aufheizen - frei bewegliche Elektronen erhalten
hohe kinetische Energie - Uberwinden Austrittsarbeit W, -
Glihemmission.

Elektrisches Feld - Elektronen gehen zu positiver Anode.
Richardson Gesetz:  js = A.T*. e ¢U4iT
Konstante A materialbahangig.

Fur hohe Stromdichten Materialien mit niederer W , aber sollen hohe
Temperaturen aushalten; z.B.: W, Ba, Cs-Verbindungen.

Anwendung: Elektronenréhren, Fernsehréhren, Senderéhren

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 2

Erzeugung von Elektronen

o

Gliihemissionskathoden 2 e Anode
(a) Schematische e ...:::::f'_'_:l__ A
Anordnung zur Messung U| &} - lgf===mn=mmmmeocna

des Emissionsstroms und
Definition der

Siittigungsstromdichte; - |‘ g U,
(b) technische U i | -

Ausfiihrungsformen von
Gliihkathoden: o) b)

Haarnadelkathode p) Wﬂlm?géh?‘%%”m' LQ_Q_QQ)_
durch eine Heitzwendel / Fetd =
gf‘].lf‘iZtE‘S e A |4 &
Kathodenrshrchen y) 00000000

durch B)

Elektronenbombardement
geheizte Kathode mit
fokussierender Oberfliche

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 3




o

Erzeugung von Elektronen

Austrittsarbeiten W, = e- U, und Stromdichte-
Emissions-Koeffizienten A einiger gebriuchlicher Gliihka-
thodenmaterialien

Materic

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer

o

Erzeugung von Elektronen

b) Feldemission

Kathode - feine Spitze. Hohe Spannung zwischen Anode uund
Kathode (E - 10! V/m) - Elektronen treten aus ("Tunneleffekt”).

c) Photoeffekt an Metalloberflachen

Oberflache eines Metalls wird mit UV-Licht bestrahlt — Elektronen
treten aus ("aullerer Photoeffekt”).

Wi = h.v—W, (Einstein)

d) Sekundaremission aus Festkorperoberflachen

Beschul} von Festkérper mit schnellen Elektronen oder lonen -
Sekundarelektronen

Sekundérelektronenkoeffizient 1

Hangt ab vom Material, Einfallswinkel ¢ Art, Energie der einfallenden
Teilchen - siehe Tabelle

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer




Sekunddremission

|

|

A" odere” II

' i
I

|

Sekundiremissionskoeftizienten » bei der Ener-
gie Wy der auftreffenden Primirelektronen, bei der 5 den
maximalen Wert 7, annimmt

Maeri

Al =10
Erzeugung von Sekundiirelektronen durch Beschuss gmlmﬁ - :._2’8 [
o e . ] _ Na 0,8 300
Festkorperoberfliche mit Elektronen oder Ionen W 1.4 650
KBr 14 1800
LiF 8. 700
Nal 19 1300
MgO-Kristall | 20-25 1500
- MsO-Schicht 5-15 500-1500
“GaP+Cs TN . 2500
April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 6

Photomultiplier:
Photoeffekt plus Sekunddremission

- E u elektrischer Ausgangspuls
a
= T-‘H RN

A
Kathode  Fokussierelektrode el

Prinzip des Sekundirelektronenvervielfachers (Photomultiplier). Die
Anstiegszeit At des Ausgangspulses pro Photon gibt de
Laufzeitverschmierung der Elektronen im Multiplier an. Die Abfallflanke
hingt nur von C_, und R ab.

m..Dynoden = m™ Elektronen

U, =n".e/C,

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 7




o

Erste Experimente mit Elektronen

i - Kathodenstrahlen
st = Elektronen
R

‘ \ S Leucht-
Anade > \/’ schirm

_)

Kathode )|
Ventil

zur \lf Vakuumpumpe

Schematische Darstellung der Anordnung zur Beobachtung der
Kathodenstrahlung auf einem Leuchtschirm. Die Anordnung erméglicht
die Ablenkung der Strahlen durch Magnete.

Gasentladungen ionisieren Gas-> neg. und pos. Teilchen

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 8

o

Erste Experimente mit Elektronen

N Ablenkun&smﬁglichkeit
[| / durch Magnetfeld
. il p| Ionen
IR Sl —— ssas Leucht-
, f schirm
Anode Kathode l
Gasentladung zur Pumpe

Schematische Darstellung der experimentellen Realisierung von
Kanalstrahlung in einer Gasentladung bei durchbohrter Kathode.

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 9




Schlussfolgerung

o

Kanalstrahlen - positive geladene Partikel - lonen
Kathodenstrahlen - negativ geladene Teilchen - Elektronen

Atome bestehen aus negativ geladenen Elektronen + positiv
geladenen Kern.

Positiv geladenen lonen: Atome denen ein oder mehrere Elektronen
fehlen.

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 10

Erste Experimente mit Elektronen

o

Magneﬂgld
Anordnung von : & i : b
J.J.Thompson zur T X X
Bestimmung des K %A X X XN X
Verhiiltnisses e/m der 5 X
Kathodenstrahlung a) |mv¥/r=evB-> .
durch Ablenkung (a) p=eBr meter
im Magnetfeld, (b) im
elektrischen Feld.
- E:pz/Zm:eU
:l—-—|
U R _ Leuchtschirm
e/m=2U/B?r2 (
I s
\x__
b) A B, B, + " Ablenkplatten

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 11




Bestimmung der Elektronladung

Millikanversuch-Durchfiihrung

OlrGpfchenmethode von Miikan (1910) [
Clrpfchen in Luftim elekischen Feld eines Platenkondensatrs ‘1‘ Ui ot

ﬂ( )-0)g = Ty

: Stokesche Reibungsgesetz

s

Telchenradius , p Dicht des Telchens, o Dichte der Luft

¥y Sinkgeschwindaret (ohne E-Feld) gemessen mit Mikroskop ) : v'u. I
v, Sinkgeschwindgtet (mit E-Feld) gemessen mit Miroskop N e
i % X le
Daraus folgt: Ladungen konnen nur in Vielfachen von e ——————————
alftreten; =1 8021773330)10 ¢ O )
lading e auf,
April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 12

Aus e/m Bestimmung und e-Bestimmung
konnte relat. Massenanstieg bestimmt werden

o

5.2 1901 Kaufmann

entdeckte die relativistische Massenzunahme, die Messung ven %a]s Funktion der Energie ergab ¢

m= = (B= MV == = D=0 = = 1x 09)

0 md UMV
"T

E=me

Beachte: { 1= E—

A=
' md
E und m heide in Einheiten von eV, wenn c=h=1 (iibliche Einheiten),

LEP - Beschleuniger: E = 10066V — = £.= 210°= 0900

Entdeckung der relat. Massenzunahme von Kaufmann
VOR der Relativitdtstheorie in 1905 von Einstein!

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 13




Davisson und Germer: tlektron

3 Streuung an Nickel Kristallen
-
/ - / N Vor
Rekristallisierung
SCATTERING OF 75 VOLT ELECTRONS FROM
A BLOCK OF NICKEL (MANY SMALL CRYSTALS )
e- 1
@ Intensitat unter Nach. .
Streuwinkel © Rekristallisierung
SCATTERING OF 75 VOLT ELECTRONS FROM
SEVERAL LARGE NICKEL CRYSTALS
1. 1. Scattering curves from nickel before and after crystal growth had occurred.
Zufdllige Entdeckung der Bragg-peaks bei
Streuung von Elektronen an Ni-Kristalle
April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 14
. Davisson und Germer: kElekfron

Streuung an Nickel Kristallen

<
Q)
£ _
SN
O o
: P
o
>_io
< M~
u-go.'
3 (@]
0w 2o
o o
Q)C,%
>me£
.‘L’gi\
>
o
Ia)
S}

TI—IE‘. investigation reported in this paper was begun as the result of an
accident which occurred in this laboratory in April 1225. At that time
we were continuing an investigation, first reported in 19212 of the dis-
tribution-in-angle of electrons scattered by a target of ordinary (poly-
crystalline) nickel. During the course of this work a liquid-air bottle exploded
at a time when the target was at a high temperature; the experimental tube
was broken, and the target heavily oxidized by the inrushing air. The oxide
was eventually reduced and a layer of the target removed by wvaporization,

but only after prolonged heating at various high temperatures in hydrogen
and in vacuum.

When the experiments were continued it was found that the distribution-
in-angle of the scattered electrons had been completely changed. Specimen
curves exhibiting this alteration are shown in Fig. 1. These curves are all
for a bombarding potential of 75 volts. The electron beam is incident on
the target from the right, and the intensities of scattering in different
directions are proportional to the vectors from the point of bombardment
to the curves. The upper curves (for different angles of incidence) are
characteristic of the target prior to the accident. They are of the type
described in the note in ““Science’ in 1921, and are similar to curves that have
been obtained for nickel in four or five other experiments. The lower curves—
obtained after the accident—were the first of their sort to be observed. This
marked alteration in the scattering pattern was traced to a re-crystallization
of the target that occurred during the prolonged heating. Before the accident
and in previous experiments we had been bombarding many small crystals,
but in the tests subsequent to the accident we were bombarding only a few
large ones, The actual number was of the order of ten.

It seemed probable from these results that the intensity of scattering
from a single crystal would exhibit a marked dependence on crystal direction,

and we set about at once preparing experiments for an investigation of this
dependence.

April 26, 2005
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o

Einzel und Doppelspalt Beugung von Elektronen

Max. und Min. in der Intensitdtsverteilung
nach Streuung an einem Draht zeigen

Interferenz, d.h. Wellencharakter der Elektronen

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer
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Einzel und Doppelspalt Beugung von Neutronen

o

from cold source

| 048m | S5m N 5m |
0.5m L 1
oplical bench evacualed flight tubes
term
ator sys _ _\L_ Y A BF3 counter
chro™ - ry s l E‘
mon® % 2} 1] — — |
\ f I
% % \ ~one W——————— A —————————
% S5 , . , _ :
entrance slit object slit scanning slit
5; S3 Sg Sy
\
stow neulron beam 120°quartz prism

absorbing
glass edges
,

AN

Experiment mit langsamen Neutronen
(V=200m/s, }“dBNZ nm)

Doppelspalt: 23 pm bzw. 22 pm breit
104 um Abstand

Beugungswinkel ~ 50 prad (~10%)

neufrons

A. Zeilinger et al. Rev. Mod. Phys. 60, p.1067 (1988)

Horizontal section through the double slit.

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer
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Einzel und Doppelspalt Beugung von Neutronen

o

5000 5000

Einzelspalt f Doppelspalt

X 4000 -

| /| 2
i \/\

Q

(=3

o
o

2000 - 2000 -

| kao/ﬂ”“\

SCANNING SLIT POSITION
SCANNING SLIT POSITION

INTENSITY (Neutrons /125min)

S
S
S

INTENSITY (Neutrons/192min)
S
S
S

Durchgezogene Linie: Vorhersage der (linearen) Quantenmechanik
(unter Beriicksichtigung aller Parameter wie Geometrie,
Geschwindigleitsverteilung etc ...) a. Zeilinger et al. Rev. Mod. Phys. 60, p.1067 (1988)

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 18

De-Broglie Beziehung

o

Photon: E=hv=hc/\ und E2=p2c?+mac*
Daher: fiir m=0 gilt: E=pc=hc/\ oder

p=h/)\ (de Broglie)

Um Interferenzen der Elektronen zu erkldren
postulierte de Broglie das diese Beziehung
auch fiir Teilchen gilt!

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 19




o

Elektronenmikroskop

Benutzt zur Abbildung Elektronen: eU=h.v=h(<)
1 =2 ~ jehoher U umso Kleiner 1.

Auflésung heute bis zu 0.1nm
Nachteile:

In Transmission nur diinne Schichten
Elektronenstrahl hat hohe Energie und hohe Intensitit

Heizt Probe auf!

April 26, 2005

Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer
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o

Elektronenmikroskop

Haarnadelkathode

Elektronen-
quelle

magnetische
Kondensorlinse

magnetische
Objektivlinse

Projlektions-
: I inse

Fluoreszenzschirm

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer
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Realisierung elektrostatischer Linsen

o

-U/2

Energiefilter

~N

Eintrittsspalt Brennebene

Elektrischer Zylinderkondensator als Elektronen-Zylinderlinse mit
Energieselektion. Lage des Spaltbildes hiingt von der Energie e.U, der
eintretenden Elektronen ab — wirkt daher als Energieanalysator. Fiir
Elektronen mit der Energie (m/2)v> = e.U, - muss Spannung U zwischen den
Platten U = 2U, In(R,/R,) sein.

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 22
3 ' Magnetische Linsen
lektronen laufen schrag in ein homogenes Magnetfeld B - siehe Abb
a) B .
- s, 7 Impulsfilter
N ANAYAYAR
= 0
| U U U | Homogenes magnetisches
v 8 ! S, Lingsfeld als Elektronenlinse.
-~y T (a) Darstellung der
Kreisspiralbahn; (b) zur
Definition der rennweite fiir a =
1.1_1 z b=12z/2
it el
-7
b -
Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 23
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Magnetische Linsen

o

R

Mg D F

Fokussierung eines parallelen Ionenstrahls durch ein magnetisches
Sektorfeld.

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 24

Elektronenmikroskop

o

Elaktranensirahl

Probees

~—— o= wohldefinierte
____ Energie=

=y pae wohldefinierte
™= Wellenldnge ->

Einftrittsblarmdea

e hohe Auflésung

Abbildungsebens
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Elektronenmikroskop

“Nervenzeller,
Wy W -

W, Wit #

April 26, 2005
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o

Rastertunnelmikroskop

<

Konstante
Tunnelstrom
durch
Héhenanpassung
->Oberfldachen-
topographie

April 26, 2005
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Rastertunnelmikroskop

o

Wechselwirtkung: (Tunnel-) Strom (bis pA)
— atomare Oberflachentopographie von elektrischen Letern
— elektron. Eigenschaften der Oberflache (* Lettfahigkeit™)

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 28

Rastertunnelmikroskop

o

Manipulation einzelner Atomen mit Tunnelspitze

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 29




Rastertunnelmikroskop

STM: Fhasshirmen in SFM: Bits aufemer SNOB: Domaren n
. Supmleiter HhSe2 magreto-opt. Flatte Fhissizkns tallfilm

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 30

Zusammenfassung

O

Beugung und Interferenz am Spalt, Draht (Fresnel, Mollenstedt) und an Kristallen (Davisson und
Germer ,1927) —Bilder.

De Broglie firderte das “Photonbeziehung” p = % auch fiir Teilchen gilt
- =1
P

o N\_h_ __h 123

(U = Beschleunigungsspannung — E;, = %mvgz el)

| Egin | [8V] ] 10 [ 107 [ 107 | 10° | 10%(=1GeV =mp) |
[ X TIAT]39]12]04]9x1077] 1077 |

—h_ h __ _ 1 27 _ R h .
AHe= Sl {E = MY } = Tor = JanekT wurde bestfitigt

Neutronenbeugung: Interferenz wie bei Rntgenstrahlung (6.13)

Schlussfolgerung: A= % gilt fiir Strahlung UND Materie,
d.h. jede Energieform hat sowohl Teilchen als auch Wellencharakter.
Welcher Charakter iiberwiegt, hiingt vom Frequenzspektrum ab!

Wenn Energien, Orte oder Impulse im Bereich E=hv und A=p/h
Kommen, werden Quanteneffekte wichtig!

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 31




a1

Welle-Teilchen Dualismus

De Broglies Erkldarung fir die Quantisierung der Atomniveaus und die
Interferenzpatrone der Teilchen (Davisson, Germer, Doppelspalt) beweisen
eindeutig den Wellencharakter. Jedoch ist das Elektron auch ein Teilchen
mit wohl definierter Masse und Ladung, das eindeutige Spuren e.g. in
einem Nebelkammer hinterldsst. Wie kann man diese Eigenschaften
vereinen?

Max Born schlug in 1926 vor, dass, wie bei einer elektromagn.
Welle, die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen vorzufinden, gegeben wird
durch die Energiedichte, d.h. das Quadrat der Amplitude der Welle
oder |¥|2dV ist die Wahrscheinlichkeit das Teilchen im Volumen dV
zu finden (und das Integral iiber dV ist natiirlich 1, da das Teilchen
irgendwo sein muss.

Wie ist Bahn des Teilchens mit Fortpflanzung der Welle verkniipft?
Teilchen: Ekin= $mv2 = E = hf, mv = p = h/A.
Die Geschwindigkeit der Welle wire v=Af=(h/mv). (imv2/h) = %v,

d.h. die Welle pflanzt sich nur mit halber Teilchengeschwindigkeit
fort! WAS IST FALSCH?

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 32

©

De Broglie Wellen

Wiederholung: Ebene, monochromatische Welle in x-Richtung:

v (x,t) = Ae'¥, = kr — wt = Phase

Die vorkommenden Grifen

E:hv:hw Kreisfrequenz: w = 27w .
p: h/)\':'ﬁk Wellenzahl L= |f| — ;

sind grundsitzlich unabhiingig voneinander definiert.

Ebene Flichen mit konstanter Phase propagieren mit:

N

k

Uph = WPhasengschuwindigheit”

Zusitzlich wird spéter benditigt werden:

dw P
vy = = | =Gruppengeschwindigkeit”
: dk
T Zuss nhs w=uwl(k idlst. Dispersionsrelation.
Der Zusammenhang w (k)| heist Dispersionsrelation

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 33




o

De Broglie Wellen

0}
o Wenn vy, =const., unabhéingig von w, ist die Welle disper-
sionsfrer; die Dispersionsrelation st linear (Beispiel 1).
, o Wenn vpy = vpn (w), zeigt die Welle Dispersion; die Disper-

1 sionsrelation ist nichtlinear (Beispiel 2). Dies 15t der Nor-
malfall in der Natur.

- k

Dispersionstreie Wellen sind z.B. EM-Wellen in Vakuum. Wellen mit Dispersion sind z.B. Wasser-
wellen, EM-Wellen in Materie, schwingende Pianosaiten und de Broglie-Wellen (mehr dazu s. 2.52).

E2=p?c2+m2c* oder (hw)?= (hk)?c? +m2c*
Fir m=0 dispersionsfrei, sonst hw=mc? fiir k=0

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 34

Lokalisierung eines Teilchens

Wenn ein Elektron ein wohldefinierter Impuls hat, dann hat es auch
eine wohldefinierte Wellenldnge. Die einzigeWellengleichung fiir eine
wohldefinierte Wellenldnage ist yr{x,t) = Asin{kx — ait)

mtk=2mT/L,and w=2 T £

Das Problem: die Amplitude geht nicht gegen Null im Unendlichen,
d.h. das Teilchen ist nicht lokalisiert!

Lésung des Problems: Wellen kdnnen interferieren wenn die Impulse
-und damit die Wellenldngen - NICHT scharf definiert sind.

Dann Teilchen lokalisiert in Wellenpaket. Wenn Teilchen

sehr scharf lokalisiert, muss Unsicherheit in Impuls groB sein.

Dies ist Prinzip der Heisenbergsche Unsicherheitsrelation.

Superposition von ZWEI Wellen ergibt Schwebungen:
sin{{# — At )x — (@ — Ao)t) +sin{{f + Ab)x —(@+ Ao)t) =
2sin{kx — ot ycos((AF)x — (Aa)t)
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o

Superposition von zwei Wellen

A (x,t)
AitA,y=

wobel

und

(Benutze:

Aplcos(kix-wit) + cos(kax - wat)]

= 2Aycos|A kx - Awt]cos(kx -wt),
k = (kitks) 5 Ak = 1 (k- ka)

w = %(w1+w2) A w= %(w 1- w3)

+

€OSU + COSV = 2€08 “5-COS™5 ")

Schwebungen konzentrieren
Energiedichte und daher
Aufenthaltswahrscheinlichkeit
eines Teilchens- >Lokalisierung

= A cos(kx-wt) (klassische Wellengleichung) , k ZQI y W =27V

b Alxt)
Bei festem t=0
xAk=2rn -> Ax Ap=h

‘ ")1\ — X
Y FJ{\ X oder t

A

\ &

Bei festem x=0
Awt=2n1 -> AE At=h

April 26, 2005

Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 36

* U

Superposition unendlich viele Wellen

fk a expli(kx - wt)] dk (1)

ergibt : w = wot T (k ko) Zwy + ' € (3)

(3) 4 (2) in (1) ergibt:

Reihenentwicklung von w um ko mit k = kg + k- ky (2) |
AL m

Re[ Wix,t)]

¥ (z,t) = aexp[-i(wot — k)] fﬁkexp [~1(w't — x)éd¢
= aexpli(wot — koX)| - gainlet-2)Ak

(wt—z)

(Ben..ut;:e : f_&ﬁm exp(—taz)dr = —% lexp(—talz) - exp(raAz)]

9 sinaAz
“ a

April 26, 2005
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Geschwindigkeit der Wellenpakete

o

Wellenpakete st ark lokalisiert im Bereich x = ' t: Maximun bewegt sich mit der Geschwindigheit

e 0_ ﬁﬁ'; P
W= & oom VTeilchens

D.Jy die Gruppengeschwindigkeit des Wellenpaketes
cntspicht der Techengeschwindighelt vy= 2
die Welle sehst pflanzt sich mit Phaseugeﬂchwmdlgl{m = ot

. « e g . dw__ dE__ dy/pi4m?
(Gilt auch relativistisch: ' = = dp — =
1

1
=5(p*+m*) P 2p=E= 8= 7).

..\Downloads\GroupVelocity.htm
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Heisenbergsche Unschadrferelation

Ir(x) Nw fiir feste zeit , z.B. t = 0:
Dttsunsmherhmt = Abstand zwischen Minima, d.h. :
—*T} —oder mit p =fi-k = %

j‘k

U

| AxAp>h |

ﬂquivaleut: W(t) ~sinwtAk fiir einen festen Ort, z.B. x = 0,
d.h. w'tdk = tAw ergibt mit E = fiw wie oben :

[AE A7 =h |

Die Physik dahinter: Um den Ort zu bestimmen , muss man das Objekt “sehen” , d.h. mit
Photonen bestrahlen. Dies fiihrt jedoch zu einer merklichen Impulsinderung durch den “Pho-
tonendruck”, wodurch sich das Objekt weghewegt, wenn es sehr klein ist. Eine Ortsunscharfe
ist bei gegebenem Impuls die Folge. Um die Energie zu bestimmen, braucht man eine gewisse
Zeit, d.h., dass sich zum Beispiel bei einer sehr kurzen Lebensdauer 7 die Energie und damit
die Masse eines Teilchens nur mit eine Prazision der Ordung von A E = gbeetimmen lakt.

http://www.itkp.uni-bonn.de/~metsch/pdm/pdmguant.html
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Heisenbergsche Unschadrferelation

o

klassische
Bahn

Unscharfebereich
bei Messung zur

AX(O) =" _ . ;
7] (v + Aw) Zeit t

—

t

Unbestimmtheitsgrenze der Teilchenbahn durch die Unschiirfe Ax,
Ap der Anfangsbedingungen und durch die Unschiirfe bei der
Messung des jeweiligen Teilchenortes und des Zeitpunktes der
Messung.

Jede Messung von x und p dndern den Zustand des Mikroteilchens

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer
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Zum Mitnehmen

o

Teilchen mit Impuls p benehmen sich bei kleinen
Abstdnden wie Wellen.

Wellen mit Wellenldnge . benehmen sich bei kleinen
Abstdnden wie Teilchen.

Zusammenhang zwischen Wellenldnge und Impuls:
A=h/p (de Broglie)

Man kann nicht beliebig genau ORT und IMPULS
bestimmen:

AxAp2h. (Heisenberg)

Gleiche gilt fir ENERGIE und ZEIT.

April 26, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer
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o

Vorlesung 6:

Roter Faden:

Heisenbergsche Unsicherheitsrelation
Messungen in der Quantenmechanik

Folien auf dem Web:
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe .de/~deboer/

April 28, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 1

Lokalisierung eines Teilchens

Wenn ein Elektron ein wohldefinierter Impuls hat, dann hat es auch
eine wohldefinierte Wellenldnge. Die einzigeWellengleichung fiir eine
wohldefinierte Wellenldnage ist yr{x,t) = Asin{kx — ait)

mt k=2 T/LA,and w22 T £

Das Problem: die Amplitude geht nicht gegen Null im Unendlichen,
d.h. das Teilchen ist nicht lokalisiert!

Lésung des Problems: Wellen kdnnen interferieren wenn die Impulse
-und damit die Wellenlangen -NICHT scharf definiert sind.
Dann Teilchen lokalisiert in Wellenpaket. Wenn Teilchen
sehr scharf lokalisiert, muss Unsicherheit in Impuls grofsein.
Dies ist Prinzip der Heisenbergsche Unsicherheitsrelation.

Superposition von ZWEI Wellen ergibt Schwebungen:
sin{{# — At )x — (@ — Ao)t) +sin{{f + Ab)x —(@+ Ao)t) =
2sin{kx — ot ycos((AF)x — (Aa)t)

April 28, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 2




Superposition von zwei Wellen

o

A (x,t) = A cos(kx-wt) (klassische Wellengleichung) , k ZQI y W =27V
Ai+Ar= Ap|cos(kix-wit) + cos(kax - wot)] ’ Al t]

Bei festem 10
xAk2 © -> Ax Aph

= 2Aycos|A kx - Awt]cos(kx -wt),

wobei k = (kitks) 5 Ak = 1 (k- ka)

und w = %(wl—l—wg) A w= %(w 1- wa) ') ¢

[ \
Y FJ{\ X oder t

+

(Benutze: cosu + cosv = 2cos “57cos 5)

Schwebungen konzentrieren
Energiedichte und daher :
Aufenthaltswahrscheinlichkeit Bei festem x@

eines Teilchens- >Lokalisierung Awt2 m -> AE Ath

A
v

April 28, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 3

Superposition unendlich viele Wellen

* U

ko+Ak Fouriertrafo Re[¥ix.t)]
U(x,t) = [, @ explifkoc- wt)] dk (1) | von @rs- zu
‘ Impulsraum
fir tB

Reihenentwicklung von w um ko mit k = kg + k- kg (2)
LA i

ergibt : w = wot %(k - ko) Zwop + W' £ (3)

(3) 4 (2) in (1) ergibt:

¥ (z,t) = aexp[-i(wot — k)] fﬁkexp [~1(w't — x)éd¢
= aexpli(wot — koX)| - gainlet-2)Ak

(wt—z)

(Ben.rut;:e : f_&ﬁm exp(—taz)dr = _i lexp(—iaAt) — exp(iaA) gsinmﬁm)

1}

April 28, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 4




o

Unschdrfe der Unscharferelation

Viele Biicher ergeben: Ax Ap > h statt h.
Wo liegt der Unterschied?

Bei einem gaussformigen Wellenpaket wird

die Unschdrfe MINIMAL (mathematisch zu beweisen)
aber wie grof ist die Unschdrfe?

Ein Standardabweichung oder Ort wo Wahrscheinlichkeit
auf 1//e gefallen ist oder ..? Unscharfe ist unscharf
definiert!

T
(x.0) = ugexps —
Ax=Abstand zwischen u(e,0) = o e\p{ DETQ}
Beugungsminima-> x=b/2 ->u?=1/Je
Ax Ap 2 h Ax=b->Ax Ap 2> h
April 28, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 5

1

Superposition Gaussche Wellenpakete

A(k) exp {i(k;r—;ut]} mit beliebigen Amplituden A(k) addieren, und man erhélt eine allgemeine Lésung

der Wellengleichung N

u(xz,t) :/ A(k) exp {-i(k;r—wt)} dk.

&

Die Losung der Anfangswertaufgabe der Wellengleichung bei gegebenem u(x,0) findet man daraus mit
Hilfe der Fourier-Transformation é(z — y) = % f_lx exp {ik(;r - y)} dk

o0 o0
u(x,0) = / A(k)exp{ikz}dk mit A(k)= % u(z,0) exp{ —ikz} dz.

o0 - i —
o Gilt speziell w = vk mit v unabhéngig von k, so erhélt man durch Einsetzen u(z,t) = u(x —vt,0).

o Liegt als Anfangsbedingung eine Gauss-Kurve vor

0) N st A(y=22 [ ” eld b B
u(z,0) = ugexp {_E} soist A(k)= 7 N exp {—@—a ..1} dx = ug \;Gr:xp {—? }
ebenfalls eine Gauss-Kurve, denn es ist f_xx exp{—pz? + gz} dz = :—J exp {4—;}

April 28, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 6




Superposition Gaussche Wellenpakete

o

Die Fouriertransformierte eines gaussférmigen
Wellenpaket mit Standardabweichung o ergibt
Im Impulsraum wieder einen Gaussform, jedoch
mit Standardabweichung 1/c |

http://www.itkp.uni-bonn.de/~metsch/pdm/pdmquant.html

April 28, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 7

Heisenbergsche Unschadrferelation

o

At

klassische
Bahn
(O Fa ¥ 4
viO) Unscharfebereich
AX(O) =" _ p» bei. Messung zur
T (w+ Av) Zeit t

—

t

Unbestimmtheitsgrenze der Teilchenbahn durch die Unschiirfe Ax,
Ap der Anfangsbedingungen und durch die Unschiirfe bei der
Messung des jeweilicen Teilchenortes und des Zeitpunktes der
Messung.

Jede Messung von x und p dndern den Zustand des Mikroteilchens

April 28, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 8




Beispiel fir Anwendung der Unschdrferelation

o

Z°- Bosonen (neutrale Austauschteilchen der schwachen Wechselwirkung)
werden in der ete™ - Annihilation erzeugt.
Der Wirkungsquerschnitt ist eine Funktion
der Schwerpunktenergie I'; : 0 = M§)£ T (Breit-Wigner-Formel).
Die Breite der Resonanzkurve I' entspricht der Unschérfe der Energie, d.h.

I'=2

Daher kann man aus der Breite die Lebensdauer 7 =~ 10~2s bestimmen.
7 wird durch die Zerfallsméglichkeiten des Z"- Bosons bestimmt .

Das Z°- Boson zerfillt u.a. in unsichtbare (= nicht messbaren) Neutrinos
— 7 = f(N,). Aus der Messung von I folgt : N, = 2,99 1+0,01.

— Es gibt nur drei Familien von Elementateilchen

(falls alle Neutrinos my < =haben).
Ve Yy Vr Hoz
e it T yis

2
‘ Quarks ‘ Leptonen ‘ existiert nicht! ‘

()C)G)

April 28, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 9

Wirkungsquerschnitt ere- > Quarks

£ esonanz
9 versus Schwerpunktsenergie
N E [ w—» . Es gibt nur
3 4or DRET leichte
© Neutrinos!
Und daher
nur DREI
Generationen
von @Qarks
- und Leptonen!
[ €alls alle
s 90 9795 MNeutrinos fast
E_ [GeV] masselos sind)
Peak hdngt von der totalen Breite I'; ab.
I,=h/Lebensdauer F@nzahl der Neutrinos)
Gus Atkebensdauer, [Z= AE und AE Ath )

April 28, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 10




Das Standard Modell der Teilchenphysik

Quarkmassen  __

My .M, 10 F top

10 [ .

=bottom

T 1k ==charm |
n'lq(GEV)

01 F strange -

STABIL

THE EXCHANGE OF PARTICLES IS RESPFONSIBLE FOR THE FORCE

April 28, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer
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Kleine experimentelle Probleme am LEP Beschleuniger:
Einfluss des Mondes und Storungen durch TGV

o

Earth

0
Moon
; L | LI
g . November 11" 1992
g T
<
Vacmum Chamber Current Correlation
0
35 -_ |
I
1 1 | L1 |

200 300 700 100 1300 19:00 2300

300
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Welle — Teilchen Dualismus

o

Jede Welle (Licht, Schall, etc ...) zeigt Teilcheneigenschaften
(Photonen, Phononen etc ...)

Jedes Teilchen (Elektron, Atom etc ... ) zeigt Welleneigenschaften
(deBroglie Wellen, Beugung, Interferenz)

Welle: Wellenldnge, Frequenz, Dispersion
Superposition, Interferenz
Teilchen: Impuls, Energie, Stoss, Klick'

- Wellenpaket

* Heisenberg'sche Unscharferelation

+ Interferenz

* Tunneleffekt, Quantenreflexion

+ Grundzustandsenergie in Potenzial

« Licht: Lichtdruck, Photoeffekt, Comptoneffekt

Materiewellen (nicht relativistisch) werden mit der
Schrodingergleichung beschrieben

April 28, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 13

Die Schrddingergleichung Wellengl. um Aufenthaltswahrscheinlichkeit
@W)Teilchen zu bestimmen. Bedeutung in der @ wie Fma der KM)

o

Die Energie eines Teilchens wird durch die Hamilton-Funktion beschrieben:
H=T+V )= % +V(F)=E
Die Wellengleichung kann nach der QM gefunden werden durch
die Substitutionen:

0 2 2 2
E — ih— . = (9 a0 - (3 & 9
obei _jpv=—in|L, 2 2L 2_ _g2 (9 '

or, W ih h (0;1'" ay’ 8:) und At (6‘;1:2 NET

7 — —thV

~2
Yy

Damit ldsst sich der Hamiltonoperator schreiben als 74 = 5— —+ V7 ()

und diese angewandt auf die Wellenfunktion (ff’ : t) = A eﬁ(ﬁ-F—Et)

ergibt uns die Schrédingergleichung: zhgw (7, t) = Hy (T, 1)
¢

Dies ist die Wellengleichung fiir nicht-relativistische Teilchen der Masse m.

April 28, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 14




Die zeitunabhdngige Schradingergleichung

o

i

Allgemeinere Lasung: ¥ (7\1) = ¢ (7)e #*
1

L0 oy _i — ORir=
Einsetzen: zhatb(?“:t) = ¢(r)ih (—ﬁE>€ RBt = Ew ('T‘,t)

Zeitunabh. Schradingergleichung: Ho (1) = E¢ (T)

Wichtig fiir stationdre Probleme wie Atomel!
verden nur die zeitunabh. SG benutzen!)

April 28, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 15

Linearitdat, Superposition, Interferenz
2-Zustands-System

Quantenmechanik (Schrodingergleichung) ist linear.
Beliebige Uberlagerungen = Superpositionen von Losungen sind

O

gleichwertige Losungen. 1¥) = aie;)
Daher: Ein Quantensystem kann nicht nur in 'Eigenzustdnden’ ;
sondern auch in allen maglichen Superpositionen sein. with

Direkte folge der Superposition: Interferenz

Z|0‘i|2 =1
i

Das einfachste Beispiel um Superpositionen zu studieren isf
2-Zustands-System

Polar‘isgﬁon: .Hor'.izon‘ral, Vertikal : |+45°>=ﬁ(|H>+|V>) Spin: up, down
45 eql::f:(llas:;?;g?i;n of Vand H —45%)= ﬁ(]H)—|V>) ‘T>: “L>
o polarisation: G+>:%(IH )+ir)) Atom: 2 Zustdnde
b e (6 S L)

Doppelspalt: Superposition der Zustdnde

+ Teilchen geht durch Spalt 1 Elinks) ‘L> ‘R>
- + Teilchen geht durch Spalt 2 rechts) ’
Uberlagerung ergibt Interferenz

April 28, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 16
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Messung in Quantenphysik

* Quantenphysik macht keine Aussagen iiber Einzelereignisse
+ Wellenfunktion ¥(x,t) beschreibt das System
- |¥|2 gibt die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis

‘Nur statistische Aussagen

*Nur Aussagen iiber Erwartungswerte

Beispiel: Superposition W)=Y ale)  with Yl =1

Eine Frage die wir an das Quantensystem Stellen kénnen:
Ist das System im Zustand |>

Die Antwort die wir bekommen: Ja oder Nein (O oder 1)
mit Wahrscheinlichkeit |o.|?

‘2

ar _ + _
(P|MIM | ¥)=afa; = |,
] Wie entscheidet die Natur wo und wann ein -
Frage: . . r
Ereignis auftritt
April 28, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 17

o

Quantenmechanik als
statistische Theorie

preparation, state measurement, observable

=P (s

1

000100101100110101001100101110101000100100100110

P(l)zz—z p(0) ~27

49 49
QM sagt nur etwas iiber Wahrscheinlichkeiten aus.
Keine verbindliche Vorhersagen wie in der KM!

April 28, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 18




Messung in Gantenphysik
Prdparation und mehrmalige Messung

o

Ein Quantenexperiment besteht aus:

- Prdparation
- Experiment
* Messung

Diese 3 sind untrennbar miteinander verbunden
Messung =Prdparation

Mehrmalige hintereinander folgende Messung der
gleichen GroBe ergibt das gleiche Resultat.

Erste Messung  |¥)=2alo) ——
1

%) mit P=|a?

. Messun .
Jede weitere Messung o) — > |a)  mit P=I
April 28, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 19

%I Messung und Interferenz

Doppelspalt Experiment

Beugungsbild des Doppel-
spalts

DR AQ

T

* Im Doppelspalt Experiment gilt das Wellenbild (Interferenz).

* Der Nachweis des Teilchens erfolgt im Teilchenbild.

+ Experiment mit einzelnen Teilchen (immer nur ein Teilchen
zwischen Quelle und Detektor)

Frage:
* Was passiert mit der Interferenz wenn wir die Frage nach dem

Weg des Teilchen stellen:
Durch welchen Spalt ist das Teilchen gegangen?

April 28, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 20




Doppelspalt
Experiment mit einzelnen Teilchen

>4

Verteilung der einzelnen

Teilchen folgt Interferenz TN
Bild! )
Interferenzerscheinungen 4
durch Unkenntnis des Weges f
.
>4
April 28,§005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de r | OR. Wefht

Quanten Mechaﬁi k:

l6se die Wellengleichung

\\\

D ﬂ

> T
C

intensity

AN

\@-'

b

D

interference

April

28,0005 /160 physilf/é§/(f5, P/}/yl./ W. dePBo




g Frage nach dem Weg @

Durch welchen Spalt
ist Teilchen gegangen?

April 28,005 Atomphysik SS 05, Prof. W. dejBoer 23

Distribution of particles,
which went through the
upper slit

April|28, 005 t0mphys1k S§Af5 Prof. W. defloer 24




Distribution of particles,
which went through the
lower slit

April28, Atoy{physﬂ/SS 05, P,/of W. defpoer [

)
\

Experimentelle Beobachtung
dndert die Phasenunschérfe
und lédsst die
Interferenzerscheinungen
verschwinden!

Summe

April 28,005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de

ver [ [ 2




o

Was ist eine Messung?

Messung .projeziert' ein Quantensystem aus einer Superposition  |¥)=Y ¢,

in einen 'Eigenzustand' des Messapparates |M,)|o,) .
Kollaps der Wellenfunktion

Mess-Problem:

Eine solche Messung kann in einer linearen Quantenmechanik nicht beschrieben
werden. Die Messoperation fiihrt zu einer Verschrdnkung von zu messendem
System und Messapparat: |¥)|M) —=s > a|e)|M,)

Seit den 20er Jahren heftig diskutiert. Kei;\e Losung die nicht zumindest Input
von auBerhalb der Quantenmechanik bendtigt.

Verschiedensten Losungsansdtze, Interpretationen:

Standard Interpretation (z.B. V. Neumann, Dirac):
Separation von Quanten und Makroskopischer Welt, Messung und Quantenphysik.
Regel der Quantenphysik geben uns die Wahrscheinlichkeiten der Messresultate.
Realitdt' wird erst durch die Beobachtung erzeugt.
Extremfall: Schrédingers Katze:

ohne Messung in superposition von

|lebendig> und |bewusstlos>

April 28, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 27

Schrédingers Katze

Schrodingers Katze ist ein beliebtes Beispiel um ein Phiinomen anschaulich
darzustellen, das in der Quantenmechanik als ,,ﬁberlagerung von Zustinden™
bekannt ist. Und zwar wird bei diesem Gedankenexperimentl eine Katze in eine
undurchsichtige Kiste gesteckt, zusammen mit einer Apparatur, die, gesteuert
durch radioaktiven Zerfall, die Katze innerhalb von einer Stunde mit einer
Wabhrscheinlichkeit von 50% bewusstlos macht. Die Frage ist nun, in welchem
Zustand sich die Katze nach einer gewissen Zeit befindet, wenn man nicht in die
Kiste hineinschaut - analog zur Frage nach dem quantenmechanischen Zustand
eines Systems, solange man keine Messung an ihm vornimmt. Erst wenn man die
Kiste 6ffnet, manifestiert sich der Zustand in einer 100% bewussten oder 100%
bewusstlosen Katze.

Vor Messung oder nach Direkt nach Messung:
langer Wartezeit:

AN ‘YA 1-?;”'\

y=1//2 V4 e Y= p— g
/ / /
Superposition von Zustdnden " Kollaps der Wellenfunktion

April 28, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 28




Frage: ist @ Mechanik eine komplette Theorie,
d.h. kann man alle Komponenten der Wellenfkt. bestimmen?

o

2
f |¥|2dx ist Wahrscheinlichkeit ein Teilchen im Intervall dx |lP|
zu finden. Wenn es dort gefunden wird, WOV AR DAS
TEILCHEN VBHER?

dx

3 Antworten:

1. Readlos ¢.B.Einstein) : Teilchen war irgendwo, z.B in B;dann braucht die @
zusdtzliche Angaben bidden“variables) , die bestimmen, wie es von B nach A
kommt.

2. Fundis Bohr etc.): Das Teilchen war iiberall und nirgends!
Die Messung zwingt das Teilchen dazu, sich zu zeigen.
Wie Mister Xm Spiel Scotland ¥rd)

3. Agnostiker Pauli) : Bitte keine Spekulationen, nur Wahrnehmungen zdhlenl!

bis 196 2)bevorzugt und 3)galt nur , wenn 1)und 2)nicht akzeptiert wurden.

ab 196 John Bell entdeckt, dass ma n experimentell zwischen 1)und 2)
unterscheiden kann, d.h es macht eine Unterscheid, ob das Teilchen zuvor
eine wohldefinierte Position hatte.

Experimente zeigen, dass nur 2)richtig ist MR ist eine komplette Theorie, die
keine hidden"parameter braucht.

v

April 28, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 29

Zum Mitnehmen

o

Die Wahrscheinlichkeit einer Messung in der @}
wird gegeben durch das Gadrat der absoluten
Wert einer komplexen Zahl ¥, die man
Wahrscheinlichkeitsamplitude nennt, z.B.

fiir die Wahrscheinlichkeit P ein Teilchen zu einer
bestimmten Zeit an einem bestimmten &
anzutreffen gilt:

PF Pk, 1) 2

V¥ ist eine Losung der Schrddingergleichung:
H vkt Pk, 1)

wobei H die Energieoperator und E die Energie ist

April 28, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 30




Vorlesung 7:

Roter Faden:
Losungen der Schradingergleichung

Operatoren and Messungen

Folien auf dem Web:
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~deboer/

Siehe auch: http://www.chemie.uni-bremen.de/stohrer/skripte/QM-Skript.pdf

Mai 3, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer

Zum Mitnhehmen

Die Wahrscheinlichkeit einer Messung in der QM
wird gegeben durch das Quadrat der absoluten
Wert einer komplexen Zahl ¥, die man
Wahrscheinlichkeitsamplitude nennt, z.B.

fir die Wahrscheinlichkeit P ein Teilchen zu einer
bestimmten Zeit an einem bestimmten Ort
anzutreffen gilt:

P=|¥(x,1)|2

V¥ ist eine Losung der Schrddingergleichung:
H ¥(x,t)=E ¥(x,1)

wobei H der Energieoperator und E die Energie ist

Mai 3, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer




Herleitung der Schrdédingergleichung
Nehme zuerst de Broglie - Welle fiir eine ebene Welle A freies Teilchen

P —expi(lkes — wt) (1)
p = hk (2)
E = hw (3)
k, w sind unabhingige Parameter, d.h. p und E unabhanglg
Fiir ein freies Teilchen mufs jedoch gelten: E = P— oder fiw = ﬁ“zkz (4)
Schridinger: Wie kann man (4) mit (1) verknupfen‘?
pund E mit Ableitungen von ¥ nach x und nach t verkniipft:

.3
fiw¥ = ih e (5)
A= g, A= d®
21700 r= - 21 dac = (6)

(4) wird erfiillt, wenn gilt ( siehe (5) + (6) )
SG (7) :

Die Schrédingergleichung (Wellengl. kann Aufenthaltswahrscheinlichkeit (AW) eines

Teilchen als Fkt. von Ort und Zeit zu bestimmen. Bedeutung in QM daher wie F=ma
der KM, womit Bahn als Fkt. von Ort und Zeit bestimmt wird!

Mai 3, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 3

Die relativistische Wellengleichung (Klein-Gordon-6l.)

Relativistisch kann man eine dhnliche Gleichung herleiten:
2
statt E = 2’; benutzt man E? = p*c? + m2c?

oder (ﬁm)z = (hk)2c? + m2c
— 12c ng
=h'c*" = —I—m ¢t
~ A4 g ] T(xt) =0
oder {ﬂ—l— LU ] U(x,t) = 0 (Klein-Gordon-Gleichung)

[I=Quabla = 6%25 — A(+Laplace Operator) = 3%25 - 5‘?:; — 5};:; — éﬂ:z

Ebenso :

=Spin)
= Spin)

Dirac-Gleichung fiir s = 3- Teilchen (s =
Procca-Gleichung fiir s = 1 Teilchen (s =

1
2
1=

Fiir das Wasserstoffatom: o« — Ye=1— _1_ g5 v < < C

— nicht mehr relativistisch — Schrodingergleihung O.K.

Vorteil der SG: E > O (immer). KG: auch E<O (=Antiteilchen)
Mai 3, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer




Lésung der SG6

WU(x,t) ist eine Funktion von 2 unabhéngigen Variablen — Variablentrennung, — d.h. versuche Lisun-

gen W (z, t)= p(x) (1) (8)
Mathe:
Die allgemeine Lisung der DGL ist eine Linearkombination dieser trennbaren Lésungen : ¥(z, t) =

Z:,D=1 wnl(x)fn(t) .
Fir (8) gilt: 3% = 9|28 = £e7|(9)

Schridinger-Gleichung : (9) in (7) : (10)

ih df hZ 1d%p
?d—(abh Zwont) = _ﬁ_ﬁd 2

(abh.vonx) + Vig)

nur moglich wenn I = R = Konstante = E
Jetzt: 2 Gleichungen:

1. ih% = Ef (11)

F
2. —%fﬁf +Ve=Eyp (12)
(Die Variablentrennung hat die partielle DGL in zwei normale DGL umgewandelt!)
Lisung von (11) : f(t) = exp(—-i%
Liésung von (12) : nur lésbar, wenn das Potential V(x) bekannt ist.
Allgemeine Losung der Schrédingergleichung (13):

= -Ent
W(w,t) =) caly, o.xp{-i.?)

n=1
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Lésung der SG6

Beachte* Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist unabhéngig von t:
f|'I'| dV = [U*TdV = [pexp(+i “‘}upoxp( E DV = [rpdV = f|\p| dv
(unabhéngig von t!)

Es gibt stationdre L6sungen!
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Linearitdat, Superposition, Interferenz
2-Zustands-System

Quantenmechanik (Schrodingergleichung) ist linear.

Beliebige Uberlagerungen = Superpositionen von Losungen sind
gleichwertige Losungen.

Daher: Ein Quantensystem kann nicht nur in ‘'Eigenzustdnden’
sondern auch in allen méglichen Superpositionen sein.

Direkte folge der Superposition: Interferenz

Das einfachste Beispiel um Superpositionen zu studieren istj
2-Zustands-System

Polarisation: Horizontal, Vertikal :
45° polarization:
equal superposition of V and H

Spin: up, down

). Y
c* polarisation: Atom: 2 Zustdnde
equal superposition of V and H

with n/2 phase shift

Doppelspalt: Su erlp?‘si‘rionhdecrj' Zui’rgndcla : lnks)

+ Teilchen geht durc alt inks
. + Teilchen gehf durch SBGH’ 2 grech‘rs) ‘L>’ ‘R>
Uberlagerung ergibt Interferenz
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Der Hilbert-Raum

Dreidimensionaler Vektorraum HiLBERT-Raum

Die Vektoren 71, 72,7, ... sind die Elemente des
Vektorraumes.

Die Funktionen fi(r), fo(r), fa(¥),... sind die

Elemente des HILBERT-Raumes.

Die Vektoren sind eindeutig festgelegt durch
die Angaben der drei Komponenten a,, (mit
p=123...,00cund g = 1,2,3) entlang der
drei Basisvektoren €., &, und €., d. h. der Vek-
torraum ist dreidimensional.

Die Funktionen sind eindeutig festgelegt durch
die Angabe der Funktionswerte fiir die unend-
lich vielen Punkte 71, ....7~ 1m dreidimensio-
nalen Vektorraum, d. h. der HILBERT-Raum ist
unendlich-dimensional.

f1(7)
Ja(7)
fa(7)

Vektorsumme:

Py =71+ 7o

Mai 3, 2005

Funktionensumme:

fa(F) = f1(F) + fa P
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Der Hilbert-Raum

Skalarprodukt, d.h. Multiplikation korrespon-
dierender Komponenten, dann Addition der

Skalarprodukt, d.h. Multiplikation korrespon-
dierender Funktionswerte, dann Integration

iltber den Definitionshereich des gesamten HIL-
BERT-Raumes [H™ (Addition der unendlich
vielen Einzelprodukte).

(drei) Einzelprodukte,

(6.4)

3
Fl " 'FQ = Z alqﬂ2q |:63] ::\ ; -':: = ' T‘)f2|:r] dl
o=

Orthogonalitit, d. h. gilt {fi|f2) =0, dann sind
f1(7) und fo(7) linear unabhingig.

Funktionsoperation: Ofi(F) = faF)
Wenn O|f>=o|f;> dann heisst
|f,> eine Eigenfkt. von O und
o der zu O gehérende Eigenwert.
Eigenwerte entsprechen Messwerte!

Der Operator O ist linear, wenn
O(f1(r) + fa(r)) = O(f1(r)) + O(f2(7))

Orthogonalitit, d.h. gilt ¥ - ¥5 = 0, dann =ind
71 und 75 linear unabhingig.

Vektortransformation: T = 7
t11 t12 t13 @11 121
to1 tog tog aiz | = | az

tay tag tag aia 23

Die Transformationsmatrix 7' ist linear, wenn

T(7 +7) = T(7) + T(72)
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Der Hilbert-Raum

Jede Funktion fu(7) ist auf jede vollstindige

Jeder Vektor 7, ist auf jede vollstindige Basis
Basis .projezierbar®,

<projezierbar,

—

(7) = D g7
T?)=f£p15t:+(tp2€y+ﬂp3§3 L ;{PQ o\
Einheitsvektoren im Hilbertraum meistens geschrieben
als: "ket-Vektoren" |®> und das Skalarprodukt wird dann
<«®| & wobei <®| als "bra-Vektor" bezeichnet wird und
komplex konjugiert + transponiert bedeutet.
Skalarprodukt ist also ein "bracket” und entspricht "Modulus”
(x)
einer komplexen Zahl, z.B. &=(x, +iy, 0) und &*=(-iy) ->
(0)
<@*| >=x2+y2,
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Eigenwerte und Eigenfunktionen

Figenfunktionen beschreiben Figenzustnde, d.h. physikalisch mogliche Zustande, die durch messhare
Groben, den Eigenwerten, charakterisiert werden.

Allgemeine Eigenfunktiunsgleichuug: 0 ¥ = 0¥ ( 0 = Operator, O = Eigenwert)
Operator anwenden entspricht der Durchfiihrung einer Messung,
— Kollaps der Wellenfunktion auf Eigenfunktion, z.B. Schrodingers Katze:

Ve =0y + e3¥pp— 0 Vg = Ty 0de 0 OUg = Uy
(¢~ Messung durchfiihren = “gucken” — kagenfunktion ¥, oder Uy,

6rundpostulat der Quantenmechanik:

Messungen und Projektionsoperatoren der Wellenfkt. auf Eigenfkt fiihren
beide zur “Kollaps” der Wellenfkt auf eine Eigenfkt. Der Eigenwert o der
Eigenfunktionsgleichung 6¥=0V¥ ist identisch mit dem Messwert. Zu jedem
Messvorgang gibt es einen entsprechenden Operator.
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Kurzfassung der Eigenschaften der Eigenfunktionen

1. Eigenfunktionen sind orthonormal, d.h. ihr Skalarprodukt ist = 03

2. iibliche Schreibweise: |¥ >= ¥ < ¥| = ¥*
(Dirac - Notation: <| = BraVektor,|>= KetVektot<|> Bracket)

JEwdV = [|P*dV =< T [T >
(Beachte: ¥ komplex, daher ¥ = a + ib oder Aexp(ip) — ¥*= a- ib
oder a:exp(—ip) — ¥*¥ = (a+ib)(a-ib) = a®+ h?
oder U*¥ = Aexp(—ip)-Aexp(ip) = A2

<y Ty > = 1

Orthonormal: Wy > = 0

z.B.: < Ui |V >=< c1 W + coWnp [c1Wp + c2Wpnp >
=c2 < Uy |Wp > + 2 < Unp [Unp > + 20102 < Up [Unp >
= ¢ 4+ 2 = 1, wobei:

¢; = Wahrscheinlichkeite, dass Katze bewusstlos ist
¢z = Wahrscheinlichkeit, dass Katze nicht bewusstlos ist

2. Eigenfunktionen sind komplett , d.h. alle méglichen Eigenzustiinde sind beriicksichtigt (*“Vektror-
raum komplett aufgespannt”)

z.B.: ¥ hat nur 2 orthonormale Komponenten, d.h. die Katze ist entweder bewusstlos oder nicht
bewusstlos.

Bei der Eigenfunktion der Energie hat man unendlich viele Energieniveaus

(E oc?—:z) — oo grolier Vektrorraum — Eigenfunktion und Polynome mit unendlich vielen Termen.
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Beispiel

Gegeben sei der Zustandsvector eines Systems mit zwei méglichen Zustdnden
|¥>=a,|8,>+ ,|8,>. Die Eigenfunktionen sind |&,> und |€,> und eine Messung
wird mit Wahrscheinlichkeit a,,2 das System in Zustand |&,> vorfinden.

In der QM wird diese Wahrscheinlichkeit ausgerechnet durch Anwendung des
Operators A auf den Zustandsvektor. Z.B A|%,>=|%;> und A|%,>=0 wenn A
der Projektionsoperator auf den Zustand |&,> entspricht. Weiter gilt fiir
orthogonale Basis < &,|%,>=1 < &;|%,>=0

In der Praxis entspricht die Anwendung eines Operators eine Messung, weil
eine Messung auch den Zustandsvektor auf eine Eigenfunktion projiziert!
Z.B Operator A entspricht bei der Katze eine Messung des Blutdruckes,
womit bestdtigt wird dass die Katze nicht bewusstlos ist. Beide, Messung
und Operatoranwendung verursachen einen Kollaps der Wellen- oder
Zustandfunktion auf einen Basisvektor (=Eigenzustand).

Damit gilt <¥|A|P>=a,<&|Aa;|8;>+ + a,<3,|A| 0,|E,>=0,2 d.h
der "Uberlapp” von |¥> und <&| bestimmt die Wahrscheinlichkeit.
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Erwartungswerte

Allgemein: Erwartungwert <- O > einer Variablen O (x) ist [ O(x) f(z)dz,

wobei f(x) die Wahrscheinlichkeit ist, dass O(x) vorkommt.

In Bracket-Schreibweise: < 0 > = [U* 0 (x) ¥(z)dz = < ¥|0|V>,

wobei ¥(x) eine Eigenfunktion des Operators O ist, d.h. 0¥ (z) = OF (O = Messwert).
Beweis: < O > {Erwartungswert} = [ ¢*0 ¥dx = {O0 = 0T} = 0 ¥*Udx = 0 {Messwert}

Aufgabe: Finde fiir jeden méglichen Messwert den zugehdrigen Operator O

2 2 .
n %f + %-mwz:cz , denn es gilt:

Energieoperator: H e

AU = EW(—Schrédingergleichung) mit E = £ + smwiz?

Zm

Hieraus folgt: Beachte:
Jede Messung projiziert
¢ Impulsoperator: p = 355 ¥ auf Eigenfunktion, d.h.
beeinflusst ¥. Dies kann
. in Theorie nachvollzogen
o Drehimpuls: T =7 x § — 1= 7 x 2V werden durch Projektions-
operator, der auch “Kollaps”
In Komponenten : [, = py — yps — L= %{3’% - ya—ﬂ der Wellenfkt. herbeifiihrt.

e Ortsoperator; x = x
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Zusammenfassung der Operatoren fiir Observablen

[ wOwdV
_ R
[ veav

R Kurzschreibweise fiir
Berechnung eines
Mittelwertes eines
Operators (entspricht
Mittelwert einer Messung):

<0>=<¥|0|¥>/<¥|¥>

.7_ — (:_) + — (:_} —|_ — g
—ih (&, — +&,— +&.—
Tor Yoy o C¢
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Vertauschungsrelationen

Allgemein: 2 Observable sind gleichzeitig messbar, wenn 0;0; = 0,0z, d.h. die Operatoren sind
vertauschbar, oder 0,0, - 0,0, =0

In Kurzform : [ 01, 02 | = 0 ([0,02] = 0,0: - 0:0,) (auch Kommutator genannt)

Beweis: 0,0 = 0,0 - X ,03) — 020,= 0,0,V (1)
(6251-5152)‘%(0201-0102)‘P=O, wenn ¥ gleichzeitig Eigenfkt.
von O, und &, ist. Kommutator gleich O bedeutet also das Messung
von O1 keine Nachwirkung fiir anschliessende Messung von O, hat.
Umgekehrt: wenn Kommutator zweier Variablen z O, dann sind diese
nicht gleichzeitig scharf zu bestimmen. Unsicherheit gegeben durch [ ].

Bsp 0,0, =222 (3)

Tox

0,0, = 22EY) _ hy 4 nyov )

i" Ox

(020 - 0p04)¥ = 30 oder [0.0,] =

= Ort und Impuls sind NICHT gleichzeitig messbar, weil die Operatoren nicht vertauschbar sind
(wie man das ja aus der Heisenberg “schen Unschiirferelation auch erwartet hatte).
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Weitere Vertauschungsrelationen

Gesamtdrehimpuls und eine der
Komponenten nur gleichzeitig zu
bestimmmen.

Gesamtdrehimpuls und Energie
gleichzeitig zu bestimmmen.

Z-Komponenete des Drehimpulses

und Energie gleichzeitig zu bestimmmen.
Eigenfunktionen der Energie sind auch Eigenfunktionen des Drehimpulses.

Zustandsvektor fiir die Energie im Vektrorraum unendlich vieler Energlen:

W > =Y~ en¥y (¥, = Eigenfunktion fiir das Energieniveau Ey,)

~<E>=< UV >=Y " AE?

c,ﬁ = Wahrscheinlichkeit, Energie Ey, zu messen.

Bei Messungen an vielen Atomen (NICHT viele Messungen an EINEM Atom wegen Kollaps der
Wellenfunktion!)

findet man fiir die mittlere Energie: < E > =Y c2E?
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Operatoren der QM miissen hermitesch sein

Definition: Ein Operator O ist hermitesch, wenn die folgende Gleichung gilt:

f PrOw; dV = ] {ﬁ' W } i dV = ] POy dV (6.9)

R* R* R?

Satz 6.1 (Reelle Eigenwerte bei hermiteschen Operatoren) Die Eigenwerte eines hermiteschen
Operators sind reell. Umgekehrt gilt: Zu einem reellen Figenwert korrespondiert ein hermitescher Opera-
tor.

Beweis:
Oy = oy (6.10)

SMultiplikation® von links mit «* und Integration fiber den gesamten Raum ergibt:
/ W OwdV =0 f YrehdV
R® R*

Anfgrund Gleichung (6.9) kann die linke Seite von Gleichung (6.11) wie folgt umgeformt werden:

f {(—')'-e"'}'t"l:llf' il / e dV

R® R

o* f P dlV =0 / Pty dV

R? R

-
a =0
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Eigenfunktionen mit nicht entarteten EW sind orthogonal

Definition: Zwei Funktionen +/, und y sind orthogonal, wenn der folgende Zusammenhang gilt:

f Wrihy dV = f it dV = 0 (6.15)

R* R?

Satz 6.2 (Eigenfunktionen mit nicht entarteten Eigenwerten sind orthogonal zueinander)
Die Eigenfunktionen iy mit den nicht entarteten Eigenwerten o; zum hermiteschen Operator O sind
orthogonal zueinander.

Beweis:
Oel; = o520y,

SMultiplikation® von links mit Wy und Integration fiber den gesamten Ranm ergibt:

f YOy dV = o; f Wiaby dV

R R*

Aunfgrund Gleichung (6.9) kann die linke Seite von Gleichung (6.17) wie folgt umgeformt werden:

/ {{_)‘.'J‘} 1 dV = o; f ¢J‘ Wy dV (6.18)

R? R
o_; f t._; 1 dV = o; f ¢}‘ Wy dV (6.19)
R* R
0= (o; — o) f e, dV (6.20)
R?

Fur den Fall, dafi die Eigenwerte o; nund of nicht entartet sind, gilt die Gleichung o; — o} # 0. Dann wird
die rechte Seite der Gleichung (6.20) aber mar null, wenn das Integral null ist, d. h. die beiden Funktionen
ty und W} milssen orthogonal sein, q. e. d.*
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Zum Mitnehmen

Teilchencharakter der Strahlung filhrt zu Stdrungen bei der Beobachtung

Die Stérungen kénnen berechnet werden wenn man die Teilchen als
Wellenpakete annimmt. Dies fiihrt zur Unsicherheitsrelation.

Die Wellenfunktion eines Teilchens gehorcht der Schrédingergleichung

Die beobachtbaren Zustdnde sind Eigenfunktionen der SG

und die Messungen entsprechen der Eigenwertgleichung: O|¥>=o| ¥>
Hier ist O ein Operator, der den “Kollaps” der Wellenfkt. auf
eine Eigenfunktion herbeifiihrt und o ist der Messwert.

Nicht-kommutierende Operatoren entsprechen Observablen, die
man nicht gleichzeitig scharf messen kann und die Wellenfkt.
sind nicht gleichzeitig Eigenfunktionen dieser Observablen.
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Vorlesung 8:

o

Roter Faden:

Losungen der Schrodingergleichung

Folien auf dem Web:
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~deboer/

Siehe auch: http://www.chemie.uni-bremen.de/stohrer/skripte/QM-Skript.pdf
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Zum Mitnehmen

o

Teilchencharakter der Strahlung fihrt zu Stdrungen bei der Beobachtung

Die Stérungen kénnen berechnet werden wenn man die Teilchen als
Wellenpakete annimmt. Dies fiihrt zur Unsicherheitsrelation.

Die Wellenfunktion eines Teilchens gehorcht der Schrédingergleichung

Die beobachtbaren Zustdnde sind Eigenfunktionen der SG

und die Messungen entsprechen der Eigenfunktionsgleichung: O|¥>=o| ¥>
Hier ist O ein Operator, der den “Kollaps” der Wellenfkt. auf
eine Eigenfunktion herbeifiihrt und o ist der Messwert.

Nicht-kommutierende Operatoren entsprechen Observablen, die
man nicht gleichzeitig scharf messen kann und die Wellenfkt.
sind nicht gleichzeitig Eigenfunktionen dieser Observablen.
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o

In Kurzform : [ 01, 02 | = 0 ([0,02] = 0,0: - 0:0,) (auch Kommutator genannt)

Vertauschungsrelationen

Allgemein: 2 Observable sind gleichzeitig messbar, wenn 0;0; = 0,02, d.h. die Operatoren sind

vertauschbar, oder 0,0, - 0,0, =0

Beweis: 0,0 = 0,0 4 X |,02) = 020:= 0,0,V (1)

(6251-6152)‘%(0201-0102)‘I’=0, wenn ¥ gleichzeitig Eigenfkt.

von O, und &, ist. Kommutator gleich O bedeutet also das Messung

von O, keine Nachwirkung fiir anschliessende Messung von O, hat.
Umgekehrt: wenn Kommutator zweier Variablen z O, dann sind diese
nicht gleichzeitig scharf zu bestimmen. Unsicherheit gegeben durch [ ].

Bsp

0,0, = 2122 (3)

0,0, = 2288) = 2y 12,28 g

(020 - 0,0,)¥ = 3 oder [0,0,] = ¢

= Ort und Impuls sind NICHT gleichzeitig messbar, weil die Operatoren nicht vertauschbar sind
(wie man das ja aus der Heisenberg schen Unschiirferelation auch erwartet hatte).
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|
=

‘ Weitere Vertauschungsrelationen

Gesamtdrehimpuls und eine der
[ 1o, 1y | = éh 1. Komponenten nur gleichzeitig zu
[ 1y, 12 | = ihl, bestimmmen.
[1., L. ] = ik 1 G drehimbul dE .
[12,1, ] = 0, j=x.yn2 esamtdrehimpuls und Energie

gleichzeitig zu bestimmmen.

Z-Komponente des Drehimpulses
[ I:L L ] =0 und Energie gleichzeitig zu bestimmmen.

Eigenfunktionen der Energie sind auch Eigenfunktionen des Drehimpulses.
Zustandsvektor fiir die Energie im Vektrorraum unendlich vieler Energlen:
W > =Y~ en¥y (¥, = Eigenfunktion fiir das Energieniveau Ey,)
~<E>=< VU >=Y " 2E?

cfl = Wahrscheinlichkeit, Energie Ey, zu messen.

Bei Messungen an vielen Atomen (NICHT viele Messungen an EINEM Atom wegen Kollaps der

Wellenfunktion!)

findet man fiir die mittlere Energie: < E > =Y c2E?
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Zusammenfassung der Operatoren fiir Observablen

! [ 0w dV
y o R
(0O) =
. s [ vwdv
) R? Kurzschreibweise fiir
a Berechnung eines
i 9 Mittelwertes eines
Ox Operators (entspricht
B Mittelwert einer Messung):
—ih—
n A
(.; <0>=<V|0|¥>/<¥|¥>

i (2 o o0 0
—1le,— +eé,— + €.~
ox Y Oy 0z

= f(7,p,t) O = f(F,—ihV,1)
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Bedingungen einer Zustandsfunktion

Eine Zustandsfunktion mufi, aufler dafi sie Losung der SCHRODINGER-Gleiclhming ist, drei Kriterien
erfiillen, damit sie physikalisch ,,sinnvoll* sein kann:

1. Stetigkeit:
Es darf keine ., Spriinge* im Funktionsverlauf geben.

2. Eindeutigkeit:
Zu jeder Kombination von Variablenwerten gibt es genan einen Funktionswert.

3. Quadratische Integrierbarkeit und Normierbarkeit:

Die bei der Lésung der SCHRODINGER-Gleichung (2.2) erhaltene Zustandsfunktion ¥ ist nicht not-
wendigerweise normiert, das heifit das Integral fdﬂ-" = IIRQ fle "'fIRS Ul dVy AV, . dVyy st
nicht notwendigerweise a priori gleich eins. Da die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen 1 irgendwo im
Raum, das Teilchen 2 ebenfalls irgendwo im Raum, ... und das Teilchen N irgendwo im Raum zu
finden. gleich eins ist, mufl dieses Integral aber immer gleich eins sein. Um dies zu erreichen, wird
die Funktion ¥ mit der Normierungskonstanten ¢ multipliziert, wobei ¢ dadurch bestimmt wird,
dafl das Integral fu:H-‘I—' = IIRQ fle ...fu—{:: Altel dVy dVs . dVyy (als ,Summe* der differentiell
kleinen Einzelwahrscheinlichkeiten dW) gleich eins gesetzt wird:

/ulﬂ-" — / f .. f el dV; AV L dVy =1 (2.9)
R® J R® R

Darans folgt der Ausdruck
' 1
cec= - - —
flRl flRi I flRi AR |:H"1 (11"2 000 dI"N
der nur dann definiert ist, wenn das Integral im Nenner endlich ist; die Zustandsfunktion also,

wie man sagt, quadratisch integrabel ist. Die Funktion oW ist ebenfalls Losung der SCHRODINGER-
Gleichune:

(2.10)
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Ubersicht der Postulate der QM

Postulat 1 (Existenz einer Zustandsfunktion) Jeder Zustand eines Sysiems von N Teilchen mit
der jeweiligen Masse m; wird so wvallstdndig wie moglich durch eine Zustandsfunktion Wi, v, ..., . t)
beschrieben.

Jede experimentell mefibare Grifie des Systems (,Observable®) kann mittels der Zustandsfunktion U
berechnet werden.® So ist beispielsweise der Ausdruck U0 AV dVe . .. dVy proportional der Wahrschein-
lichkeit AW zwur Zeit ¢ das Teilchen 1 an der Stelle 7 im Volumenelement dVy. das Teilchen 2 an der
Stelle 7o im Volumenelement dVs, ... und das Teilchen N an der Stelle 7 im Volumenelement dVy zu
finden.

Postulat 2 (Quantenmechanische Operatoren) Zu jeder Observablen O des Systems korrespondiert
ein entsprechender guantenmechanischer Operator O, deren elementaren Vertreter in der Tabelle D
aufgelistet sind.

Postulat 3 (Scharfe Messung) Es gebe einen Satz identischer Systeme jeweils mit der Zustandsfuni-
tion U, die Figenfunktion zum Operator O sei, sa dafi gili O¥ = oW, Jede Messung der Observablen O an
den einzelnen Systemen ergibt tmmer den gleichen Wert o; jede sich wiederholende Messung an ein und
demselben System ergibt ebenfalls immer den selben Wert o, sofern die Messung nicht den urspriinglichen
FZustand U des Systems verdndert.

Postulat 4 (Unscharfe Messung) Es gebe einen Satz identischer Systeme jeweils mii der Zustands-
funktion U, die nicht Eigenfunktion zum Operator O sei. Messungen der Observablen O an den einzelnen
Systemen fihren nicht zum jeweils gleichen Wert, sondern zu einer Vgrteilung, deren Erwartungswert®
durch <o0>=<¥|O|¥>/<¥|¥> gegeben ist.
#Die Variablen 7y ,7a,. .., 7, t der Fustandsfunktion ¥(F,72,..., 7y, {) werden hiufig aus Platzgriinden™nicht explizit
angegeben.

PBei einer endlichen Zahl von Messungen wird der gefundene Mittelwert in der Regel vom berechneten Erwartungswert
abweichen; erst bei einer unendlichen Zahl von Messungen geht der Mittelwert in den Erwartungswert iiber.
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Ubersicht der Postulate der QM

Postulat 5 (Schrodinger-Gleichung) Die Zustandsfunktion U ist Lisung der SCHRODINGER-Glei-
chung (2.2).

EU=HU = (B, + V)T (2.2)

Der Operator H = Ey;, + V wird als HAMILTON-Operator bezeichnet, wobei Ej;,, und V fiir die Opera-
toren der kinetischen bzw. potentiellen Energie stehen. Diese Operatoren ergeben sich aus den klassischen
Observablen gemif Postulat 2 wie folgt:

1 —\‘2 1 _“2 B
Fiin = gMmy” = 5P (2.3)
1-— 1 K2
o Bon = —§5 = —(—ihV)(=ihV) = - —V? (2.4)
Im m m

“Das Integral f R? OdV bezeichnet die Integration iiber den gesamten Definitionsbereich des dreidimensionalen Raumes

[R* und stellt damit eine Kurzschreibweise fir das dreifache Integral fj:o fjooo fj:o Odrdydz dar. Der Ausdruck dV
bezeichnet hierbei das differentiell kleine Volumenelement dV = dzdydz.

In der Literatur werden die Integrationsgrenzen bei der Integration {iber den gesamten dreidimensionalen Raum héufig
weggelassen, so daf sich die Symbolik fiir diese Operation auf den Ausdruck f OdV beschrinkt.
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Lésung der SG im eindimensionalen Fall

Die zeitabhéingige SCHRODINGER-Gleichung fiir diesen einfachen Fall lautet dann:

O (. t W2 920 (x,t
T CALVL AL CILI RV T (2.13)
ot 2m  Ox?

Es gilt jetzt, eine Funktion ¥(x,t) zu finden, die sowohl dieser Gleichung geniigt als auch alle Nebenbe-
dingungen erfiillt.

1. Ansatz

Am simpelsten ist die Methode, sich der bereits bekannten Funktion (1.36) einer harmonischen Welle zu
bedienen.

WU(rt) = Asin(k,z — wt) (2.14)

Durch Einsetzen iiberpriift man, ob die Funktion Lésung der SCHRODINGER-Gleichung ist.

.. Osin(k,z — wt) h2A 62 sin(k, > — wt) a e . o =
lﬁAT = —%T + Vodsin(k,x — wt) (2.15)
: . L RPAR? e .
—ihAwcos(k.x — wt) = o = sin(k,z — wt) + Vod sin(k,z — wt) (2.16)
h2k2
—ihwcos(k,x — wt) = ( 1 <+ 1"6) sin(k,z — wt) (2.17)
2m

Diese Funktion ist offensichtlich nicht Losung der SCHRODINGER-Gleichung, da die linke Seite nicht gleich
der rechten ist.
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2. Ansatz zur Ldsung der SG im eindimensionalen Fall

Durch Einsetzen wird wieder gepriift, ob die Funktion (2.18) Losung der Gleichung (2.13) ist.

U(x,t) = Aeilher—t) = foikargmict (2.18)
Hellkzz—wt) ?-12‘4 H2eilkaz—wi) )
. _ 7 kgr—wt) ey
inA ot T 9m o2 +Vode (2.19)
ih{_iw}Acl(&xa—wt; _ _ﬁ(\]?ki}}lcl(hw\t.—wf) 1 VpAeitker—wt) (2.20)
L PN .
ih(—iw) = —%{1 k) + Vo (2.21)
27,2
P i )
hw = 2?7: + Vo (2.22)
hk2 W e
Y=ot (2.23)

Die Funktion ist also dann Lésung der SCHRODINGER-Gleichung, wenn die Bedingung der Gleichungen
(2.22) bzw. (2.23) erfiillt ist.

Nur komplexe Funktionen als Ldsung der SG!
Gilt nicht fir relat. Klein-Gordon-6leichung,
weil dort die ZWEITE Ableitung der Zeit vorkommt.
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2. Ansatz zur Losung der SG im eindimensionalen Fall

o

Die Bedingung (2.22) ist physikalisch sinnvoll, da sie nach Einsetzen der DE BROGLIE-Gleichungen (1.56)
und (1.57) zur klassischen Energiebedingung fiihrt.

Bk
=4V (2.22)
2
p=ilyy, (2.24)
2m
E=Zm+Vy (2.25)

Die Zustandsfunktion U(x,t) = Aeitk=2=!) ist wie bereits erwihnt, eine komplexe Funktion und kann
nach EULER in einen Realteil und einen Imaginérteil zerlegt werden.

U(z,t) = Acos(k,z — wt) + 1A sin(k,z — wt) (2.26)

Der reelle Funktionsteil steht fiir eine sich in z-Richtung von links nach rechts hewegende harmonische
Welle mit der z-Komponente k, des Wellenvektors k und der Kreistrequenz w. Fiir den imaginiren
Funktionsteil gilt dies analog im imaginéren Raum.
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3. Ansatz zur Ldsung der SG im eindimensionalen Fall

o

Als néchstes soll die konjugiert komplexe Funktion von W(z,t) in Gleichung (2.27) getestet werden.

U*(z,1) = Are ilkez—wt) (2.27)
Jo—ilkgr—wt) 2+ 52,—i(kez—wt) y
iﬁ.A"‘de T — —h2i e 72 + Vg Are ilhaz—wt) (2.28)
2
llﬁ[itd)_fq.*e_i(km:c_wﬂ _ _%[iZki]A*e—i(kzx—wt) +1‘,—[).4*e—i{km:¢:—wf) (229]
o B g .
ih(iw) = —%[1 k3 + Vo (2.30)
22
= ;n_: v (2.31)

Die Funktion ist zwar im mathematischen Sinne Lésung der SCHRODINGER-Gleichung, aber vom physika-

lischen Standpunkt aus unsinnig, da eine negative Gesamtenergie —fiw resultierte, wihrend die Gegenseite
hgka - = N
Qm“ + Vp immer positiv 1st.
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4. Ansatz zur Lésung der SG im eindimensionalen Fall

Eine Variation der Funktion W(z,t) ist die Funktion U/ (x,t) = Aetl—F=2=wt YWie sich sehr leicht durch
Vergleich zeigen lifit, ist U/(x,t) ebenfalls Losung der SCHRODINGER-Gleichung, mit dem gleichen Er-
gebnis wie im Ansatz 2. Die Zustandsfunktion U’(x, ) beschreibt ein sich auf der x-Achse nach links

bewegendes Teilchen. Die allgemeinen Losungen der SCHRODINGER-Gleichung lauten dann folgenderma-

flen:

Uiz, t) =T £ T (2.36)
T o(z,t) = Adilham=et) 1 foil-kea—ut) (2.37)
U o(2,t) = Ae7Ht (ethe™ £ g7 Hhe) (2.38)
111'1_2[;1:.1?] = Aot (cos(k,z) +1sin(k, ) + cos(k,z) Fisin(k,z)) (2.29)
W (z,t) = 24e~* cos(k, ) (2.40)
(2, t) = 24e“isin(k,z) (2.41)

Beide Zustandsfunktionen entsprechen im Realteil stehenden Wellen und sind ebenfalls physikalisch sinn-
volle Losungen der SCHRODINGER-Gleichung, wie sich durch Einsetzen in die SCHRODINGER-Gleichung
leicht zeigen lafit.
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Zusammenfassung

Tabelle 2.2 Die Wahrscheinlichkeitsdichten und Eigenwertgleichungen fiir die gefundenen Zustandsfunk-
tionen. Die erste Spalte enthilt die zugrundeliegenden Funktionen, die alle Losung der SCHRODINGER-
Gleichung sind. Die zweite Spalte enthilt die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das Teilchen. In den letzten
drei Spalten sind die Eigenwertgleichungen fiir die angegebenen Observablen aufgefiihrt; der erste Teil
der Gleichung steht im Tabellenkopt, der zweite in der Tabelle.

dWw — —
Funktion f E=f*f= pf=...| Ef= Hf =
(koo hk?
‘I’(lr, t) — ‘491(}»@3—\»3) ‘4*‘4 ﬁkrl]:l h.‘_.-_,‘l:[f ( 12”; + 1!’0) 1D'
! i{—kgz—wt) # ! / hg;"i !
Uz, 1) = Ae" 5= A*A —hik, U fiw W 5 +Wo | W
. . Rk
U (z,1) = 24e 7t cos (k) || 4A*Acos®(k,z) ¢ ha ) ( 2?; —H"b) |4
. hk2
Uh(z,t) = 24e “Hsin(k,z) || 4A4%A sinz(kr;r] € hwWy ( me + VD) 78

®Diese Gleichungen stellen kein Eigenwertproblem dar!
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Wenn ¥ keine Eigenfkt. von p,

7 was ist dann Erwartungswert von p?
— Der Erwartungswert wird hier nur einmal exemplarisch fiir die Zustandsfunktion ¥ (x, t) berechnet,
da das Ergebnis fiir W5 (x,t) das gleiche ist.
f Ui (e, )P WY (o, t) A
(pe) = =2 (2.52)
f Wt (@, £) T (o, 1) da
f 24%eiwt cos(kyx) { —ihA-} 24e~ 1 cos(k,x) da
(pz) = —= (2.53)
f 2A*eiwt cos(kx)2Ae 1w cos(kr) dx
4A* AiRk, [ cos(kpx)sin(kpz)dz
(Pa) = — (2.54)
4.4* A f cos?(k,x)dx
Dieses Integral 148t sich leicht graphisch lésen. Das Integral [ cos(k.x)sin(k.xz)dz im Zihler ist
iiber eine ganzzahlige Phase gleich null, ansonsten endlich und klein, ndmlich maximal % wie sich
graphisch ebenfalls leicht zeigen liBt. Das Integral [ cos?(k,z)dz im Nenner ist unendlich grof.
Damit folgt fiir den Gesamtausdruck:
(pe) = ihky—  0<|a| < (2.55)
y: T/ v - — 2;\ et
(pe) =10 (2.56)
Abschliefiend bleibt zu bemerken, dafi zwar alle vier Zustandsfunktionen Losung der SCHRODINGER-Glei-
chung sind, sie aber im Sinne der Quantenmechanik noch keine ,guten® Zustandsfunktionen darstellen,
da keine von ihnen quadratisch integrierbar ist.
Mai 10, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 15
= Wellenpakete sind Losung der SG

Wellenpaket ist Superposition vieler Wellen: ¥(z,t) = [ Ok )il Fer 0 dk,
SOVt B Pt =
Tt T Tom 0a2?

) K2 52 T
l?it— (‘_r[k‘t:Jcll:_;vx\t-—u—(_}uz_H_J(lka\ _ ___L_ [ C(ka }c‘“m“"“‘-hx-”-’dkn\

at | 2m Hxr2

5 Yoilkez—w(kz)t) 'x' 72 52eilkez—w(ka)t)
ihC (k) 1k, = —5—Clkz)———FF5—dk: (2.61
/ iRC( —a / 2m (k) Ox? ‘ \ )

| SEC T Vs Vellkzz—w(ks)t) i ?‘12 ~ (21,2 i(ker—w(kz)t) (
hC (k) (—iw(k, ) )ett =Tt metd L = —2—(-(Af\t:]i‘1 kZ)el\F=rmw\E=Itd (2.62)
m

_ (1. O\ i(kza—w(ka)t) | TII"‘! v i(hzr—w(ks)t) 0 .
fiw (kg )C(ky et er =@ =00 dk, = 7-12 C(k, )e'F= dk, (2.63)

Die letzte Gleichung ist aber nur dann giiltig, wenn die Bedingung w(k,) = MQ (2m) erfiillt ist,
da nur dann die Integranden gleich sind, q. e. d.

Wellenpakete sind Lésung der S6 und sind quadratisch integrierbar
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Wellenpakete also Losung der S6, jedoch
Losung begrenzt durch Unschadrferelation

1

Wix, t) = [ C (k. yellkzr—w(kz)t) q L C(kz) = % f ‘I"I:J‘.'D‘:Ie_ik‘rmflx
S — o

Liegt als Anfangsbedingung eine Gauss-Kurve vor

| ‘ Wahrscheinlichkeitsdichte <¥|¥> ‘

r? ug [ 1 b b2
u(z,0) = ug exp {——} sost A(k) = - exp{—'——ik.z'} dr = up—— exl){—%it‘Q}
2b? 21 J_ 2h? Vo 2
E 5 : AP . . S o2 . . T .
ebenfalls eine Gauss-Kurve, denn es 1st f_% exp{—pa’ + qx}dax = \/% exp {j—p}
W (x, t) I Ckee)
o k.

Die Fouriertransformierte eines gaussférmigen Wellenpaket mit Standardabweichung o
ergibt im Impulsraum wieder einen Gaussform, jedoch mit Standardabweichung 1/c !
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Unschdrferelation im Phasenraum

o

Pz
\

T

Phasenraumpunkt [dx,dy,dz,dpx,dpy,dpz] nicht beliebig
genau zu bestimmen:AxApx>h  AyApy>h  AzApz>h
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Losung der SG bei Streuung am Doppelspalt

o

t o= 0.00
Teil der
Welle
reflektiert.
Anfang:
Gaussches
Wellenpaket

-6 4 -2 0 2 4 &
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Lésung der SG bei Streuung an einem attraktiven Potentialwall

t =000

Streuung von
2 Teilchen
(Gaussche
Wellenpakete)
mit Impakt-
parameter z O

-5t

—E —d -4 n a2 4 =]
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Losung der SG in einem externen Potentialfeld

{8V

oL v
e _'-'—'__'__- 5 Ee
0841 = =
B EE 98
o

Jdd n Elll £ 5

||

|

o
F

1=1 2 =3 =4 lonisationsgrenze
—— = 59

3 ﬁ_ 2

ap 3d

2p

Coulombpotential # Rechteckpotential
bei kleinen Abstdnden

Abb. 5.5. Termschema des H-Atoms entsprechend den Energiewerten in (5.18). Die Energieskala ist mabstabsgetreu
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Losung der SG fiir Teilchen in einem endlichen
Potentialtopf (schwach gebundener Zustand)

Viz)= Vg

E=En*Vo

m

V(z) =0

—oc <x<0
0<x<a
a <z< o

(Bereich I)
(Bereich T)
{Bereich II)

(Bereich I)
(Bereich IN)
(Bereich 1)

Vo
V(z)={0
Vo
E - Vg

Ek'ﬁﬂ = E

E -V,

—oo <x< 0
0<zr<a
a <z< o0

h? d%ﬂ(:l?)
da?

27n(¥"p—E} -
uas(x) = AeV e
o 2m( V’Q — E) a
up(x) = Be V ne

AN
TN

C o9m

Losung
fir
I+IIT

+ V(z)u(zx) = Fu(lz)=>

U(x, t) = -u(;r.)e_i%t =

Ansatz:

d?w ()
dxz2

2m(V(x) — E)
h?

wu(ax)

2m
752

29

s

C sin

e (@) a

Losung
fir IT

wup () = D cos @

Quadratische Integrierbarkeit verlangt
u, fir x<0 und ug fir x>0.

Zusdtlich Stetigkeit der Lésung ergibt
gezeichnete Lésung: AW max. im Topf,
aber exp. abnehmend ausserhalb
(=Tunneleffekt, klassisch nicht erlaubt!)
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Losung der SG fiir Teilchen in einem unendlich
tiefen Potentialtopf (gebundener Zustand)

famVo—e) . (] S
Bereich I: lim wy(x) = lim AeV T T o 0 ' o <x< 0 (BLL(‘!C'h D
Voo Vo—ec w(z) =< ucl(r) +up(z) 0 <ax<a (Bereich 1)

,'3...\'”_;_-.‘ . T e
Bereich I : \_]im ug(r) = \_]im Be VT = =0 0 : a <r< oo (Bereich IIl)

Stetigkeit der Losung verlangt:

[2 E [2mE
u(zx) = C'sin - i;} ‘ mit Randbedingung ‘ La =nm mitn=0,1,2,3,...
2

252 - nm Quam‘isier:ung
oder| E =" 2 mit | u,(x)=Csin—=z |der Energie durch

2ma? @ Randbedingungen!
Bereich I U(x,t) =0 Fa
Bereich II: U, (x,t) = Csin (%T) a— iRt ur n=

L, . (nT i m2h%n2 Ey = —Qﬁ ‘7??1.(12 =0
= ('sin ( T) exp| ————5-1
h 2ma?

=¥=0, daher sinnlos,
da Teilchen nicht
vorkommt. -> n>0,
d.h. n=1,2,3....

Bereich II: U(x,t) =0

n=1 entspricht Nullpunktsenergie, die nicht
unterschritten werden kann, auch bei T=0K.
Nach Unschdrferel.= Nullpunktsschwingungen
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Normierung der Wellenfunktion

Gesamtwellenfuntion:

0 @ o0
0%2dx + C‘QfsinQ Er dx 4 /('12 dr=1
Aus ] a 2 . /nm _ihx2n2,
—ox 0 a l:[fn(_’z_‘_, f} = 4/ — SIn (—i’_) e 2ma?
L

(1
. . 2 PR . l _ J. . s')
mit f.sm ardr = r — 4-sin2ax

Realteil ¥ formt stehende Wellen

folgt (2[2T] Co— =] | % ¥,
o {a sin22q " 7 Amplitude der
¢ ((‘ T T ) B “”) -1 Wellenfkt. P,
5 o siwonm fir diskrete
= (5 T 4o ) o K Energieniveaus
: Dvﬂé . (Eigenfkt.
ofa 0 _ 3 .
C (5 — 4E) =l der Energie)
Al a ua
625 =

2

2 Q_, \P
Cv — - 1T 0 = x 1
a e

|
SE I
In
T
5 =]
gi
§
N
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Energiewerte, Wellenfkt. und Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

a)

AE

~

VAN

E,

o

16 E,

N

9E,

aE,

E,

X

0

a

o)

AE
AN

YANYAN

e

-

o

a

Abb. 4.16a.,b. Energieeigenwerte eines Teilchens im unend-

lich hohen eindimensionalen Potentialkasten.

(a) Wellen-

funktonen, (b) Aufenthaltswahrscheinlichkeit W({E, x)dx =
[4+(x)] = dx des Teilchens
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Erlaubte Energieniveaus in unterschiedlichen Potentialkasten

a)

AE

b)

Es

Ee

E,

Eo

0

X E1
a

AE

0

2a

X

Abb.4.17a,b. Vergleich der Energieniveaus in einem eindi-
mensionalen unendlich hohen Potentialkasten der Breite (a)
Ax = a., (b) Ax = 2a
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Korrespondenzprinzip: QM=KM fiir makroskopische Systeme

In Ubereinstimmung mit der klassischen Vorstellung sind die beiden Bereiche I und I mit unendlich
hohem Potential fiir das Teilchen absolut tabu.

Im Gegensatz zu den klassischen Vorstellungen gilt aber zweierlei:

1. Das Teilchen kann im gebundenen Zustand nicht beliebige Energiebetrige aufnehmen; es sind geméf
\ \ n=1,2,3,... nur bestimmte, scharfe Energiewerte erlaubt.

2. Es existiert einelNullpunktsenergielbei n = 1, die nicht unterschritten werden kann, d.h., das
Teilchen hat diese Energie auch beim absoluten Nullpunkt der Temperatur (T' = 0 K) und kann (in
Ubereinstimmung mit HEISENBERG) damit natiirlich niemals in Ruhe sein.

Der Abstand zwischen den erlaubten Energieniveaus E,, ist um so kleiner,
¢ je grofler die Masse m und
¢ je grifler der dem Teilchen zugestandene Raum, d. h. je grofier die Topflinge a ist.

Das bedeutet, dal bei makroskopischen Kérpern und/oder bei makroskopisch grofien Potentialtopfen
(z.B. ein Gasbehilter mit einem Teilchen darin) die Energieniveaus so dicht aneinanderriicken, daf das
quantenmechanische Ergebnis in das (scheinbare) Energiekontinuum der klassischen Mechanik iibergeht.

Dies ist das Korrespondenzprinzip
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Erwartungswert von x

Fiir den Erwartungswert (z) gilt folgende Rechnung:

+oo

(z) = /ID;(;r,t)TII'n[;r.t)d;r (3.35)
0 . too
() = fID;(;r,t)TIDn[;r.t)d;r—l—/III’:E[;r,t]TlI'ﬂ(;r,t)d;r+ / U (e, )TV, (2, t) de (3.36)
— oo 0 a
0
(z) = /Urﬂdr
r oz . (M N | iBng \/5 . (MU \ _iBng
+/ \/;sm (?.L‘) emlr ' Esm (?t) e ' da
0
+oo
+ [ 0z0d=x (3.37)
7D 2 'Eﬂit _'Enf I .92 nw .
(z) =04 {—e+‘T e R /-rsm (Tr) dr 40 (3.38)
1 1

0
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Erwartungswert von x

" . . . ]
Mit der trigonometrischen Umformung sin®x =

In Integraltabellen findet man [xcosbrdzr =

vereinfachen:

%[1 — cos 2z) folgt aug Gleichung (3.38)

i

21 /;?3 [1 — cos? (E1):| dz
a2, a
[ T — rcm
0

cos br x sin b

:I: z) =

;E?] dx.

::-Ii—

- Y L o
111, <cos=fz xsin 2nm .
Py = Z [ 222 @ _ a
! a |2 An2x2 2n
L @ a 0
r 2
o 111, cos %a a sin 2*”(1 1 o cos 2?%0 0 sin 2’””
VT = E Ea T 4n2g2 2nw - E 4n2 2 2?'!‘1’
L a a aZ )
1(1 , 1
N
)= a 2(1 dnZg2 0 0+ 4o An2n2 +0
L a2 TaZ
|'I.I')". j— ﬂ
W) 5

(3.39)

(3.40)

. Damit lait sich Gleichung (3.40) weiter

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

Die Erwartung ist dass der Mittelwert von x in der Topfmitte ist

Mai 10, 2005
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£ ‘ Erwartungswert von p,
— oo
(P} = / U (2, )Pz Up(z, t) de (3.45)
0 @ +oo
(pe) = / U (e, )z U, (z, f) doe + /II!fb[;lt,t]ﬁlIJ?;i:;r, t)dx + / U (z, t) eV, (z, t)de (3.46)
oo 0 a
0
:::p\z: = / 0 (—1?1—0) d
. or
+ 2 5111 n"r +gt [ _jp L / 2 sin (E;v) e 1wt ) da
\ a 12) a a
D
+ oo
+ [0 (—13‘1—“) dx (3.47)
0 '1?'12(3+i£h&fc_i£h‘lt Q sin (n.?r r) e sin (.n'ﬂ—-r) dr+0 (3.48)
B a J a )\ oz a’ o o
i}
2 r nmw nm nmw
(p.) = —ih— : —Cos | —1 b (3.49
Pz lha ./.sln( ; r) ( p Los( " r)) dr (3.49)
0
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Erwartungswert von p,

o

ia
C 20T . [nmw nw )
(py) = —ifi—— [ sin (—;1?) cos (—r) dz (3.50)
a a a a
0

B . ) .
In Integraltabellen findet man [ sinax - cosaz dr = % sin® ar, daraus folgt:

) = -0 { i’ (E?ﬂ (3.51)
a QT a 0
1 nr Conr
a a a
-
1
°
o) =~ 50 (3.54)
W)
Pz) =0 (3.55)

Die Erwartung ist dass der Mittelwert von p, O ist, d.h.
Teilchen hat mit gleicher Wahrscheinlichkeit ein Impuls nach
links oder nach rechts.
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Zum Mitnehmen

o

Die Randbedingungen der SG fiihrt zur Quantisierung der Energien

Klassische Zustdnde sind immer Uberlagerungen von vielen
Eigenzustdnden.

Es gibt eine niedrigste Energie fiir jedes Quantensystem z O, weil
ansonsten die AW O wird. Dies entspricht eine Impulsunschdrfe

und dementsprechend eine Ortsunschdrfe = Nullpunktsschwingungen
(auch bei absoluter Temp. = Ol)
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Roter Faden:
Wiederholung Quantisierung der Energien in QM

Franck-Hertz Versuch

Emissions- und Absorptionsspektren
der Atome

Spektren des Wasserstoffatoms

Bohrsche Atommodell

Folien auf dem Web:
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe .de/~deboer/
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Energiewerte, Wellenfkt. und Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

L in einem rechteckigen Potentialtopf |

o

a) b)
AE AE
E4| N N jm E, VavAYVAVYVAN
N N
E el ~N9E, L
“n,_\__,/
E — - ‘\H—I‘,H’-‘- E | - T T, ~ - e
Eil=— — > x — — x
0 a 0] a

Abb. 4.16a,b. Energieeigenwerte eines Teilchens im unend-
lich hohen eindimensionalen Potentialkasten. (a) Wellen-
funktionen, (b) Aufenthaltswahrscheinlichkeit W E, x) da

ir(x)] = dx des Teilchens
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Erlaubte Energieniveaus in unterschiedlichen Potentialkasten

a) b)
AE AE
E, Ee
E5
E. E,
ES
El EE
E
0 a’ ‘o 2a

Abb.4.17a,b. Vergleich der Energieniveaus in einem eindi-
mensionalen unendhich hohen Potentialkasten der Breite (a)
Ax = a., (b)) Ax = 2a
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Korrespondenzprinzip: QM=KM fiir makroskopische Systeme

In Ubereinstimmung mit der klassischen Vorstellung sind die beiden Bereiche I und I mit unendlich
hohem Potential fiir das Teilchen absolut tabu.

Im Gegensatz zu den klassischen Vorstellungen gilt aber zweierlei:

1. Das Teilchen kann im gebundenen Zustand nicht beliebige Energiebetriige aufnehmen; es sind geméf
‘ n=1,23,... nur bestimmte, scharfe Energiewerte erlaubt.

2. Es existiert einelNullpunktsenergielbei n = 1, die nicht unterschritten werden kann, d.h., das
Teilchen hat diese Energie auch beim absoluten Nullpunkt der Temperatur (T' = 0 K) und kann (in
Ubereinstimmung mit HEISENBERG) damit natiirlich niemals in Ruhe sein.

Der Abstand zwischen den erlaubten Energieniveaus E,, ist um so kleiner,
¢ je grofler die Masse m und
¢ je grifler der dem Teilchen zugestandene Raum, d. h. je grofier die Topflinge a ist.

Das bedeutet, dafl bei makroskopischen Korpern und/oder bei makroskopisch grofien Potentialtopfen
(z.B. ein Gasbehilter mit einem Teilchen darin) die Energieniveaus so dicht aneinanderriicken, daf das
quantenmechanische Ergebnis in das (scheinbare) Energiekontinuum der klassischen Mechanik iibergeht.

Dies ist das Korrespondenzprinzip
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E Erwartungswert von x
Fiir den Erwartungswert (x) gilt folgende Rechnung:
+oo
{z) = / U (z, )7V, (x, ) dx (3.35)
] i +oo
(z) = [ U (e, t)TW,, (2, ) doe + /III’;[;E,T.);T?II-'N (w,t)dx + [ Uz, t)TV,, (2, 1) de (3.36)
—%0 0 a
0
(z) = /' 020dx
f? nu +iBn 2t f? nmw _iEng .
+/VE-Ln ) V—sm (Tt)c mtdax
0
+ / 020 dz (3.37)
DD 2 +'E-‘-"’f: _-E'.la.{ h . 9 nw e
{z) =0+ {—c TR teTUR rsin (?;r) dr+0 (3.38)
1 1
0
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£ Erwartungswert von x
| Mit der trigonometrischen Umformung sin? z = %[1 — cos 2z) folgt aus Gleichung (3.38)
(z) = 21 /;r [1 —cos2 (E;v)} dr (3.39)
a2, a
, 1 .
(z) = — ;E?] dx. (3.40)
@

[I—ECD\
0

In Integraltabellen findet man [xcosbrdzr = e I )
vereinfachen:
_ R o .
L 111, <cos=fz xsin 2nw
(py = 2 | Zp2 — 0 _ a
! a |2 AnZg2 2nT
L i [e3 O
r 2
o 1|1, cos==Fa asin Zn =Ta 1 coSs —2*;”0 0 sin 22T 2’” 0
B = E Ea T 4n?x2 2nw B E 4n2 g2 2‘:"!‘1'
L aZ a aZ @
1(1 , 1
T:J,: = H Ea 122 D 0+ 412‘1_2 +0
L a? TaZ
I a
{2y = =
gy 5

|

. Damit lait sich Gleichung (3.40) weiter

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

Die Erwartung ist dass der Mittelwert von x in der Topfmitte ist
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E ‘ Erwartungswert von p, J
- +oo
(P} = / U (2, )Pz Up(z, t) de (3.45)
0 @ +oc
(pe) = / U (2, )Pz Uy (2, ) de + /II’;[;IT,?‘.]ﬁ‘I’n{I,t::l dr + / U (2, )Pz U (z, t)de (3.46)
oo 0 a
’ )
(pr) = /D (—iﬁf—O) da
. or
/ 9 7 s En -:)] p) m .
+ / V% sin (?r) HE (—iﬁi;— | —=in (L 1) c‘le) da
0
+oo i
L0 )
+ / 0(—1?‘1__—”) dx (3.47)
. {_:J‘;I?
(pg) =0 — iﬁzc"'i%&fc_i%t [ sin (Er) L—) sin (Er) dz+10 (3.48)
Wl = a ] a’ dr a’ o e
0
2 r nw nw nw
(p) = —ih— 3| =i — COS | —1 ) (3.49
P lha ./.sln( ; r) ( p Los( " r)) dzx (3.49)
i
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£ Erwartungswert von p,
] P L 2nT f . /nT /nm o
(D) = —lﬁa? . sin (Tl) cos (Tr) dz (3.50)
0
In Integraltabellen findet man [ sinax - cosaz dr = % sin? az, daraus folgt:
oy g 2nm 1o mw ‘ o =
(pe) = —ih 3 {2% sin ( ; .r.):|0 (3.51)
P S e L g (MT =
(pe) = —lﬁa (:sm (?a) — sin (?O)) (3.52)
5
Pe) = —1(—1 (sin2 (nm) —0) (3.53)
1
P} = —1—?10 (3.54)
a
pz) =0 (3.55)
Die Erwartung ist dass der Mittelwert von p, O ist, d.h.
Teilchen hat mit gleicher Wahrscheinlichkeit ein Impuls nach
links oder nach rechts.
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Coulomb-Potentiale der Atome

" N 1=0 =1 2 |=3 =4  |onisationsgrenze
O m— — 5 —%n— = 5
= 1 E F F F
-190 =3 3 3p ad
1 ,,
3':”[_1 2|||I ‘ 25 2p
|
|
|
92
E, =
ol Coulombpotential # Rechteckpotential
bei kleinen Abstdnden
'3.5}‘ n=1 1 is
Abb. 5.5, Termschema des H-Atoms entsprechend den Energiewerten in (5.18). Die Energieskala ist mabstabsgetreu
Mai 12, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 9

Frank-Hertz Versuch beweist Energie
Quantelung der Energieniveaus

. 2James Frank (1882 — 1964), Nobelpreis fiir Physik 10925.
positiv geladene

Spannungs-_
quele U 7]

T+

Platt Gustav Hertz (1887 — 1975), Nobelpreis fiir Physik 1925.
atle

Experimentelle
Anordnung
Réhre mit Hg-Dampf gefullt (p = 10 mbar)

..\..\..\Fil me\FranckHertz.dcr

Gasflillung

negativ geladene
Wendel

u=0v

4 http://phys.educ.ksu.edu/vgm/html/FranckHertz.html

Elektronen-
e Leuchterscheinungen
U=20V U=30v U=40Vv U=50V U=60Vv
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Anregung durch Stéle, Emission durch
Ubergdnge zum 6Grundzustand

o

Bohrsche Bahnen
(strahlungsfreie
Bewegung)

Atomkern

Mai 12, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 11
E Frank-Hertz Versuch beweist Energie
£ Quantelung der Energieniveaus
| B e o; A Franck-Hertz-Versuch. (a) Experimentelle
ES .-.-h:':;i.:-;:'_;-i':i"_'_':j} % Anordnung. (b) Verlauf des
T Q’f — . Elektronenstroms I (U) als Funktion der
B u ! = = = .
" %éu Beschleunigungsspannung in einer Rohre
piad ¥ . -
a) s mit Quecksilberdampf.
. ~—sov—| " /Y Ursache: inelastische StoRe d. Eletronen mit Hg-Atomen - fiihren zu
e — = llf |  Anregung der Atome gemaR: e~ + Hz - Hz*(E,) + e - AEy,
250 i {—4  mitAEg, = E, Elekironen geben AEy;, = E, als E, an Hg-Atom ab -
o0 Al / ¢ Energieverlust des Elektrons - El. kann -AU nicht tiberwinden.
; J | JI.’ Elastische StoRe: Elektron kann max. m,/myg, = 10~ abgeben.
- » / II
100 ;’ ;’ -l“._f’[ Nur elastische StofRe |(U) - gestrichelte Verlauf.
sal ,l g/ Bei hoherer Beschleunigungsspannung - mehrere inelastische Stélke
] g maglich.
: 5 10 15
=] i
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Frank-Hertz Versuch beweist Energie
Quantelung der Energieniveaus

Die Beobachtungen lassen sich so erkliren:

. Die Elektronen werden beim Durchlaufen des elektrischen Feldes stindig
beschleunigt, so dal} ihre Energie kontinuierlich zunimmt. Man kann also den
Elektronen in jedem Punkt in der Réhre eine Energie zuordnen.

2. Die Gasatome in der Rohre konnen nur ganz bestimmte Energieportionen
aufnehmen. die durch die Energiedifferenz zwischen zwei Zustinden gegeben
i1st. Da die Gasatome i1m Grundzustand vorliegen, handelt es sich um die
Energiedifferenz zwischen einem angeregten Zustand und dem Grundzustand.
3. Die Elektronen stoflen beim Durchlaufen des Gases stindig mit den
Gasatomen zusammen, konnen aber nur dann Energie auf emm Atom
tibertragen, wenn ihre kinetische Energie groBer ist als die Energie, die
benotigt wird, um ein Atom anzuregen. Ist dies nicht der Fall, wird beim
Zusammenstoli keine Energie ibertragen, das Elektron also auch nicht
abgebremst.

4. An bestimmten Punkten in der Rohre reicht die kinetische Energie der
Elektronen aus, um Gasatome anzuregen. An dieser Stelle [EBt sich eine
Leuchterscheinung beobachten, da das Atom sofort wieder in den
Grundzustand zuriicktillt und dabei Licht aussendet. Die Elektronen haben nun
soviel Energie verloren, dal} sie keine weiteren Atome mehr anregen kénnen.
Sie werden weiter zur posititven Platte hin beschleunigt, bis die Kkinetische
Energie wiederum ausreicht, um ein Gasatome anzuregen. An diesem Punkt
kann man eine weitere Leuchterscheinung beobachten.
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Emissionsspektren

(a) Anordnung zur
Aufnahme von

Emissionsspektren
mit einem Prismen-
L ktrographen; (b
uelle 3 spe. l.oglap en; (b)
Emissionsspektrum
a) B eines Eisenbogens im

Spektralbereich von

al T I 390 bis 398 nm mit
11 | 11 drei verschiedenen
CHEL R ’ II Belichtungszeiten.
1 ] [ - II
9

396 3&58 nm

=

Il

b)
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Absorptionsspektren

o

Kontinuum- L,

j L
lichtquelle Absorptionszelle 2

[ AN r,..:l...
| | | | '1| | .‘I
eI ARN

| |
Photo- _
a) Spektrograph Detekior Schreiber

WA

o

2584 —
2512—

Messung von Absorbtionsspektren. (a) Experimentelle Anordnung; (b)
Absorbtionsspektrum von Natriumdampf.
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Gleichzeitige Messung
von Absorption und Emission

o

Lichtquelle Probe transmittiertes
Licht 1
O -= le A

' Fluoreszenzlicht

Jeder Absorbtionslinie (Wellenldnge) entspricht auch eine Emissonslinie
Enussions- bzw. Absorbtionsspektrum 1st fiir jedes Atom charakteristisch
Spektralanlayse

Spektrallinien sind nicht unendlich scharf! - Intensitdtsverteilung nmut
endlicher Breite - Atome senden nicht streng monchromatisches Licht aus

Atome haben diskrete, aber nicht perfekt
scharfe Energieniveaus. Uberginge zwischen
den Niveaus madglich durch Absorption

oder Emission von Lichtquanten mit hv=AE.

Losung:
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Emissionsspektren von H- Atomen

o

J.J. Balmer: Emissionsspektrum des \Wasserstoffatoms

Wellenlange 4 folgt einfachem Gesetz:

vi = 1/Ar = Ry. (% - ”%) mitn, =2 und n, =3.4,5....
1 2

n
Lymanserie n, = |
Paschenserie n; = 3
Erklarung?

Ry = 109678cm~' (Rydbergkonstante)

o B Y d ¢ V—

Abb. 3.26. Balmer-Spektrum des Wasserstoffatoms, emittier
von einer Wasserstoff-Gasentladungslampe
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Spektren der H-Atome

o

Emission

-0.38 eV 65

-0,55eV S8

-0.85 eV 45

-1.5eV L
IR-Linien

3.4 eV 1 2s

sichtbare Linien
(Balmerserie)

-1 _’L(, eV L (i['l]l]dzllstﬂnd s

Anregung UV-Linien
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o

Spektren der H-Atome

-

Termenengie / ey

n= Hau

p'l'quan'l'enzahl lonlsierungsgrenze

wiem

Mai 12, 2005
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R e e S — 0
T .
& ——
= * P‘;L.I'II:'
09 — 4 - AR ] Sere
Brackatt-
| Saria
| —{ 10000
W Ay J —Paschen-
: Serie
< 1R T
o — 2 sl "
Serie om0, oy _| 30000
‘,\I};- ARAES vz=e/h -> v=1/) fiir c=1
EEO Wellenzahl V in [cm-1]
entspricht Anzahl
der Wellenléngen pro cm.
-1a8 . ! ‘v _ 1110000
]
19

Spektren der H-Atome

O

: \ . E L E )\ E
B —
& Kontinuum: E >0 ol B ) ] () eV
- e
| —— g "
-9-357‘"{' T 4 — 4]
=1.b I 1= =
- : 125 '
3.4 2 - =l b
|
ey
1.5 has
185 4 E
8- o
riilp |
1101
i e
Ll B H4
f2o
13 4 — ||
-13.6 T ‘”“1 R
Ylman  Bamer  Paschen  Bracket
W sichtbar  nahesiR R Lyman Balmer Paschen Brackett
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Umrechnen der Einheiten

o

e Wellenldnge A in Einheiten von m.

e Wellenzahl V= 1/A = v/c in Einheiten von cm!
e Frequenz v in Einheiten von Hz.

e Energic v = ho in Einheiten von eV.

he

Dispersionsrelation fir Licht: £ = v =3 -iw
Daraus folgt:

E=1meV = v =024THz = v = 8.066cm™! = A = 0.125¢cm

z.B Licht von 500 A hat Wellenzahl von 1/500.10-8=20000
und entspricht eine Energie von 20000/8.066=2.5 eV
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Bohrsche Atommodell

o

Niels Bohr (1885 - 1962) "Planetenmodell” der Atomel

Elektron (Masse m.) lauft mit Geschw. v auf einer Kreisbahn um den
Schwerpunkt.

Bedingung: Zentripetalkraft = Coulombkraft, d.h.:

Mg Mg
Tt

£ = L Ze mjt u= ~ m, — Radius der Kreisbahn:

I Armeg ;2
Ze~
dmeguv-

=

Wenn keine Einschrankung fur Energie d. Elektrons 1v?/2 existiert

Ist jeder Radius erlaubt.

ABER in der QM
sind Energien
quantisiert!

Aber: Planetenmodell flach, Atome rund. .
QM: Aufenthaltswahrscheinlich- DI
keiten NICHT in Planetenbahnen.
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Bohrsche Atombahnen aus der QM!

o

Elektron durch Materiewelle beschreiben - stationarer Zustand des
Atoms - stehende Welle — Kreisumfang n.A

Esqilt: 2r.r=nip (n=123.....)
Ap = h/(uv) = Geschw. des Elekrons v = n. -~

2mur

.‘

Furvinr= —Z_ einsetzen:

4reguv-
il eg

Mégliche Radien der Elektronenbahn: r = —~ = ”—;a.;.

ruZel

ag....Bohrsche Radius: a, = E"'—”z =5.297.10m ~ 0.54

Tue

Bedingung 2r.r = n.Ap fihrt zu QUANTELUNG der
Elektronenbahnen!

Kinetische Energie des Elektrons: E;, = £12 = %% = —3Epor
e 1 _Ze® :
Gesamtenergie: E = Eim + Epor = —7 re, NEgativ
Es qilt firr- «« und n- « E-= 0
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Coulomb-Potentiale der Atome

.-"E"\-"IrJ : o =0 =1 |=2 =3 =4 lonisationsgrenze
o — — 5 -—x T E; 5
08— : i T i :
Bl
3371 'Ellf 2 —ag 2p
|
|
I
2
Ey=-—
et Coulombpotential # Rechteckpotential

bei kleinen Abstdanden

'B.SF n=1 1 15

Abb. 5.5, Termschema des H-Atoms entsprechend den Energiewerten in (5.18). Die Energieskala ist mabstabsgetreu
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Stehende de Broglie Wellen im Bohrschen Atommodell

o

has the eigenwalues

for w=0,41,+%, £3,. ..

VQM 4.12, 5.1, 5.18

S Vorsicht:
36 diese Darstellung
30 dient nur zur
24 Illustration.
18] 150 \30 | AW der Elektronen
] \. viel komplizierter
12 - .
] _ wie wir nachher
< 1 \| | sehen werden!
— 04180t 1o
~ 6. 'l
12
18- )
1 210 330
24
30 -
36 -
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= ' Teilchen auf einem Kreis
The operator H = —% ﬂ.’glg"a'mg on the
interval [0, 2] with periodic bound ary con-
ditions
P(0) = (2m),  (0) = 4'(2n)

The rmowie shows the superposition of the

eigenstate

1
$lz) = 7z (epalz) + ool =)

which has energy &3 = 2 and of the eigen-
state zhl:mjl with enerey By = il,-"'E. The
titne ewnlution is given by

‘Z|"J|:$,$:I — % qSI:mjl 22t 1 \j_-’ﬁ?ﬁi ($:I E:iélr'ﬂ

Thiz state is periodic in titne with period

T = 4

Mai 12, 2005
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Energiequantelung beim Wasserstoffatom

o

pet.z?
2

Andere Schreibweise: £ = - = —Ry*. &

A3 )
8egh-n n-

Mit Ry* = Ry h.c = =< n=Hauptquantenzahl

Begh-

Energie es Elektrons nimmt nur diskrete Werte E(n) an!
Durch Quantenzahlen n =1,2,3,4.... festgelegt
Stationarer Zustand - Quantenzustand des Atomsl

Quantenzahl gibt Zahl der Perioden der de Broglie Welle auf
Kreisumfang an.

Man beachte:

Rydbergkonstante | Ry.. = 109737.31534cm™ (Mg = o0, u = m,)
Rydbergkonstante [fUr reale mg : Ry = Ry... u/m,
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Erkldrung der Spektren im Bohrschen Modell

o

Bohrsches Atommodell nimmt Quantenbedingung fur klassische
Bewegung des punktférmigen Elektrons im Coulombfeld an.

Quantenbedingung mit Drehimpuls:
Aus (v =n. =) ur—wrv= ’L|—I?h

Dreh:mpuls ist quantisiert!
Erklarung des Linienspektrums im Bohrschen Atommodell:
Absorbtion eines Lichtquants /#v — Atom geht von £; in E;

hv = Ey — E;
bzw.: v= 2 L L
. h n; ng
Fur v = v/e und Z=1 mit Ry* = Ry.h.c Balmerformel.

Emission eines Lichtquants geht Atom v. hoheren in niederen
Energiezustand gemal #v = E; — E; Uber.
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Zusammenfassung Bohrsches Planetenmodell

o

Bohrsche Modell erkldrt experimentelle Spektren gut, ABER
dieses "Planetenmodell” erklart nicht warum Elektron keine
Synchrotronstrahlung abstrahlt, d.h. warum Elektron nicht
durch eine Spiralbewegung in den Kern fdllt.

Antwort:

Elektronen nicht auf Bahnen, sondern AW durch
SG bestimmt (inkl. Unsicherheit durch Unscharferelation).
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Stabilitdat der Atome

o

a.....mittlere Radius Wasserstoffatom

Abstand r Elektron von Kern: Ar < ¢ — Elektron innerhalb des
Atoms.

Unbestimmtheit des Impulses: Ap, >h/a

Mittlere kinetische Energie d. Elektrons: Eu, = 2 > & - ®
2m 2m 2ma?
Potentielle Energie im Abstand a: E,,; = —e*/(4rgqa)
- hE _2
Gesamtenergie: E=Ew+Ep: - E> T - 4;’m
Grolte Aufenthaltswahrscheinlichkeit bei a.s, - dort ist dE/da=0
anin = 4’;fjﬁ - :i = ao ’'Bohrsche Radius”
Stabiler Zustand (minimale Energie) f. H-Atom (Heisenberg!):
- me? _ __met _ _p o«
E min = 2(4rsq.h)> 8e3h? Ry

Stimmt f. Grundzustand mit Experiment tberein.
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Stabilitdat der Atome

o

A mv2/r=e?/4ngyr?

Ekil"l e<1/r

a) b) ."l

Verlauf von kinetischer, potentieller und Gesamtenergie des Elektrons im
Coulombfeld des Kerns als Funktion des Abstandes r zwischen Elektron
und Kern: (a) klassisch, (b) quantenmechanisches Modell
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Zusammenfassung Bohrscher Atommodell

o

Elektron bew. sich auf Kreisbahnen um Kern.

Radien gequantelt - nehmen quadratisch mit Quantenzahl n zu.

oo owk o nlhleg .
= VA ao = ;r..u.Z.e2 Vorsicht:

Drehimpuls im Bohrschen Modell

nicht auf "Bahnen”bewegt, sondern

Radien verkehrt prop zu Kernladung Z.e die AW sich aus SG ergibt

schlicht FALSCH,weil Elektron sich

Zu Quantenbahn charakterisiert durch Quantenzahl n - def. negative
Gesamtenergie
= —Ry*. Z_ bzw. Epor = 2FE und Epy = -F

ﬂg
Als Energienullpunkt gewihlt Ionisierungsgrenze (n - ), (r— =)

Absorbtion vo Licht mit Frequenz v nut iv = E — E; von E; in Ef be1
Enmussion von E» m E;.
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Anregungen der Atome

o

Es 1st allgemein tiblich, den energetisch niedrigsten Zustand eines Atoms als Grundzustand Eqg zu be-
zeichnen. Die bei der Anregung aufgenommene Energie nennen wir Anregungsenergie. Die Anregungs-
energie kann auf verschiedene Arten zugefilhrt werden:

o optische Anregung: Anregung durch Licht 1 infraroten, sichtbaren und ultravioletten Spektralbe-
reich.

o mechanische Anregung: Anregung durch StoBe mit Elektronen.

o thermische Anregung: Anregung durch Stofprozesse zwischen den Atomen aufgrund ihrer ther-
mischen Bewegung.

Die thermische Anregung von Atomen ist bei Raumtemperatur sehr uneffektiv, da die mittlere thermische
Energie der Atome hier nur 2f5T ~ 38 meV betrdgt, wéhrend die typischen Anregungsenergien der Ato-
me im eV-Bereich liegen. Bei sehr hohen Temperaturen, wie sie 2.B. in den Atmosphiren von Fixsternen
wie unserer Sonne vorzufinden sind, konnen dagegen thermische Anregungsprozesse dominieren.
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Zum Mitnehmen

o

Quantisierung der Energien der Atome
aus Spektrallinien und Franck-Hertz Versuch

Bohrsche Atommodell erkldart Quantisierung
der Spektren durch Quantisierung der
Drehimpulse. Spektrallinien sind Ubergdnge
zwischen den Energieniveaus.

Erkldrt jedoch nicht die Stabilitdt der
Atome, da im Planetenmodell die Bahnen
durch Strahlung instabil sind.

QM erklart Stabilitdt aus Randbedingung
stehender Wellen und Aufenthaltswahrschein-
lichkeit der Elektronen kombiniert mit
Unschdrferelation zwischen Ort und Impuls
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Vorlesung 10:

o

Roter Faden:

Der harmonische Oszillator
Der Drehimpuls

Folien auf dem Web:
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~deboer/

Siehe auch: http://www.wmi.badw-muenchen.de/E23/lehre/skript/
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Energiewerte, Wellenfkt. und Aufenthaltswahrscheinlichkeiten
in einem rechteckigen Potentialtopf

o

a) b)
AE +E
— ---‘\ : l H\ r P / \
E4| - 416 E, - 1
N N
E kN “9E, L
\\h_—_
T - . T -~ .,
E.p= e L S .
2 ~__~
Ei= — X —— — X
0 a 0 a
Abb. 4.16a,b. Energieeigenwerte eines Teilchens im unend-
lich hohen eindimensionalen Potentialkasten. (a) Wellen-
funktionen, (b) Aufenthaltswahrscheinlichkeit W E, x) da
M x)] ~ dx des Teilchens
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F Lésung der S6 mit beliebigen Potentialen
i (bisher eindimensionales Rechteckpotential)
Das Potential um das Minimum X, kann wie jedes Polynom als Taylorsche
Reihe entwickelt werden:
V(x)= V (xa) —|— V'(xo)(x — x0) + lV (x — a2g)2
Vi— Y v £V \4
Im Minimum:
e V=0
e V(xg) = konstant (darf subtrahiert werden) X g
o V ir(x) = %V" (10) (= — m0)?
Dies ist das Potential eines harmonischen Oszillators (V o x?!)
V= fFda—-—!.::();V<0—>anziehend wz:%#
DGL: m# = - kx (2) [k
M Losungsansatz: x — A coswt (3) ) — & = Agcos VI Et
(3) in (2) : - mAw cos wt = —kA coswt = V= —gme’a? '
M QM : statt F — ma jetzt: SG El"war"l'e Wiedel“
o — B diskrete Energie-
niveaus, wie beim
a=2>r <& mow222(1), wobei H — Hamiltonoperator ! .
i Zr o Rechteckpotentiall
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= Lésung der S6 mit Potential eines harmonischen Oszillators

2 LOSUNGSARTEN: f{jr V=cx?2

1. algebraisch via Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren (oder Auf-und

Absteigeoperatoren)

2. analytisch (wie vorher beim Rechteckpotential)

Hier: nur 1. (Notation Griffiths)

G : 5 {(h d) + (mwm}g} U = E¥(2) oder (a_a+ _ %hw) o= Eop (8)

t dx
h : _=H - ihw(7
(152 4+ v: = (u —+ 'itr) (u = 'it?}) =0 aue a+a 2" ( )

Aus (5 MNN:ra_a, —ara_ = la_a
Deﬁnition der Auf - undAbsteigeoperatoren: (5) +(7) + + [a-a4]

— 1
ay= =t + imwr (3) Der Kommutator [a_a,]=hw
Was ist a_a, £(x)? 20, d.h. ¥ nicht gleichzeitig
a_af = ﬁ (%% = .’.ﬂle) ( F | imwe f) Elgenfk‘l'. von a._ und a,.

= Lm [ 52—-’5 + hAmw dm — hmw a—-t + (mwx)? f]

=1 [(’_:%)2 + (mwz)® + ?imw] f(4)

d.h. a_a, = H + %ﬁw (5)
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Lésung der S6 mit Potential eines harmonischen Oszillators

1. springender Punkt:

Wenn ¢ eine Losung der SG Hy = By ist (1), dann gilt (2) : Hape =
(E 4 hw)aie.

Dies ist wieder eine SG mit Wellenfunktion a,¢ und Energie £ = hw

D.h. statt die kontinuierlichen Liosungen der KM fiir den harmonischen
Oszillator hat man jetzt diskrete Lésungen mit Energien £ = nfiw (n = 1

Beweis fiir (2): esgilt: Hy = B, H=a_ay + %ﬁw} —udH =aja_ - %ﬁw}
Wir berechnen :
Hayp== (ata_ + %ﬁw)ayp —aqa_at+p + %ﬁwa+go =

=ay(E+ %ﬁw)c,o - %ﬁwa.kgo = (K + hw)agp

So auch:

Ha_p=(E-hwa_g

d.h. a_ erniedrigt die Energie um fiw (Absteigeoperator)
und a erhtht die Energie um fiw (Aufsteigeoperator)

Energiestufen von hw ist gerade das, was man braucht um
diskrete Energieniveaus eines harm. Osz. zu beschreiben.
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Lésung der S6 mit Potential eines harmonischen Oszillators

Daraus folgt: Durch Verschiebungsoperatoren kann ich oo viele Losungen
der SG finden.

Jede Eigenfunktion hat ihre eigene Energie.
Z.Springender Punkt: E > 0 [E = % —+ %?nwzmz], d.h. es muss eine niedrigste
Stufe der Energie geben,

fiir die gilt: a_go= 0 oder —x

A 2m

hd QT -0 —
[?E'*;—O — -Mn,w.t:cpo] =0 —

T ?m'ﬁ:z
— f% =% [xdr = Inpy=—-"53+c—
mw
— ) = Agexp(— x?
wo(x) o exp( oh )
&L

Welche Energie Eg gehdrt zu o7
SG : Hpo= (a_ay + 3hwo)po = Foyo

Da a_pg = 0 muss gelten : Eyg = %hwo —Nullpunktsenergie

Da die Wellenfunktion der niedrigsten Energiestufe jetzt bekannt ist, kén-
nen alle weitere Energiefunktionen durch Anwendung der Aufsteigeoperatoren
berechnet werden: .

Yo = 14-0 OXp(— ok

1 mewEs Y

. _ . _ k_d T _
w1 = a1 = Ag o [ic& + r.mu.a.] exp( o

—_Ao [E (_M) P TAT {| e’ . 2
T Vam i n) T imwr| exp(—"5=) —i A 0w/ Ima exp(—"55

— Ey = By + hw = 3hw o = ayp, — P2 = Jhw; usw.

Mai 17, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer




Lésung der S6 mit Potential eines harmonischen Oszillators

Inklusive Normierung: < ¢ | ¢ >= 1 gilt:

(_)_(m.w)% 1 H{E) ( 52)5__ f.':tnw
i) = \h Vorpt " P _‘EV h

mit H,(¢) = (-1)" cxp(fz}%(_ﬁ(Hemnitesche Polynome)
z.B.: Hy =1, H;=2x, H; — 42? — 2, H3 = 82* — 12z,

Hy = 162* — 4822 + 12,

Hy = 322% — 16023 4+ 1202 + ...,

Hp(z) =22H,(x) — 2nH,_;(x)

(Rodrigues-Gleichung)

t = 0.00

o o o o
=] =1 [ =] Lo ol -

-0.

-4 -2 a 2 4

x=0 mit E=0 verboten
nach Unsicherheitsrel.->
Nullpunktsschwingungen

x

— o — Gausskurve En \ (D%&‘\{/Avd 115

o, — go?i;rz 2 ‘%\_/f\\_//\i 4

P2 — @(da” — -

Rechts: 2 Plots zusammengefiigt: \%f\vi =

a) die Amplitudenfkt. < >

des harm. Osz. fir n=0,1,2..,5 \ /\L

aufgetragen gegen Auslenkung oo \/\\/(_\A !

x bei der jeweiligen Energie E, N 0
|| b) das Potential als Fkt. von x 0 T X
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Berechnung der AW beim klassischen

Oszillator

Wahrscheinlichkeit, das Kugel sich am Position x aufhdlt: P(x) = kg

&

Betrachte Energie und verlange gleiche Energie wie in der QM (Korrespon-

denzprinzip):

1 1 1
E = —mv? 4+ —mw?z® = (n + D)hw
2 2 ( ‘2)

. Pl he—melx? . [E
A 1'n-"ll T :1\4-".';(2) Vn
(2)in (1) : P(x) =k %;'3-23*: (3)
k aus Normierung : [77°® P(x)dxr =1 (4)
mit X in= 0 ; Xonax = f'% (aus (2) mit v = 0) X

v

1 —

a
oo i

arcsin(x) |=

Am‘

Aus (3) + (4): k=

=(5) (bermtze :

Wiy

(5) in (3): P(x) o e e
Dies entspricht klassische AW mit E=(n+1/2)hw.

n=0 KM
QM
> X

Mai 17, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer




Lésung der S6 mit Potential eines harmonischen Oszillators

i

o1 6 2.2
o (x) ox (4a’z® — 2)(4._(1/2)(1 &

n=1
() o (2&:1:}(4_(1/2)“2‘”?
—(1/2)a*x*

o) x e

Nullpunkts-“Schwingung”

g und |1pg|* Gauk-Funktionen
zentriert bei @ = 0

Paritdtsoperator = Spiegelung gegen Ursprung (x->-x).
Eigenwert + oder -1, hier (-1)
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Lésung der S6 mit Potential eines harmonischen Oszillators

Beachte folgende Eigenschaften der v, (x):

1) Alle Wellenfunktionen sind # 0 auflerhalb des klassisch erlaubten Bereichs (V(z) > E,, im
Bild auf der jeweiligen Achse markiert)
= Exponentiell abklingendes Eindringen in den klassisch verbotenen Bereich

(Tunneleffekt)

2) Wellenfunktionen haben definierte “Paritit” (die beim H-Atom erwihnten © () ®(y) eben-
falls, dort aber nicht diskutiert): bei Spiegelung am Ursprung (z — —z) kein Vorzeichen-
wechsel fiir gerade n (+), Vorzeichenwechsel fiir ungerade n (-).

3) Asymptotisches Verhalten fiir n > 1

(n + 1) Maxima fiir |1,
n =58

Hauptmaxima  aulen:  Ozsillation
um die klassisch  zu  erwartende
Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines
. . schwingenden Systems (maximal an
' ‘ i den Umkehrpunkten z = £L)

[Wssl°| 1

!
i [-“|||”H|”H1|J LAAMAAAAAAD |||H||1“|1H1” | = Bohrsches Korrespondenzprinzip:
Wi TN Ll ! Ubergang zur klassischen Physik im
-L 0 L Grenzfall sehr hoher Quantenzahlen
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Der anharmonische Oszillator

Beispiel fiir Abweichung eines harm. Osz.:Energieniveaus eines

zweiatomiges Molekil mit "Morse-potential” mit Dissoziation ab
einem bestimmten Distanz und Energie

E

Dissoziationsenergie

1
ON.

Mai 17, 2005
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Der klassische harmonische Oszillator

—

The state of a classical harrmonic oscillator iz
\ deterrnined by Newton's equation of motion:
&

. LT

(assurning that the mass of the particle is
: egual to 1) The solution is

#(#) = asin($— &), (position, blue curve)

. / #(t) = coos(t— &), (wlocity, green curve)

The constants o« and & hawe to be deter-
1 mined from the initial conditions

#0) ==zp end (0} =p.

Here they are given by

[ == [ e [

a=1, b= —mf2.
5.1. Classical motion of the

harmonic oscillator

Techmical Hote Page 2 of 3
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Bewegung im Impulsraum

[ t = t.08
Oscillating function ... & harrnonic oscillator eigenf’unn:tifn T
n related to its Fourier tremsform .. by
0.8 .
0.6 dal) = (—1)"¢lk).
0.4
0.2 For the time ewnlution of an arhitrary state
o in the field of a harmonic oscillator we hawve
-4 -2 0 z q . .
Plat +mf2) = a7 Gk, 4)
and its Fourier transform
. ; Up to a phase factor, we wase function in
D'E monentum space at time # looks like the
u:-} wave fiunction in position space at time
- t + m/2 An snalogous relation holds he-
a twmeen monenturm snd position of a classical
harmonic oscillator
-4 -2 0 z g
i T e [ [ =]
5.3. Oscillating state "0+1"
3: Momentum space
Technicsl Hote Page 1of 1
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Bewegung im Phasenraum

For any solution qﬁ[m, t} of the the harmonic

oscillator, the Fourier transform eﬁ(k,t} is &
solution of the same equation:

R i d? g%
P2 det) = S(—— 442 R
Hence the product

f':xl- k?t) = 'Zi':"::mrf'} Qiﬁ(krﬁ

iz a solution of the two-dirrensional oscilla-
tor equation which reads (after the wariahle
substitution & — z)

i%f{ﬁ,y,ﬂ=
1¢ &£ 4
== == E(_E_ @-I_(xz +y2}) Hawt)

5.3. Oscillating state "0+1"

4: Wave function in phase space
Technical Hote Page 1l of 1
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2.1. Trigonometric sums
3: Complex Gaussian function

Approximation of a complex-valued
periodie function by a Fourier sum:

The surmmand of order n in the Fourier series
of a real-valued periodic function is of the
form cos(n x +b), which can be written as a
line ar comhination of the exponential
functions explin &/ 2)andexp(-in x/2).

In the Fourier series of a complex-walued
function the summeand of order n is a more
general linear combination of these
exponential functions. This time the
summand of order n may be complex-valued.

Click "More" if you are ready to continue.

Topics:

1: &pproximation of a Gaussian ]

3: Complex Gaussian function

(
[Z:Sum of expiix) and expl-ix) ]
[ d
(

4: The Fourier-coefficients ]

Mai 17, 2005
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l1.00

The functiom ...

g.3
0.6
0.3
a
=10 -5 ol ) 10
. and its Fourier transform
0.3
0.6
0.3 .
o n L L n L
=10 =5 Jul = 10
[

2.11. Step function

1: Fourier transform and scaling

The step function is given by

1 {1, for = < L,

Flz By = oL |0, for|e| = L

The Fourier transform is

. 1 1 fE
B Iy = ——— / P
fI: " ]I .'EL IIE'FI— _r
1 sin(kL}
WrL ko
Techmical Mot Page 2 of 2
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Der Drehimpuls

o

Im kugelsymmetrischen Coulombpotential gibt es

nur radiale Krdfte, d.h. keine Drehmomente auf

das Elektron im H-Atom! Daher erwarte ich
Drehimpulserhaltung im Falle der Kugelsymmetrie

und Wellenfkt. sollte Eigenfkt. des Drehimpulsoperators
sein. Bei mehreren Elektronen wird Kugelsymmetrie
aufgehoben- > kleine Stérungen -> konnen nur
numerisch berechnet werden.

Hier nur Einelektron-Atome.

Kugelflachenfunktionen sind Eigenfunktionen desOperators ff
Drehimpuls ist quantisiert: |L| = JI(I+1).h
[...Drehimpulsquantenzahl
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Hamiltonoperator fiir kugelsymmetrisches Potential

o

Wir betrachten nochmals den Hamilton-Operator wie er zum Beispiel bei der Diskussion des
Wasserstoff-Problems auftrat. Es ist

H(F,p) =T(5) + V() (573)
mit
N AR N h @ ;
= om = om (11I+py+pz) :-Ev . (574)

Wir stellen den Laplace-Operator A = V2 in Kugelkoordinaten dar Es ist

= 19 2 9 vfh -
Mit

- 10,0 -

T = C2m 2 By (T 6?‘) S8

und dem Quadrat des Bahndrehimpulsoperators kénnen wir den Operator der kinetischen Energie
schreiben als

Y

T=T+— . (577)

T 9mr
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1

Vertauschungsrelationen

Wir wollen nun die Vertauschungsrelation fiir die Komponenten des Drehimpulses ermitteln. Wir
berechnen den Kommutator

g = -ﬁyﬁz - ﬁzéy . (542}

o o~

Hierzu betrachten wir zunédchst den Operator E?_.;C;. L, —L.L, = ihL,

L.L,—L.L. = ihL,

L,L, = (pa" = Pa2) B2y — By) Gk -Lf = ik,
= PzIPzY — PrZPal — P2TPyE + PriPyT
= Yp.wP, — 2yP; — T°P.Py + 2PyPrT . Kurzform: (543)
In dhnlicher Weise erhalten wir durch explizites Ausrechnen L XL = 1 hL
ﬁzﬁy = Yp.PeT — 2YyP. — mzﬁz-ﬁy + 2Py TPy - (544)

Wir subtrahieren jetzt (544) von (543) und finden
ﬁyﬁz - ﬁz‘cu = Yp; [fﬁm - PmT) + zﬁy {I}J.“I" - Tﬁm} : (545)
Unter Verwendung der obigen Vertauschungsrelationen zwischen Ort und Impuls bekommen wir

ﬁyéz - ﬁzéu =ih (yﬁz - ﬁsz = ih JI*r-l::l:' (546)
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el

‘ Vertauschungsrelationen

:?’x?—»i:?x%?

l. = opy — ype — L= 2ol — v
’ Heds - vl Gesamtdrehimpuls und eine der
[ 1o, 1y | = éh 1. Komponenten nur gleichzeitig zu
[ 1y, 1. | = ihl, bestimmmen.
{ %E’ ;ilf]] — ;ﬁ jL"x .z Gesamtdrehimpuls und Energie
I;] 2 T gleichzeitig zu bestimmmen.
[H,I*]=0 Z-Komponente des Drehimpulses
[ I:L L ] =0 und Energie gleichzeitig zu bestimmmen.

Eigenfunktionsgleichungen:

HVY = E(T) (1)
FF(Q*: ®) (1 + 1)h’2F(9:~ e) (2)
LF (6, ) mhF (6, ) (3)

Mai 17, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 20




Drehimpuls in der QM

o

Wahrend also in der klassischen Mechanik der Drehimpuls eines
Teilchen, das sich ein einem kugelsymmetrischen Potential bewegt,
nach Betrag und Richtung zeitlich konstant ist, sagt de QM, dass
zwar der Betrag des Drehimpulses zeitlich konstant ist, dass aber
von seinen drei Komponenten nur eine einen zeitlich konstanten
Messwert besitztl Dies kann man auffassen als eine Prdzession
des Drehimpulses um die Achse mit dem konstanten Messwert.

Mai 17, 2005
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1

Mathematisches Intermezzo

Kartesische
Koordinaten:

Kugelkoord. :

Zh

Epot -

H = _%& +V,a=2 + a‘% + 2= Laplace - Operator

. 5216(26)
H = T +

2mg r2 Or or

*+ V(r,8,¢)

2mgr?

Epotm X =rsintcosQ r=a/x*+1y*+22

e

VX242 422

.
z=rcost} (0 = arctan™— .

y = rsint}sin@ 1} = arccos

Betrachte ein Lingenelement ds:

— ds = xi, + yi, + zt, Einheitsvektoren: i, t,, i,
»Y — (rsinfcos )iy, + (rsinfsin )iy, + (rcosb)i,

|
I
1
!
1
1
|
!
I
[
|
1
1
|
i
I
|
I
N

ds.=dr dsg=r dO ds,=r sin® d¢
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Mathematisches Intermezzo

o

Gradient einer Funktion f: Vf = ! ﬂur + L ﬂu-g + ! Uy,

of . 16fA | af

Bayp Osp (| &
aF,| 28 S OFs| 32 || %x|  oF, |5 Beg ;
dr o0 i ( )
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g ' Mathematisches Intermezzo
] (2)in (3) :
2 . _ 1 8 2 __f 8 'rsmﬂ_i r  8f o
v f =V Vf — r2sinf [S‘r 31119 + 88 r T 5 (rsinﬂﬂep)] -
— 108 (.28f o af 1 5‘_2.{
— r28r (T 8‘?‘) 51119 (86' iin 9 ) T2 sins @ Bt
oder: )
- - 2
L L N
r2 Or or h3r2

wobei 12 =12 + Ig + {2 = Drehimpuls? und der dazugehdrige Operator 12

2 2| 1 0 . o 1 8*
"f & _h . T =11 9_ + T—
sin 0 90 00 sin” 0 d?

D.h. die Winkelabhéangigkeit des Laplace-Operators wird durch den Dre-
himpuls bestimmt.
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Drehimpulsoperator von kartesischen Koor.
in Kugelkoordinaten umwandeln

Fiir Funktion f = f (r, 6, ¢) gilt: lo = ih(z2 —y
I=7xp): I, = ih(zZ —=
df = &Ldr 1+ 2246 + 2 dyp und demzufolge : y : F
— ar 26 8, 1P ge : . = in(y2—22
8f _ ardf | 909f | 9¢9f o _9ra | 900 | 98
z — owor T 9200 T 8o 0 oder 5= = 3. 5- 9290 T 9w 0"
wobei:
ar __ e 2 .2 a2 -2 P , ar __
oa—fc_smﬂcosup (aus : r? = x® + y? 4+ 2% — 2rdr = 2xdxr — - =
sin @ cos ¢ )
. ? = Lsecc’”’(aus : 8 = arccos —=2—— und 7‘!“;;‘350‘ SR
= = Veorteiiat 1—a2
a0 _ Tz

dax 24/ @2 ty2?

z

8
a
8
dx
a
ay

o 22— g = —S0%. (aus : ¢ = arctan ¥ )
a _ - cosBcosp O sin a
e — o~ =sinfcospy + = Hin""ea—p
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k- Drehimpulsoperator von kartesischen Koor.
| in Kugelkoordinaten umwandeln
] Analog folgt:
a . . - sin @ cos a cos a
® 5 = sin @ sin Por + it “"% -+ ?‘sin""ga—(‘o
Einsetzen in Z;:
- 0
l, = —ih—
dp
so auch:
i, — ih |sin o2 + cot 8 9
l» = ih |sin ¢p—— 4+ cot B cos p——
o6 Yop
- . . J a
ly = th |cot 8 sin 50@ — cos a,o%
womit fiir
=10+ 0+ 12
folgt:
1 a9 o 1 a2
2 = —h?|— — (sin— | + ————
sin @ 96 a6 sin® 8 dp2
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Stehende Wellen auf einem Kreis

)‘% o i L"."
1 & o -
T E*m.v +V r2 gr (, tjr) hir2

Betrachte stehende Wellen auf einem Kreis.
Randbedingung: & (9)= & (p+21)=A ekx = A eime
= m=0,x1,:2.. (Quantisierung durch Randbedingung!)

Betrachte i.=—in :J g (p)= =hm 2 (y) —z-Wert des
o Drehimpulses ist

quantisiert!

Wie groB ist Gesamtdrehimpuls, d.h. Erwartung voni?
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Eigenwert des Drehimpulses ist Je(¢+7)

1

Warum ist der Eigenwert von /= 1(14+1)A* und nicht I*h* ?
Annahme: PF(8, o) = w*h*F(8, ¢)
Zu beweisen: w? = [(l + 1) und | gerade

[_lFym (lo — ily) Iy + ily) Fym
24+ 12 illy — il | Fym
= (w*h® - m2h? - -m-hg)F_;,m(l)

SEtze Fl,m = Flsmmm:: = ‘Fls'!

Bewelis:

Dann gilt : [y Fy .. = 0 oder damit aus (1) w? = m2 = Mumae = 0 oder (2)

W? = Moaz(Mmae +1) = 11 + 1)

Da L, immer kleiner als L,,, muss gelten: |m|< ¢ und ¢>0,¢=0,1,2,3
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Mdgliche Werte von L, fiir mehrere Werte von L,

o

/

!
]
1
]
1
'
T
'
]
]
o)
"
1=

.............

D/

W,
T

Y7~
N
e~
>

,_
L_in Einheiten von h

B oo N
w
ro
AN

1
L
rd

Abbildung 3.10: Magliche Richtungen eines Drehimpulses mit definierter Komponente L. und definier-
tem Betrag |L| fur verschiedene Bahndrehimpulsquantenzahlen /.

Da IL|>Lz und Lx, Ly unbestimmt, liegt Vektor L auf Kegelmantel
mit Offnungswinkel cos® = |m|/Ve(€+1)
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Zusammenfassung Drehimpuls

o

Klassische Mechanik: Drehimpuls in kugelsymmetrischen Potential
nach Betrag und Richtung zeitlich konstant - alle drei Komponenten
haben wohldefinierte Werte.

Quatenmechanische Beschreibung:

Betrag von L zeitlich konstant

IL| = m .h, aber von Komponenten hat nur L. zeitlich konstanten
Welwert - anderen beiden Komponenten nicht gleichzeitig melibar.
Z-Richtung sei "Quantisierungsachse”

-y

I % =1(l+1).% und L.¥ = wh¥ = Quantisierung der
Richtungseinstellung.
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Rdumliche Einstellung eines Drehimpulses

o

(a)

IL] = 4(—___ -
[(+1)]"2 T
§ | m=-1

Abbildung 3.11: (a) Raumliche Einstellung eines Drehimpulses. (b) Einstellmaglichkeiten des Drehim-
pulses L mit der Quantenzahl I = 2. L, und L, sind unbestimmbar, nachdem |L| und L: festgelegt wurden
und liegen auf Kegelmanteln.

Eigenfunktionen des Drehimpulsoperators sind die Kugelflachenfunktionen.
Fiir jedes Paar Quantenzahlen ¢ gibt es eine eigene Funktion Y, (0,9)
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Jede Funktion kann nach Kugelflachenfunktionen
("spherical harmonics™) entwickelt werden

o

Description: The plane wave we are going to an-
alyze is of the form exp(ik - x) with wave vector
k = (1,2,0). The image shows the values of an ap
proximation in the xy-plane. If you click the button
"View summand”, you can see the individual sum-
mands in the approximation.
The expansion of a plane wave in spherical
waves is given by the following formula:
1 oo £
X == N com(l)jelkr) Y7 (. 0),
E=() m=—f
where (r, 7, 2) are the spherical coordinates of x.
The coefficients in this expansion are given by
dmri*
comik) = T ¥" (¥, ¢).
Here (k, 1, ") are the spherical coordinates of k.
In the visualization, the individual summands

are the contributions with a fixed angular momen-
tum £, that is, the summand of order £ is given by

AVQM 1.16
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Zusammenfassung

o

e Die Drehimpulskomponenten L., L, und L. von Quantenobjekten sind unterein-
ander nicht vertragliche Observablen. Damit ist der Drehimpuls L nicht scharf
messbar.

¢ Jede der Drehimpulskomponenten und der Betrag des Drehimpulses sind mit-
einander vertragliche Observablen und damit prinzipiell gleichzeitig mit beliebiger
Genauigkeit messbar. Es gilt

L, =0 i=1,2,3.

¢ In kugelsymmetrischen Potenzialen sind jede Drehimpulskomponente und die
Gesamtenergie des Quantenobjekts miteinander vertragliche Observable und da-
mit gleichzeitig mit beliebiger Genauigkeit messbar. Es gilt:

[H.L;]=0 und [H,1%=0.

e Der Betrag |L| des Bahndrehimpulses eines Hullenelektrons uns seine :z-
Komponente sind gequantelt:

Ll=+/I(l+1)h [=0,1,2,3,...
L. =mh m=—I,—(—-1),....4+(—1),+L
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Zum Mitnehmen

o

Die Randbedingungen der SG fiihren zur Quantisierung der Energien

Ein beliebiges Potential kann im Minimum als quadratisches Potential
angendhert werden (Taylor-Entwicklung). Dies entspricht das
Potential eines harmonischen Oszillators, dessen Energien

wieder quantisiert sind. Die Wellenfunktionen der einzelnen
Energieniveaus kénnen elegant mit Aufsteige- und
Absteigeoperatoren bestimmt werde.

Drehimpulse sind quantisiert: :

IL| =
[i(+1)]"2 R

(b) X
=
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Vorlesung 11:

o

Roter Faden:

Losung der SG fir das H-Atom

Folien auf dem Web:
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe .de/~deboer/

Siehe auch: Demtrdder, Experimentalphysik 3,
Springerverlag
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Das Wasserstoffatom

o

Elektron in kugelsymmetrischen Coulombfeld des Kerns
Schrodingergl. exakt losbar.
Sonst existiert nur numerische Lésung

Aber: Spektren d. H-Atoms zeigen Feinstruktur - diese kann mit
Schrédingergl. vorerst nicht beschrieben werden.

In relativistischer Theorie jedoch beschreibbar.

Ziel: alle wesentlichen mdglichen Phdnomene an Hand
Einelektronensystem behandeln.
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Atom mit kugelsymmetrischem Potential

o

Kugelsymmetrisches Potential: E,.; = f(r)

Ubergang . kartesischen Koordinaten (x,y,z) auf Kugelkoordinaten
(r,9.0) - siehe Abb.

Es gelten folgende Trasformationsgleichungen. 2k E L =E )

X = rsinJcos @ = = .J:fl +yt 427
y = rsindsing — 9 =

z = rcosd = @ = arctan(y/x) %"/
X

Differentiation im A-Operator —

S 3 7. A
A=LL(PLy s L (gL )+ -
p- i cr rlsing 09 cd r snd dp°
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Der Drehimpuls

o

Im kugelsymmetrischen Coulombpotential gibt es

nur radiale Krdafte, d.h. keine Drehmomente auf

das Elektron im H-Atom! Daher erwarte ich
Drehimpulserhaltung im Falle der Kugelsymmetrie

und Wellenfkt. sollte Eigenfkt. des Drehimpulsoperators
sein. Bei mehreren Elektronen wird Kugelsymmetrie
aufgehoben- > kleine Stérungen -> kdonnen nur
numerisch berechnet werden.

Hier nur Einelektronatome.

Kugelflachenfunktionen sind Eigenfunktionen desOperators fi
Drehimpuls ist quantisiert: |L| = JI(I+1).h
[...Drehimpulsquantenzahl
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3-D Schrédingergleichung in Kugelkoor.

A . =A% 1) ~ s VAN 1)
DAY £ Epp ¥ = EY mit AP = &L 4 L 21
Zm o cy- oz

Schrodingergleichung in Kugelkoordinaten
1 & . 28T 1 & (. &y
2 or (; ar )"' oy o \SI9 G )"'

L_ STy (E- V()Y =0

il -
< singd Je

Losung mit Produktansatz: ‘V(r.9.¢) = R(r).9(3).0(¢)

Erwarte als Ldsungen:

) Mit «© viele Energieniveaus, die nur von r abhdngen, d.h. «
viele Energieeigenfunktionen, erwarte ich Polynom in r mit o vielen
Termen, da die Zustandsfkt. Linearkombinationen der Eigenfkt. sind.

2) Da die Energien nur von r abhdngen, erwarte ich, dass die Winkelab-
hdngigkeit der Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Raum auf der Fldche
eines Einheitskugelskugel abgebildet werden kann. Dies ergibt fiir
©(0) &(p) die beriihmte Kugelflachenfkt, die Eigenfkt. des Drehimpuls-
operators sind. Da das Elektron eine stehende Welle bildet, erwarten
wir fir &(p) = Ce imo,
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Lésung der 3-D Schrédingergleichung

o

Einsetzen in Schrédingergl. in Kugelkoordinaten

sin8 d_ .2 dR ) sindg ( EE))
@ JtTe ag \SIndgy )+

+22(E — V(r)r’sing = —L <%
h* g~

Linke Seite hangt nur von r und 9 ab, rechte nur von ¢
Gleichung muB fiir ALLE Werte von r,3, ¢ gelten —
Beide Seiten mussen gleich einer Kostanten C; sein —

Far rechte Seite: i—j‘ =—C;.D m ganzzahlig

' _ = thagnetische”
Loésungsfunktion: @ = 4. ¢=/Cie @ntenzahl durch
@ muR im ganzen Raum eindeutig sein — | Randbedingung in 2

D(p) = P(p +n.2r) — WL = ] — ,‘/ﬁ =mmitm € Z
Damit ergibt sich fur die Lésungsfunktionen @©,,(¢) = 4.e™7

T

Normierung: J D). O, (p)dp =1 = 4 = -2

2
o
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Lésung der 3-D Schr6dingergleichung

o

ime

Normierte Funktionen: @,,(¢) = e

‘\’ A)l

-
I

Funktionen sind orthogonal - es qilt: | Oy D,dp = 06,,,
0

Omm = 1 fUr m = n sonst Null
Bestimmung derLésungsfunktion ©(9)

Vorgangsweise:
111 3 (;1" 2 (fR sin.3 d E_O
)+ = sin 9 — )+

%(E—V(r)) 351119 = C; =m? mal —4

sin“J

und umordnen — rechts nur Terme in 3, links nur solche inr
1 d ’J dR )+ Em '(E V(r) —

T

1 ) m2 — ("
~ ®sind dﬂ- HIHS i sin? 9 €2
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Lésung der 3-D Schrédingergleichung

o

Vorsicht: m hat hier zwel Bedeutungen

m....Masse und m = ,/C; - magnetische Quantenzahl

Wieder gilt: Linke Seite hdangt nur von r ab, rechte nur von 9
Gleichung muB fiir ALLE Werte von r und 3 gelten =

Beide Seiten mussen gleich einer Kostanten C, sein —

Erhalten fur Funktion ®(9):
m ;\; ( 11119 dO - % = - m=magn. R
m =0 und c059 = ; = Legendresche Differentialgl.

Ll1-H%]+00=0
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Lésung der 3-D Schrédingergleichung

o

Losung in Form einer Potenzreihe:
Reihe darf nur endlich sein, damit ® auch

O =dotaic+ @+ . fp €=3d.h. ©=(bder @ endlich bleibt
Einsetzen - Koeffizientenvergleich (gleiche Pot &)

k.(k+1)-C

(k+2).(k+1)

Reihe hat endliche Zahl an Gliedern - Reihe bricht nach |-ten Glied ab,
dh.aix0aberam =0 = C,=/(l+1) mit /e N

Rekursionsformel: ap0 = a;.

¢ = Drehimpuls'® = ganze Zahl aus Randbedingung von e

Reele Lésungsfunktionen - Legendre Polynome
®;(&) = const. Pi(cos9)

Wegen Eindeutigkeit d. Aufenthaltswahrscheilichkeit am gleichen Ort
gilt ©(3) =£0(9 + )
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Lésung der 3-D Schrédingergleichung

o

m=magn. R

. . . 1 i @ _ ?‘Hj - _C.,
Firm 0 lésst sich —— - (sn 92> ) = —C

durh "assozierte Legendrefunktionen” |0sen - enthalten m

Bestimmungsgl.. P'(cosd) = const. (1 = §*)™? %(P;(c;'))

Weil P;(&) Potenzreihe bis &' = es muf gelten im| < 1
Da m positiv aber auch negativ sein kann gilt:

—[<m<+l
Normierungsbedingung: j \P;”"(cosﬂ)fsinﬁdﬂ =]
=0
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Lésung der 3-D Schrédingergleichung

o

Produktfunktion:
Y'"(3, ) = Pl'(cos8). 0, () ....Kugelflachenfunktionen

/!

Normierung: [ [ |¥7(8.¢)|*sin 9d3dgp = 1
9=0 p=0

-2

Y7(3.¢)|°...Aufenthaltswahrscheinlichkeit im
kugelsymmetrischen Potential - Abhangigkeit in 9, ¢
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Kugelflachenfunktionen fir #~012,3

o

‘ / | m | "(v.e)
0 0 N
1 41 :F%\/;smﬁeim’
0 3 \/%cos O
2 42 % \/gsin2 Yet2? ZA
+1 F3 \/gcos Y sin Yet? ?4
0 i\/g(?cosz ¥ —sin® ) ———)
3 43 Fi \/gsimf et Cj
+2 %\/ 105 cos ¥ sin® De**? 4
+1 q:é\/gsinﬁ(icus2 O — 1)et®
0 %\/E(Scosﬂ?v—f%cosﬁ)

Das Absolutquadrat der Kugelflachenfunktionen [177(3.¢)[* gibt die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit eines Teilchens im kugelsymmetrischen Potenzial als Funktion der Winkel
¥ und @ an.

|
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Kugelflachenfunktionen fir #~012,3

- =0 1=1 L =1

064 330 30 m=0 084 oy 084

0.4 1 300 60 0.4+ 0.4 1

02 0.2 0.2 4

0.0 270 %0 001 00

0.2 1 0.2 1 0.2 1

240 120

0.4 0.4 4 0.4 1

06 - 0.6 - 0.6-

064 06 - 0.6 1

0.4 4 04 4 0.4

02 02 024

003 003 0.0 3

02 4 02 4 02

0.4 04 044

06 - 06 - 06 -

180 180

Abbildung 3.7: Polardarstellung des Absolutquadrats der normierten Kugelflachenfunktionen. Die Lange
des Vektors vom Ursprung zu den Kurven gibt |17"(cos®)|* fiir die verschiedenen Winkel © an. Alle
Diagramme sind rotationssymmetrisch um die z-Achse, die hier als vertikale Achse gewahlt wurde.
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Gadrat der Kugelfldchenfunktionen fir /0J2

.1
1]

=0 |
=0 m

|
m

Abbildung 3.8: Dreidimensionale Darstellung der Quadrate der normierten Kugelflachenfunktionen |17 |*
flr 7 =0,1,2 und 3. Zeichnet man einen Vektor vom Zentrum der betreffenden Figur in eine bestimmte
Richtung, so gibt die Lange eines Vektors vom Ursprung zum Schnittpunkt mit der Oberflache der Figur

a2
den Wert von |177|< an. -
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Gadrat der Kugelflachenfunktionen fir /3

o

1=3
m=1

¢ &

o

Abbildung 3.8: Dreidimensionale Darstellung der Quadrate der normierten Kugelflachenfunktionen | 17|
flr 7= 0,1,2 und 3. Zeichnet man einen Vektor vom Zentrum der betreffenden Figur in eine bestimmte
Richtung, so gibt die Lange eines Vektors vom Ursprung zum Schnittpunkt mit der Oberflache der Figur
den Wert von 7772 an.

el
op

I
n
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r B
= N\ m Bezeichnung | Entartungsgrad | |m| Winkelfunktion
& 10] o s 1 0 s=1/Vin
2 1] -1,0,1 p 3 0 p-=4/ 2 cos
1 Dy = %sinﬁcosqo
D= f—_rsinﬁsinqo
3|2 -2bis+2 d 5 0 |dy2 2=1/5/167(3cos’® 1)
d .=/ 15/47 sin ) cos ¥ cos ¢
dy-= /1 ‘SUersnlﬁcosﬁsmqo
2 a’ = /15 /4w sin® ¥ cos2¢
= \/1_ [4msin® ¥ sin2¢
43| -3bis+3 f 7
5|4 |-4bis+4 g 9
6|5]-5bis+5 h 11
n=Hauptquantenzahl aus Rydbergscher Formel i
(bestimmt Energie unabh. von |,m, daher Entartung der Energie)
Tabelle 3.3: Funktionennamen und Entartungsgrad fir Zustande mit verschiedener Drehimpulsquanten-
zahl /. Ebenso gezeigt ist die mathematische Form der Winkelfunktionen fiir die s-, p- und d-Zustande
in kartesischen Koordinaten.
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Die &ugelfldchenfunktionen fir 42, n=3

3d ) 3d

o
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Zusammenfassung

o

Wir wollen zum Abschluss dieses Abschnits emige allgemeinen Aussagen zusammenfassen. die sich
beziiglich der Kugelfiachenfunktionen, also den Eigenfunktionen des winkelabhingigen Anteils der
Schrodinger-Gleichung, machen lassen:

o Die Wellenfunktionen geben die Wahrschemlichkeitsamplitude fiir das Auffinden des Elektrons im
Einelektronenatom (z.B. Wasserstoffatom) an. Die Kugelfiichenfunktionen ¥ beinhalten dabei
die Information iiber die WinkelabhAngigkeit dieser Amplitude.

o Die Charakterisierung nach Drehimpulsen entspricht einer Multipolentwicklung, wie man sie aus
der Elektrodynamik kennt.

o Wie im Falle des freien quantenmechanischen Teilchens ist die Wellenfunktion des Einelektronen-
atoms infrinsisch komplex. Die komplexe Phase wird durch den Winkel ¢ bestimmt. Dabei wire
es moglich durch Linearkombination von 17" (13, ¢) und ¥, (1, ¢ ) die komplexe Phase zu elimi-
nieren. Dies wilrde aber bedeuten, dass die entsprechende Funktion zwar weiterhin Eigenfunktion
von L2 aber nicht mehr von L, wire.
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Kugelflachenfunktionen

o

1.7. Spherical harmonics Spherical harmonics 1
2: Spherical plot of the absolute value {of 2)

Spherical Plot of |Y™ (1, )

A non-negative function f{d, ) of the angular vari-
ables can be visualized by a spherical plot. In the
direction defined by @ and (= we plot a point at a
distance r = f(, ) from the origin. The set of
all these points forms a surface in three-dimensional
space.

Navlgate
543210123456
E:s------.------
5| sesesssnnee
4 TIii il
3 TTII Ll
2 TILL
1 saw
1: Introduction o 9
s 2:Spherical plot of the absolute value PRI Rev | map | sphere

3. Spherical plot of the real part (orhital)
4 Map of the complex values
5: Color plot on the unit sphere = L7l
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Lésung der Radialabhdngigkeit der SG

o

Atomkern: Ladung +Z.e, Masse m;
Elektrun' Ladung -e, Masse m;

DAY~ AT - Y = EY ()

2m1 deqr

—ﬁ&l‘lf klnetlsche Energie des Elektrons
= 2';%&;‘1’ Kinetische Energie des Kerns

= potentielle Energie der Coulombwechselwirkung
TEQ?

Fuhrt man reduzierte Masse it = (my.m>)/(m1 +m2) €in =
AP + Epo(r)V = E.Y

Kugelsymmetrlsches Potential: 'V (. 3.¢) = R(r). Y7 (9. ¢)

Funktion R(r) und Energieeigenwerte bestimmen.
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Lésung der Radialgleichung

o

Produktansatz: ¥(r.3.¢) = R(r).Y7'(3.¢)

Gleichung f. Radialfunktion:

L L (PR Y + 2 (E - Epo()R() = LELR()

Drehimpuls |E| = Jii+1) R

Mit Coulombpotential ergibt sich

fj"j_R L, 2 drR 2u o2 . f{!+1 _
dr? Foodr I: (E 4"501 ) = :IR( ) 0
¥ — oo Termemit 1/rund 1/r- = 0

d’R(r) A_H
20 - _2LE R

Mai 19, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 21

Randbedingungen fiir Radialgleichung:

o

erwarte Aufenthaltswahrs. maximal fiir
bestimmte Bahnen zwischen r und rdr.

Definiere W(r)=r R(r), so dass 4xW| 2dr
die Wahrscheinlichkeit angibt, dass Elektron
in Kugelschale zwischen r und rdr zu finden.

Setzt man R(r) = W(r)/r in Radialgl. ein, dann
findet man fir r=>© : W= Aeik" +Be -ikr mit
k=(V(2uE))/h
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Lésung der Radialgleichung

O

Dies ergibt  R(r) = W(r)/r = 4.¢" + £ ¢

E>0 ¥(rt) = ” e!r-ei) Elektron das Kern verlassen wil
Zweite Term - emlaufende Kugelwelle (StoRprozef)

Fir E < 0 gebundene Zustande mit k = [-2uE h=i.k
R(r—= o) =4.e™ + Be"

R(r) normierbar; endlich -~ B=0
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Lésung der Radialgleichung

o

(@) Elektronenwelle  (b)
........ if A, eikr+ A_eikr f“
",Ke;ﬁ

,,,,,
......

E>0 t E<0 r

Abbildung 3.12: (a) Ein- und auslaufende Kugelhwellen eines Elektrons im kugelsymmetrischen Poten-
zial mit positiver Gesamtenergie £ > 0. (b) Exponentiell abklingende Amplitude der Wellenfunktion des

Elektrons bei E < 0.
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Lésung der Radialgleichung

1. Ze?

Allgemeine Losung: R(r) = u(r).e™" einsetzen, mita = —
TEQI™

P 2(F i)+ [ 22— ED =0 Lésung:
; i Laguerre Polynome

Far u(r) Potenzreihenansatz - a = n.x

. . yo -V  Flad 2
Energieeigenwerte: E, = — <0 — _ 52 _ _py+Z-

’) : 2
2un” BE%I’.“]‘HJ N

et

Esﬁhz

Identisch mit Energieformel gemalR Bohrmodell!

Rydergkonstante Ry* =

Gantelung von a aus Randbedingung dass Wellenfkt =Om  «

Anmerkung:
Gebundene Zustinde - gequantelte Zustinde
Aus Summation ergibt sich fiir Drehimpulsquantenzahl: / < n — 1
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Losungen der SG fir @ n,l,m

] Tabelle5.1. Die normierten radialen Eigenfunktionen R(r) Tabelle5.2. Die normierten vollstindigen Eigenfunktionen
(Laguerre-Polynome)fiir ein Elektron im Coulomb-Potential  eines Elektrons im Coulombpotential V(r) Z-e”[(dneyr)
. iy 3/ . 4, -,
(N = (Z/nap)” <, x = Zrnay, ag = 4negh” [ e”) AT e ; - \
e e fighe e 0/ He) Eigenfunktionen WV lm (_l; v, @)
|
| deail o M Y
110 of 2 = fao |
I' i 31/2
20 0 d-(£)  (2- &) 72
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Nomenklatur

o

Quantenzahlen - Buchstabennomenklatur.

zB. Zustand mitn=2,1=1, m=0 = 2poc - Zustand
nN=4,1=3 m=2 = 4f6 - Zustand

Energie des Zustands hidngt NUR von Hauptquatenzahl ab!

Es gibt daher zu jedem / wegen —/ < m < +/insgesamt (2/+ 1)
energetisch gleiche Zustande - entartete Zusténde

n—1

Wegen | < n gibt es zu jeder Hauptquantenzahln i = > (2/+1) = n’
=0

verschiedene Zustéande (n,I,m) mit n* verschiedenen Wellenfunktionen
U.im (. 3. @) = verschiedene raumliche Verteilung - z.B.: alle Zustdnde
mit | = 0 haben kugelsymmetrische Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

Diese Zustdnde haben ALLE selbe Energie E,, — i =’
“Entartungsgrad”
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% Nomenklatur
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£ Radialfunktionen
08 -
n=1 n=2
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£ Rdumliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit

(2,0,0) ¥

(3.,0,0)

(3.1,0) o (3.2,0)

Abbildung 3.15: Schnitt durch die rGumliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons in einem Ein-
elektronenatom fur verschiedene Quantenzahlen 7.7.m2).
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Radialer Aufenthalts-

B m 2w
- inli H Lz Voo rm (7,0, 2dr sindd® do = ?R2,(r)d
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¥rgleich mit Bohrschen Atommodell

o

P d? fir den muttleren Abstand des Elektrons vom Kern st die
Er ergibt sich fur den Grundzustand

Der Erwartungswert cr a — fD JR
quantenmechanische Grofe, die df:m Bohrschen Radius entspricht. E
des Wasserstoffatoms mut der 15-Wellenfunktion aus Tabelle 3.5 zu

3 (33.92)
nay

=[]

P g 3
— 4 e % dr = —az .
2

Der quantenmechanische Erwartungswert stimmt also nicht ganz mit dem Bohrschen Radius tiberem,
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Zum Mitnehmen

o

Die dreidimensionale SG fiir das H-Atom ldsst sich wegen
der Kugelsymmetrie des Potentials in drei eindimensionale
Gleichungen der Kugelkoor. r 6 und ¢ umformen.

Die Wellenfkt. kann als Produkt V(. 3.¢) = R(»). Y7 (9. ¢)

geschrieben werden, wobei R vom Potential abhdngt
und die Kugelfldchenfkt. Ydurch den Drehimpuls fir
aller kugelsymmetrischen Potentiale bestimmt wird.

Die drei unabhdngige Gleichungen fiihren zu drei Randbedingungen,
mit drei Gantenzahlen: n,|,m, wobei die Hauptquantenzahl

n die Energie bestimmt, | die Qantelung des gesamten
Drehimpulses und m die z-Komponente des Drehimpulses.

Zu g¢der Energiewert gehdren k= ¥,.,"' (21} =n 2 Eigenfunktionen,
alle mit der gleichen Energie (n2-fach entartet).
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Vorlesung 12:

o

Roter Faden:

Wiederholung H-Atom
Bahn- und Spinmagnetismus

Folien auf dem Web:
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~deboer/

Siehe auch: Demtrdder, Experimentalphysik 3,
Springerverlag
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£ Wiederholung H-Atom
— Die Energieniveaus des H-Atoms werden durch 3 Quantenzahlen cha-
rakterisiert:
1. Hauptquantenzahl n : E oc%
2. Drehimpulsquantezahl 1 : 1 = 0, 1, ...n-1 (wird auch Nebenquantenzahl ge-
nannt, da E unbhiingig von | ist)
3. Magnetische Quantenzahl: - 1 < m <1
Bei [Kugelsymmetrie] d.h. V ol | gilt:
E,.i.m unabhingig von 1, m, d.h. E,.;,n, = E, y ,,» (= entartete Energieniveaus)
I=0 I=1 1=2 [I=3 I=4 n Energie
0 lonisationsgrenze (eV) .
e e ¥ ow | 0 Entartung (Kugelsymmetrie)
2L 3s 3 -1
2/ P aufgehoben durch:
b % 2 2 -339
<
e 6f externe B,E-Felder
= V(r) = - e*/ dne,r o
2 8} ' interne B,E-Felder
= .
Y relativ. Korrekturen
5 Wkuumpolarization
all = 1 -13.59
Mai 24, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 2
e Radialer Aufenthalts-
B . qe . W(r\dr = W (3, @) 2 2dr sinddd do = 2 R2,(1)d
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Radialbahnen (1= und fbitale mit | 20

2.1. Classical Coulomb problem
4: Orbits with the same energy

[

E =-0.40 E =-0.40

It

| m=1>0

=

1: Motion on a Kepler ellipse

2:Yarious orbits

3: Dependence on the coupling constant
# 4 Orbits with the same energy

Classical Coulomb problem - 4 1
{of 1)
Varicus orbits with the same energy

Interactive image showing a family of Coulomb
orbits. You can adjust the angular momentum.
The energy and the direction of the Runge-Lenz
vector is fixed.

Theoretical background: This interactive im-

age shows 2 set of Coulomb orbits with the same
total energy. The energy has the negative value

E = <04, corresponding to elliptic orbits. The total
energy of the particle consists of the kinetic energy
(which is always positive) and the potential energy
{which is always negative in the case of an attractive
Coulomb field). If you start closer to the center, the
particle has a larger negative potential energy which
can be compensated by a higher kinetic energy (i.e.,
by a larger initial momentum).

The shape of the orbit is determined by the dis-
tribution of energy between the radial and the angu-
lar motion. The orbits similar to a circle have a large
amount of rotational energy (large angular momen-
tum) and show almost ne radial oscillations. The
very excentric orbits put a high amount of energy in
the radial oscillations, their motion has a small an-
gular mementum and hence only a small rotational
component.

2141
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Aufhebung der Entartung bei der Wasserstoff Balmer-Linie Ha

(c)

n=

AN
AN

T

Feinstruktur -
I } n=
. ) ’ . (f=(1) 254,
0 4 B 12 (=1 2P, .
s (GH2 t Lamb-shift

Abbildung 4.1: Feinstruktur der Balmer-Linie H,, gemessen mit (a) hochaufldsender Spektroskopie und
(b) mit hochstauflosender Laser-Spektroskopie. (c) Verfeinertes Termschema des Wasserstoffs. Die er-
laubten Ubergange werden durch die Auswahlregeln bestimmt, die wir erst spater diskutieren werden.

n=2: 4fach Entartung in 3 Niveaus gespalten ohne externe Felder

n=3: 9fach Entartung in MNiveaus gespalten ohne externe Felder

Mai 24, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 5




Experimentelle Befunde: Aufhebung der Entartung

Da Wasserstoff als Molekiil vorliegt, muss man fiir die Spektroskopie an atomarem Wasserstoff erst
die Hy-Molektile dissoziieren. Dies kann man entweder durch hohe Temperaturen (1500-2000°C),
durch geeignete Katalysatoren oder durch Elektronenstoll in einer Gasentladung erreichen. Fiir die
hochaufldsende Spektroskopie verwendet man {iblicherweise Gitterspektrometer (siche Physik IIT) oder
héchstaufldsende Laserspektroskopie. Hierbei ist zu beachten, dass fiir A < 200 nm Luft zu absorbieren
beginnt und man deshalb das Spektrometer evakuieren muss.

Die hochaufldsende Spektrometrie an Wasserstoff zeigt. dass die Emissionslinien des Wasserstoffatoms
sich zwar in Serien entsprechend (4.0.1) anordnen lassen, dass es aber signifikante Abweichungen von
den Vorhersagen des bisher verwendeten Modells gibt. Insbesondere werden folgende Beobachtungen
gemacht:

e Bei Anlegen eines Magnetfeldes spalten die Linien in mehrere Linien auf.

e Die Wellenzahlen vy der verschiedenen Uberginge hingen auber von den Hauptquantenzahlen n
auch von der Bahndrehimpulsquantenzahl 7 ab. Die absoluten Zahlenwert von Vy, weichen beim

—1

Wasserstoffatom um bis zu 0.2 cin™ " von der theoretischen Vorhersage ab.

e Alle Spektrallinien, die von den s-Niveaus (] = 0) ausgehen, bestehen aus zwei eng benachbarten
Komponenten, die man als Dubletts bezeichnet (siche Abb. 4.1: Dublette 4/5, 6/7). Die Spektralli-
nien fiir / > 0 bestehen sogar aus mehreren Komponenten.

¢ Der Grundzustand (n = 1, | = 0) zeigt eine sehr feine Aufspaltung, die man als Hyperfeinstruktur
bezeichnet. Man stellt fest, dass diese Hyperfeinstruktur fiir JH und {H (Deuterium) unterschied-
lich ist, also vom Kern abhéngt.

Mai 24, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer

Ursachen fiir Abweichung der Kugelsymmetrie

Interne E-Felder: bei mehreren Elektronen schirmen innere Elektroner

die Kernladung ab. Kommt spdter bei Mehrelektron-Atomen.

Eins AE = eU;y =~ 10eV — By = Yine = 10V qguV

v r 10—104py m
Im Labor erreichbar : ~ 108;

Interne B-Felder:

a) Bewegung der Elektronen erzeugt Strom und damit B-Feld
= Bahnmagnetismus.

b) Elektronen haben Eigendrehimpuls (SPIN genannt)
(klassisch: Drehbewegung, aber punktférmiges Teilchen hat
keine Trdgheitsmoment und ist auch nicht quantisiert.
Spin ist reiner Ganteneffekt mit @ntenzahlen analog
zum Drehimpuls ¢ =3 h)

Aus der relativistischen Elektrodynamik (= Biot — Savart x %) folgt :

—

B = ﬁe{% —O(IT)firZ=lundr=1 A=10"1"m (2)
Im Labor: 20 erreichbar
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Bahnmagnetismus (klassisches Modell)

o

Elektron auf Kreisbahn mit Frequenz v = v/2zr — elektr. Strom
I = —e.v = —e.v/2tr — magnetisches Moment p oder py genannt
pm =LA =Lar i = —ev(/2).7 mit

A = 27 Flachennormale senkrecht zu 7

Bahndrehimpuls des Elektrons: 7 = FXP=Mg.r. V.0

Abb. 5.8. Klassisches
Modell fiir Drehimpuls /
und magnetisches Moment
Pm €ines auf einer
Kreisbahn umlaufenden
Atoms

Mai 24, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 8

Normaler”Zeeman-Effekt
(Atome ohne Elektronenspin)

Bahnmagnetismus « Drehimpuls +@ntisierung des Drehimpulses
—Aufspaltung in diskrete Energieniveaus in duBerem Magnetfeld

— Zeeman-Effekt

o

-

Es ergibt sich. p, = =%

2ig

Magnetische Moment p,, proportional zu Bahndrehimpuls ji
In dulleren Magnetfeld [ ist die potentielle Energie:

Epaf — _F;-}].E = + - ?J_’B‘

B in z-Richtung B(0,0,B. = B) wegen /. = m.h
Epor = ;?:1 .m.B

m....magnetische Quantenzahl, — < m < +I

Vot = [Ddac = [ji x Bda = [ | j1|| B |sinada =| || B|cosa = —ji- B
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Normaler”“Zeeman-Effekt

Proportionalitatsfaktor
us = 0 — 9.274015.107* JIT Bohrsches Magneton (JT=Am ?)

ifkg

AuReres Magnetfeld B bewirkt zuséatzliche Energie eines Zustandes
(n,I,m): AE,, = ug.m.B

Terme des Wasserstoffatoms im Magnetfeld

Enim = Ecow(n.l) + ug.m.B

Entartung der (21+1) m-Zustande spalten durch Magnetfeld in (2I+1)
aquidistante Zeeman-Komponenten auf — AE = 113 B

Aufspaltung nennt man “"normaler Zeeman Effekt”

Experimentelle Beobachtung: Emission oder Absorbtion von Licht
durch Atome in Magnetfeld: Es treten nun Ubergange zwischen
atomaren Zustanden mit Am = m> —m = =1 auf - zusatzliche Linien!

Mai 24, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 10

Polarisation beim Zeeman-Effekt

3 Linien beobachtet : Am;=0 —1II— E ebergaenge genannt
Amy = £1 o — Ueberaenge
E 1B fuer o

Licht ist polarisiert : E||B fuer II

} Uebergaenge

Lorentz - Erklarung (klassisch): Das Elektron bewegt sich in 3
unabhingigen Richtungen um den Kern.
Dieses kann man beschreiben durch 3 “Ersatz-Elektronen” :

1. schwingt linear entlang B

2. 4+ 3. schwingen entgegengesetzt zirkular zueinander in der Ebene | B.

Ohne Magnetfeld : Zentrifugalkraft = Coulombkraft
62 €
- ﬂu.u'g'?’ = 4::0“:‘2 — wo = Vllllflmfo‘.-znr‘z

Mit Magnetfeld entlang Z: zusitzliche Lorentzkraft fiir (2) 4+ (3) : — hw = hwo +
gim;ijppB
B +g;m;ijppB

—g;m;ipupB
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o

Der Elektronenspin (Eigendrehimpuls)

Experimentelle Befunde (Feinstruktur der Spektren, anormaler
Zeeman Effekt, Stern Gerlach Versuch) Zeigen, dass Elektronen:

Masse m, Ladung -e weitere charakteristische Eigenschaft besitzen
— Elektronenspin - magnetisches Moment i

Otto Stern®* und Walter Gerlach?® fithrten 1921 das nach ihnen benannte Stern-Gerlach-Experiment
durch (vergleiche Physik IIT). Dieses Experiment zeigte klar, dass Elektronen auller ihrer Ladung —e
und ihrer Ruhemasse mg noch eine weitere Eigenschaft besitzen miissen, die wir Elektronenspin nennen.
Samuel A. Goudsmit (1902-1978) und George E. Uhlenbeck (1900-77) stellten 1925 die Hypothese
auf, dass freie Elektronen einen Eigendrehimpuls besitzen, den sie Elekrronenspin S nannten. Im Stern-
Gerlach Experiment wurden nur zwei mogliche Einstellungen der z-Komponente des Spins gefunden.
Wir konnen den Spin freier Elektronen also mit der Spinquantenzahl s = 1/2 beschreiben. Etwas lax
sagt man meist, dass Elektronen den Spin 1/2 besitzen.

Es 1st nun naheliegend, fiir den Betrag |S| des Spins und seine Komponente S. analoge Bezichungen wie
fitr L und L. anzunehmen (vergleiche (3.3.57) und (3.3.59)):

S = s(s+1)h = /3/4Rh R o i3.4.1
SE= Vs DL =V SxS = kS :
S. = mh ==+ 5 - (3.4.2)
Mai 24, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 12

o

Stern-Gerlach Effekt

Ablenkung von Ag-Atome in inhomogenen Magnetfeld

mit Magnetfeld gab es Aufspaltung der Verteilung der Ag-Atome —
ablenkende Kraft auf Ag-Atome — magnetisches Moment p,,

Kraft auf magnetischen Dipol im inhomogene Magnetfeld
EF= —p”_r.gf'c?dﬁ

Grundzustand Ag-Atom s-Zustand mit / = 0 kein magnetisches
Bahnmoment méglich!

Goudsmit + Uhlenbeck (1925): Hypothese “Elektronen besitzen
Eigendrehimpuls” - Elektronenspin s - ist mit magnetische
Moment s

verkntipft. Nach Drehimpulsregeln gilt:
5| = Js(s+1)h
Projektion auf z-Richtung s. = m;.h = magnetische Spinmoment

fis =7.s

y...gyromagnetisches Verhaltnis - experimentell bestimmt.
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[ o W=y
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Cfen Kale mator- l .
al uen;n: Glagplata
T- |
4 .-’/-\1. ohne Fak
' j’ " | schwarhes Fald
. AbL.E.15 Stem-Gerlach-
Sibargirahl /{"’ T / SRl sl Sarsuciy ?;rv:-;zhsaurﬁ:u;
By . (b} Schoier in der »z-Ebene
. . durch das inhomopene Ma-
" Eactfeld; 0y Schiwdrzumgsine
. o .- = 1ensital £z} suf der Glaspdstie
Ld mi1 nnd ohrie Magnettald
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lichen EKinstellungen dcs
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Mai 24, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 14
£
3.1. Inhomogeneous B-field Inhomogeneous magnetic field 2 |
1: Neutral particle with magnetic moment (o %)

Neutral particle with a magnetic moment.

The direction of the force is given by the direction in
which the magnetic field increases. The axis of the
precession is given by the direction of the magnetic
| field itself.
& In this example, the particle gets uniformly ac-
celerated in the z-direction. The trajectory of the
particle is indicated by a series of points (strobo-
scopic images showing the particle's position after
B equal time steps). For better visibility, we also show
the projections (" shadows") of the points on the
bounding box. The magnetic field causes a constant
acceleration in the vertical z-direction. The force is
" I given by the gradient of the scalar product

) i A p-B(x)
o s at the position of the particle.
) S Here it is assumed that the vectorfield B points
- — in the vertical direction, B = (0,0, B.). The func-
& . =2 tion B. is positive, depends only on the z-coordinate,
and increases in the vertical direction. Hence the
= force is
e | |mrjr«|=]=] J [=rr= = F=Vu -B=u,VB..
The uniform acceleration results from the choice

& 1:Neutral particle with magnetic moment = B -
=z + 1, that is, VB, = (0,0, 1).
2: Acceleration indirection of field gradient - = +1 ! & (0,0,1)

3: Realistic field: Force in two directions

L I M L W A LA B O IR0 T2

@

1= 458

-2

4: Realistic field with a large z-component : dllz
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3.4. Stern-Gerlach - classical
2: Trajectories for particles with random spin

10

Tolo

el |rvjre|=|=]

=

1: Meutral particles with various spins
& 2:Trajectories for particles with random spin
3: Two- and four-wire fields

Classical Stern-Gerlach experiment —2 1
(of 1)
Magnetic moments in various directions

The movie shows the paths through a Stern-Gerlach
apparatus of an ensemble of classical particles with
random directions of the magnetic moment.

Theoretical background: A collection of clas-
sical particles with randemly chosen directions of
the magnetic moment are sent through the Stern-
Gerlach apparatus described in CD 3.4.1. The inho-
mogeneity of the field applies a force depending on
the direction of the magnetic moment. The mag-
netic field is designed in such a way that inside the
apparatus the force only acts in the vertical direc-
tion. Thus the particles are deflected vertically from
their initially straight path. With . also the deflect-
ing force is randomly distributed around 0.

The experiment was first carried out with a
beam of silver atoms generated in a hot furnace.
It can be expected that particles emerging from a
furnace have randomly distributed magnetic mo-
ments. According to the classical model, this beam
would becomes broader in the z-direction when sent
through a Stern-Gerlach apparatus. Actually, the
beam splits just into two components. This indicates
that the component p, of the magnetic moment
can actually assume only two values.

34.2.1

Mai 24, 2005
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%.5. Stern-Gerlach experiment
3: Superposition of the two types

1: Type-1 particles inan inhomogeneous field
2: Particles of type 2

s 3:Superposition the two types
4: Another superposition

Wave packets in a Stern-Gerlach device 3
(of 4)

account, we write the state of a particle as a column
vector,

(Tf}l) (for type 1), and (Ti) (for type 2).

Then a state of type 1, having only an upper compo-
nent, is automatically orthogonal to a state of type
2, for which the upper component is zero.

According to the superposition principle, a su-
perposition of two states is again a possible state
of the system. Hence the states of type 1 and the
states of type 2 can be superimposed. The result is
a wave packet that splits into exactly two parts when
it passes a Stern-Gerlach device. It can be described

by the formula .
(50s)

The first component describes the behavior of a par-
ticle with positive g, the second component de-
scribes the behavior of a particle with negative ..
CD 3.5.3 shows a superposition, where both parts
have equal size. For CD 3.5.4 the part of type 1 is
larger. In any case, the two parts individually behave
like the wave packets in the movies CD 3.5.1 and
CD 352

351413
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3.7. Stern-Gerlach filter _ The Stern-Gerlach filtering device 1

1: Preparing a spin-up wave packet (of 2)
Preparing a wave packet with spin-up/down.

A simple modification of the Stern-Gerlach exper-
iment works as a state preparation procedure. By
blocking the “wrong” path in the apparatus we
can prepare a wave packet with spin-up or spin-
down.

Description: Here the Stern-Gerlach experiment
has been modified. One of the two possible “paths”
of wave packets through the apparatus is blocked by
an impenetrable obstacle. Only a wave packet with
spin-up can pass the apparatus in CD 3.7.1 in an es-
sentially unperturbed way. A wave packet with spin-
down is deflected downward and runs into the obsta-
cle. (Similarly, a wave packet must have spin-down
in order to fly through the apparatus in CD 3.7.2.)
If the initial state is a superposition of spin-up and -
down, the wave packet will split into two parts. Only
the part with the “right” spin emerges from the ap-
paratus, the other part is reflected. No matter what
the initial state is, we can be sure that whenever
something emerges from the apparatus, it must have
the corresponding spin direction.

L IEEED

& 1:Preparingaspin-upwave packet
2: Preparing a spin-down wave packet

T T T VU AT TR IR TN b (T e e i g

i = ;—__::mﬁééil
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Aus experimenteller Beobachtung der Aufspaltung der Ag-Atome in
zwel Teilstrahlen folgt: es gibt nur zwei Spineinstellungen.

Es muld daher wegen —s < m; < +s und Am; = =1 gelten
s=12 = m; = £1/2

5= sG+Dh=1/3.h

Elektronen sind Teilchen mit Spin 1/2!!!

Gehorchen Fermistatistik!

Mai 24, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 19




Zusammenfassung aus Stern-Gerlach-Exp. an vielen Atomen

Es gibt eine Richtungsquantelung; die Atome haben nur diskrete Maoglichkeiten,
den Drehimpuls relativ zu einem Magnetfeld B einzustellen und behalten diese
Einstellung im freien Raum bei (wie bei einem Kreisel).

. Die Messwerte fiir atomare magnetische Momente sind wie folgt :

| ptz |= mpup, —s <mg < s fuer Spinmagnetismus
—l < mp <l fuer Bahnmagnetismus

. Fiir alle Atome, die als dufierstes Elektron ein s-Elektron haben, findet man die
gleiche Aufspaltung in NUR 2 Strahlen.
= mechanische und magnetische Momente aller inneren Elektronen heben sich ge-
genseitig auf.

. Ein s-Elektron hat den Bahndrehimpuls I=0— fii = 0 — nur Spinmagnetismus.

Mai 24, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 20

Vorlesung 13:

o

Roter Faden:

Spin-Bahn-Kopplung
Vektormodell der Drehimpulse
Relativistische Korrekturen
Lambshift

Folien auf dem Web:
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~deboer/

Siehe auch: Demtrdder, Experimentalphysik 3,
Springerverlag
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o

Aufhebung der Entartung bei der Wasserstoff Balmer-Linie Ha

n
(a) e:z 3D52 (C)
l
¢ n=3
1 2| 3 4( 5/ 6| 7
o :
Feinstruktur

n=2
L L‘J\J\J e e=? 284, ¢ ‘
0 4 B 12 (=1 2Py, .
s (GH2 t Lamb-shift

Abbildung 4.1: Feinstruktur der Balmer-Linie H,, gemessen mit (a) hochaufldsender Spektroskopie und
(b) mit hochstauflosender Laser-Spektroskopie. (c) Verfeinertes Termschema des Wasserstoffs. Die er-
laubten Ubergange werden durch die Auswahlregeln bestimmt, die wir erst spater diskutieren werden.

n=2: 4-fach Entartung in 3 Niveaus gespalten ohne externe Felder

n=3: 9-fach Entartung in 5 Niveaus gespalten ohne externe Felder

Mai 31, 2005
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Magnetisches Moment

o

Das Drehmoment auf eine Leiterschleife durch die
Lorentz-Kraft ist:

b .
T= 2a§sma' labB
Mit dem Flachenvektor A:
T=I4xB
Analog zum elektrischen Dipoles ist das
magnetische Moment

B =
Also ist das Drehmoment

T=p,xB
Magnetische Momente richten sich parallel zum
Magnetfeld aus, das dadurch verstarkt wird.

Im inhomogenen Feld wirkt die Kraft (vgl. )

—

F=(p,v)B
Eine Verkippung bedeutet potentielle Energie
B pot ~ —PpB

(NN

Stromdurchflossene
Leiterschleife im
b N Y ~ Magnetfeld
A
B
."[‘) _\\ N {

In Aufsicht

/
P A

Magnetisches Moment = Flache x Strom

Mai 31, 2005
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3.4. Stern-Gerlach - classical
2: Trajectories for particles with random spin

10

Tolo

el |rvjre|=|=]

1: Meutral particles with various spins
& 2:Trajectories for particles with random spin
3: Two- and four-wire fields

=

Classical Stern-Gerlach experiment —2 1
(of 1)
Magnetic moments in various directions

The movie shows the paths through a Stern-Gerlach
apparatus of an ensemble of classical particles with
random directions of the magnetic moment.

Theoretical background: A collection of clas-
sical particles with randemly chosen directions of
the magnetic moment are sent through the Stern-
Gerlach apparatus described in CD 3.4.1. The inho-
mogeneity of the field applies a force depending on
the direction of the magnetic moment. The mag-
netic field is designed in such a way that inside the
apparatus the force only acts in the vertical direc-
tion. Thus the particles are deflected vertically from
their initially straight path. With . also the deflect-
ing force is randomly distributed around 0.

The experiment was first carried out with a
beam of silver atoms generated in a hot furnace.
It can be expected that particles emerging from a
furnace have randomly distributed magnetic mo-
ments. According to the classical model, this beam
would becomes broader in the z-direction when sent
through a Stern-Gerlach apparatus. Actually, the
beam splits just into two components. This indicates
that the component p, of the magnetic moment
can actually assume only two values.

34.2.1

Mai 31, 2005

Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 4

%.5. Stern-Gerlach experiment
3: Superposition of the two types

1: Type-1 particles inan inhomogeneous field
2: Particles of type 2

s 3:Superposition the two types
4: Another superposition

Wave packets in a Stern-Gerlach device 3
(of 4)

account, we write the state of a particle as a column
vector,

(Tf}l) (for type 1), and (Ti) (for type 2).

Then a state of type 1, having only an upper compo-
nent, is automatically orthogonal to a state of type
2, for which the upper component is zero.

According to the superposition principle, a su-
perposition of two states is again a possible state
of the system. Hence the states of type 1 and the
states of type 2 can be superimposed. The result is
a wave packet that splits into exactly two parts when
it passes a Stern-Gerlach device. It can be described

by the formula .
(50s)

The first component describes the behavior of a par-
ticle with positive g, the second component de-
scribes the behavior of a particle with negative ..
CD 3.5.3 shows a superposition, where both parts
have equal size. For CD 3.5.4 the part of type 1 is
larger. In any case, the two parts individually behave
like the wave packets in the movies CD 3.5.1 and
CD 352

351413

Mai 31, 2005
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3.7. Stern-Gerlach filter _ The Stern-Gerlach filtering device 1

1: Preparing a spin-up wave packet (of 2)
Preparing a wave packet with spin-up/down.

A simple modification of the Stern-Gerlach exper-
iment works as a state preparation procedure. By
blocking the “wrong” path in the apparatus we
can prepare a wave packet with spin-up or spin-
down.

Description: Here the Stern-Gerlach experiment
has been modified. One of the two possible “paths”
of wave packets through the apparatus is blocked by
an impenetrable obstacle. Only a wave packet with
spin-up can pass the apparatus in CD 3.7.1 in an es-
sentially unperturbed way. A wave packet with spin-
down is deflected downward and runs into the obsta-
cle. (Similarly, a wave packet must have spin-down
in order to fly through the apparatus in CD 3.7.2.)
If the initial state is a superposition of spin-up and -
down, the wave packet will split into two parts. Only
the part with the “right” spin emerges from the ap-
paratus, the other part is reflected. No matter what
the initial state is, we can be sure that whenever
something emerges from the apparatus, it must have
the corresponding spin direction.

L IEEED

& 1:Preparingaspin-upwave packet
2: Preparing a spin-down wave packet

T T T VU AT TR IR TN b (T e e i g

i = ;—__::mﬁééil
Mai 31, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 6

Aus experimenteller Beobachtung der Aufspaltung der Ag-Atome in
zwel Teilstrahlen folgt: es gibt nur zwei Spineinstellungen.

Es muld daher wegen —s < m; < +s und Am; = =1 gelten
s=12 = m; = £1/2

5= sG+Dh=1/3.h

Elektronen sind Teilchen mit Spin 1/2!!!

Gehorchen Fermistatistik!
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Zusammenfassung Spin des Elektrons

Eigenschaften des Elektrons: Stern-Gerlach-Experiment
» Spinquantenzahl s=1/2
b . . 142 z XT
innerer Drehimpuls (Spin) S= (s(s+1)) B
¥ magnetische Spinquantenzahl m_= +1/2 > ofine B-Feld
: Atrom-
Magnetisches Moment des Elektrons strahl X¢
- e o s
Ay :—gS—S:—gS#Bka Ofen Magnet
2m Ein Strahl aus wasserstoffahnlichen  Atomen  spaltet in einem
. € Magnetfeldgradienten in owel nach der magnetischen spinguantenzahl
mit dem G-Faktor g5=2.0024 getrennte Stranlen auf.
Die Wellenfunktion des Elektrons im H-Atom wird um .
den Spinanteil ¥ ergénzt, die nur 2 Werte annimmt Erklarung
Ry auf magnetisches Moment wirkt die Kraft
Yoaimm, ~+niti Amy dB em i dB
Fy=—p, —=8s a.

dz , dz
dies fiihrt zur Ablenkung des Strahls in Abhangigkeit
von der magnetischen Spinquantenzahl.

Im Magnetfeld erzeugt das magnetische Momente ein
Drehmoment, das wie beim Kreisel zu einer
Prazessionshewegung mit der Larmor-Frequenz fiihrt:

1 Prazession B
o :PmXB:PmB:#.ngzgsB
Der Spin kann als Fotation des Elektrons um die eigene Achse L L L S h
aufgefasst werden (links), wobei das Elektron allerdings punkifdrmig ist! Z
Im Magnetfeld kann sich der Spin in Zwei Positionen ausrichten (rechts).
Dann bewirkt das Drehmoment eine Prazessionsbhewegung.
Mai 31, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 8

Zusammenfassung aus Stern-Gerlach-Exp. an vielen Atomen

. Es gibt eine Richtungsquantelung; die Atome haben nur diskrete Maoglichkeiten,
den Drehimpuls relativ zu einem Magnetfeld B einzustellen und behalten diese
Einstellung im freien Raum bei (wie bei einem Kreisel).

. Die Messwerte fiir atomare magnetische Momente sind wie folgt :

| ptz |= mpup, —s <mg <s fuer Spinmagnetismus
—l < mp <1l fuer Bahnmagnetismus

. Fiir alle Atome, die als dufierstes Elektron ein s-Elektron haben, findet man die

gleiche Aufspaltung in NUR 2 Strahlen.
= mechanische und magnetische Momente aller inneren Elektronen heben sich ge-
genseitig auf.

. Ein s-Elektron hat den Bahndrehimpuls I=0— fii = 0 — nur Spinmagnetismus.

Verhéaltnis magnetisches Moment zu mechanischen Drehimpuls
ist fiir Spin doppelt so groR als fiir Bahndrehimpuls!

Man schreibt analog zu i; = {;13.-1‘1).?

lis = —g(us/M).s 9,=2 kann nur aus relat. Dirac Wellengleichung
' | hergeleitet werden.Exp. Bestdtigung durch
— ") —
gs ~ 2 "Lande-Faktor Einstein-de Haas-Effekt (kommt spater)

Mai 31, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 9




Spin-Bahn-Kopplung V| o

o

fii und fig beeinflussen einander = Feinstruktur der Spektrallinien durch Spin-Bahn
oder L — S-Kopplung.
fi erzeugt ein B-Feld B; am Ort des Elektrons. Die Potentielle Energie lautet hierbei
: vrl,s — _f-_’fs - By (1) . .
Voot = [Dda = [ji x Bda = [ | p || B |sinada =|p || B | cosa = —ji - B)

Aus der relativistischen Elektrodynamik (= Biot — Savart X %} folgt :

By=Zal — 0(1T) fir Z=1und r = 1 A= 10~1%n (2)

Bmwrdmyg

(2) in (1) :
Vis=3=z11]]s]| cos(l, ) ~ 10~4eV fir Z = 1 und r = 14(3)

Ze2oh?

8mrdm?

8
Il

Wie grof ist | [ || s | cos(l, §) ?

Mai 31, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 10

Satz von Biot-Savart

o

Dient zur Berechnung des Magnetfeldes einer
beliebigen Stromverteilung

LR
-7
Bei praktischen Anwendungen zerlegt man Spulen in
diinne Dréhte iber die man integriert.
Mit dV=dAd/ und / = Aj folgt daraus das
Gesetz on Biot-Savart
. ,uOI (F—7xd!

f-#f

Aquwalent ist clie Berechnung des Vektorpotentials
rotd = B divAd =0

Oder differentiell

VxVxA=Ad = = 1y j Das Magnetfeld folgt aus dem Vektorpotential iiber

it

=

Mai 31, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 11




Vektormodell der Spin-Bahn-Kopplung

]

VEKTORMODELL : ; =4+ 5 (zuerst fiir ein Elektron) |T|‘r_1f!*1]h

a® = j(j + 1)h’
Mathe : a® = b® + ¢® 4+ 2bccos a ergibt mit { b (s + 1)?‘12
2 = j(j+1)h?

L

I
va)

—

1 2 B2 a2
= L;Jg“’—'msa = %

— aus (3)

Vis =506 +1) — 10 +1) - s(s + 1)

Bisher hat man so gerechnet, als ob sich das Elektron auf festen Bahnen bewegt.
In der Quantenmechanik geht man davon aus, dass es keine festen Bahnen gibt, daher
ersetzt man 1%3 durch den Mittelwert

<T—13>:fj%el,idV—r-a.-x%ocz4

Die L — S Kopplung ist wichtig fiir grofte Z und kleine n.

L =xi
Bei mehreren Elektronen : § = Y5
J =L+ S
Beispiel: Die berithmten Natrium D-Linien werden durch eine L— 5 Kopplung in
Dublett-Niveaus gespalten.
\
Mai 31, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 12

Zusammenfassung Bohrscher Atommodell

Elektron bew. sich auf Kreisbahnen um Kern.

Radien gequantelt - nehmen quadratisch mit Quantenzahl n zu.

oo owk o nlhleg .
= VA ao = ;r..u.Z.e2 Vorsicht:

Drehimpuls im Bohrschen Modell
schlicht FALSCH,weil Elektron sich
nicht auf "Bahnen”bewegt, sondern

Radien verkehrt prop zu Kernladung Z.e die AW sich aus SG ergibt

Zu Quantenbahn charakterisiert durch Quantenzahl n - def. negative
Gesamtenergie

E = —-Ry*. Zj bzw. Epor = 2E und Epy = —F

n
Als Energienullpunkt gewihlt Ionisierungsgrenze (n - ), (r— =)

Absorbtion vo Licht mit Frequenz v nut iv = E — E; von E; in Ef be1
Enmussion von E» m E;.

Mai 31, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 13




‘ Vektormodell fiir J=L+S

Abbildung 4.3: Vektormodell der Kopplung des Bahndrehimpulses L und des Spins S zum Gesamt-
drehimpuls J. In (a) ist der Zustand charakterisiert durch die Quantenzahlen (m.!.s.m;) und ist damit
Eigenzustand zu den Operatoren L2, 82, L. und S.. Im Vektormodell kommt dies dadurch zum Aus-
druck, dass sowohl L als auch S um die z-Achse prazedieren. J? ist damit nicht definiert, wohl aber 1,
d_h. der Gesamtdrehimpuls besitzt eine feste Projektion auf die z-Achse. In (b) prézedieren sowohl L als
auch S um die Richtung des Gesamtdrehimpulses J. Damit ist weder die Projektion von L noch von S
auf die z-Achse fest, d.h. m und m; sind keine guten Quantenzahlen mehr. Hingegen ist die Projektion
von J auf die z-Achse fest. Der Zustand kann also durch die Quantenzahlen (7, m;.l.s) charakterisiert
werden.

Mai 31, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 14

_

Aufspaltung der Energieniveaus durch Spin-Bahn-Kopplung

Berechnung der Aufspaltung fiir s = %, L=1=

J=%: Vpsg= 2E-2—-1(1+1)—3(3+1)] = 2
}_i+v'_ﬂi§_11 1_ii 1 —
i T L,§ — 2[2‘2 (+) 2(2“" }] — @

Summenregel: mittlere Splittung der LS-Kopplung = O
oder 2 (2j+1)xVl,s = 0
Hier: 4xa/2 +2x(-a)=0

Mai 31, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer
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OE QZ sind |n j,m;s,I> statt |n,|l,m, m>

wZe . b -~ -
Eg: = EntABis = Eytooas(S'L) A = £470)+T0)§D)
o Samsr 2m
: G g ~ , . , . . L HoZe?
Es gilt mun die Eigenfunktionen von H zu finden. Mit dem Kopplungsterm sind die Funktionen ") = Sz -

in,1,m,m; ) sicherlich keine Eigenfunktionenvon . da 5.8 = roy .65 20

[[..H] = T(r)[L,(5-1)]

= T0)[L, @ S+ L S+ L 5)]

= IEHL S -1 5} # 0
Durch die Kopplung von L und S zu J sind aber die Projektionen von L und S auf die z-Achse nicht
mehr fest und somit L und S; keine ErhaltungsgréBen mehr. Im freien Atom verlieren also S und L ihre
Bedeutung, da sie um J prazedieren und somit nicht mehr stationdr sind. Das Drehimpulsverhalten wird
durch J mit seinen Quantenzahlen j und m; bestimmt,

Die Werte [ und s behalten dagegen thre Giltigkest als gute Quantenzahlen bei, da [LE . }ﬁf] _ [§ Al = o0
28] = [ H+2E-5.8+28 =0 [LH = 0
Damit ergibt sich ein never Safz von Quantenzahlen 1, jm;.s,] (Quantenzahlen ber Spin-Bahn-Kopplung)
Mai 31, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 16
E ' Paschen-Back-Effekt
Bei sehr starken Magnetfeldern wird die LS-Kopplung : Termschema
{iberwunden. mm, 1 1
J -
T . 7/
L und S koppeln dann unabhéngig voneinander an das 28, 2P m’ S
externe Magnetfeld. ——. op — }rz,,—
Vs SR}
\ ‘”i‘?;—Awﬂ_ AR
m| B ' — SR
e ————— Y
Ik Shbhhb bbbty e \ / 1 4/

\ —
Wy - 1123
AAn I ¢ ,/\\
™ —j 102

Feinauf- anomaler  Paschen-
spaltung Zeman-Eff.  Back-Effekt
0, Aufspaltung durch LS-Kopplung, anomalem Zeeman-Effekt und bei
starkerem Feld getrennter KDpplUﬂg wan Lund 5.
Mg
172

Dies fiihrt zu der Energieaufspaltung

AE = (ml + g5y )/UBB

Mai 31, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 17




Relativistische Korrekturen

o

Elektronen bewegen sich "relativistisch”™ um Kern.

Nicht relativistische Energieformel: E = p?/2m + E,.;

Relativistischer Energiesatz: E = c. jmgc” + p* — moc” + Epor

Reihenentwicklung: -1+ £ L B L
S 2 mge 8 mict
- S p? p
Esergbtsich: E=|—+E,;}{ ———=+...... = F,..— AE,
2mg P e
0
FUr Epn < moc? = ﬁf - < 1
& .':If'

Erwartungswert der relativistischen Energiekorrektur mit
p = —ihV;

AE, = Eﬂﬁ:_., [IIHL 7 v4111fz,.5.ﬂ_-‘(ff
e -

i
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Relativistische Korrekturen

o

Energieverschiebung AE, = ”T'l(,i - —)

@ =—& _ =77297353.103 ~ L

dweghc 137
"Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante”

Beschreibt auch Starke der elektromagnetischen
Wechselwirkung.

Gesamtenergie eines Zustands (n,l):
_ 22| o222 3
Enp = —Ry=5 I:l T ( an 112 ):I

Relativistische Korrektur hangt von n und | ab.
Sie ist am groften fur den Grundzustandn=11=0
Relativistische Korrektur hebt Entartung der Zustande (n,l) auf.

n=1,1=0 d.h. radiale Bahnen, relat. Massenzunahme am gréften
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k- Feinstrukturkonstante entspricht v/c fir
7 erste Bahn im Bohrschen Atommodell

Krdfte Stehende Welle
Aus — = L2 2r.r = n.Ap
. dreg 52 , : :
y= —L—
dreouv.
de Broglie

mv=h/A = h/ 27r =

v/c = h/mrc= e?/4rneshc = a

Mai 31, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 20

Nomenklatur

o

Abkirzung zur vollstdndigen Bezeichnung eines Atomzustandes

(n,I,m) - Termsymbol

n25+1 x;

Xstehtfur S(1=0), P(1=1),D(1=2), F(I=3) und G(l =4)
linkere obere Index: Multiplizitdat (25 + 1)

gibt fir [ + 0 Zahl der Feinstrukturkomponenten

System mit nur einem Elektron: s =1/2 2s+1=2

Rechte untere Index: Quantenzahl jmit; =/ + s
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£ Zusammenfassung der Feinstruktur
] 1. fiir s-Terme gilt : [ =0 — j = § — Vis=0
2. Niveaus mit grofieren QZ j sind energetisch hoher
3. Vi g < Z* —daher ist Vg% sehr klein beim Wasserstoff AFE =~ 0,337 'em =~
(mit E = vhe,v = 2 = % = Wellenzahl) =~ 4,107 %V bei H, , 1eV =8066 cm~!
4. Bei Alkali-Atomen ist Vi g jedoch sichtbar :
AE =17,2"'em = 2- 1073V = 6Abei Na-D-Linien
Da die Wellenfunktion des Wasserstoffatoms exakt bestimmt ist, ist eine exakte Berech-
nung der Feinstruktur erlaubt.
En,l,j = En,.‘, + Erel. + El,s
Vollstindige Berechnung von Dirac:
Epof 1 3
Bes = -B2 (gl - &) 2°
— &2 — 1
Lga T dmeohe ﬁ)]
ies entspricht der Sommerfeldschen Berechnung von E,.., wenn man 1 durch j
ersetzt.
Foa = abh. von [
Bemerkenswert: E!g,s = abh. von j,l,s
EFD:;T“C = abh. von 3
Mai 31, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 22
£ Energieniveaus in Wasserstoff nach Dirac

n|l]| j |2, . Bohr Dirac Q.E.
. . T O m——_ ]
10|12 128 £ \hy et =1 2
2 | 225y, = f H - i
2 RO i Si/2 }entartet =t \ f ¥2
21|12 22Pp z \ |
2| 1|32 22Py, = b \ 0385em- 2
310|172 328y & \ I s,
31|12 32p,, | entaet E: A0y o —itel T
i 05 2 P s TR
3/ 2r =in = F,.
31 3".2 3. Psy2 }entartet 0035 cm 2
3 2 32 SJD;g:.n'g — 2
3|2 52| 32Dy n=c

Problem: bei Wasserstoff Aufspaltung von 2S; and 2P,
(entdeckt von Lamb und Retherford) Erkldrung: Vakuumpol.
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Lamb -Retherford-Experiment

(a) e BAAAAAAAAA
H H I H* VHF Wolframblech
2
|_
Wasserstoff- Elektronenstof3- Mikrowellen-
ofen anregung resonator I (Vye)
m. 16
i
(b) E 4 v3, (€)
+ 1/2
2D 35 "
-1/2 S s
-3/2 +1/2 =
+ 1/2
254/ 4
Lamb- el
Shift 2s,,,"% 2 2P,™
2py, o
-12 B 0.0 0.08 0.16 0.24 0.32
- BlTesla]

Abbildung 4.7: (a) Lamb-Retherford-Experiment. (b) Zeeman-Aufspaltung der 25, 3-, 2py - und 2p; -
Niveaus und ihre Ausnutzung zur Messung der Lamb-Shift. {¢) Originaldaten von Lamb und Rether-
ford (Phys. Rev. 79, 549 (1950)) zur Bestimmung der Niveauverschiebung als Funktion des Magnet-
felds im 2s/2p-Systemn des Wasserstoffs. Die Punkte stellen die Messdaten dar, durchgezogene Linien
entsprechen theoretischen Vorhersagen der Dirac-Theorie, wobei die Lamb-Verschiebung zusatzlich
bertucksichtigt wird. Man stellt fest, dass sich die Linien schon bei relativ schwachen Magnetfeldern
kreuzen. Eine klare Trennung von Spin-Bahn-Kopplung und Zeeman-Effekt (siehe Abschnitt 4 6§ und
4.7) ist nicht mehr moglich
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Willis Eugene Lamb (geb. 1913), Nobelpreis fiir Physik 1955:

Willis Eugene Lamb wurde am 12. Juli 1913 in Los Angeles geboren.

Er begann 1930 sein Studium an der University of California at Berkeley und
erhielt dort 1934 den Bachelor of Science in Chemie. Im Jahr 1938 erhielt er an
der gleichen Universitat seinen Doktortitel. Seine Doktorarbeit tiber die Ana-
lyse der elektromagnetischen Eigenschaften von Kernsystemen wurde von LR,
Oppenheimer betreut.

Nach seiner Doktorarbeit ging er an die Columbia University und wurde dort
1945 Assistant Professor, 1947 Associate Professor und 1948 schlieBlich Full
Professor. Von 1943 bis 1951 war er auch mit dem Columbia Radiation La-
boratory assoziiert, wo er seine mit dem Nobelpreis ausgezeichneten Arbeiten
machte. 1951 ging er an die Stanford University als Professor fiir Physik. Von
1953-1954 war er Mozris Loeb Lecturer an der Harvard University. Von 1956
bis 1962 war er Fellow of New College and Wykeham Professor of Physics an
der University of Oxford, England. 1962 wurde er Henry Ford II Professor of
Physies an der Yale University, New Haven, Conn.

Im Jahr 1953 erhielt er den Rumford Premium der American Academy of Arts

and Sciences. Die University of Pennsylvania verlieh ihm einen Ehrendoktor im
Jahr 1954. Er erhielt ferner 1955 den Research Corporation Award. Er ist Mit-
glied in einer Zahl von National Academy of Sciences und Fellow der American

Physical Society.
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H-Atom mit L.S-Kopplung+ rel. Korr.

. s p d

0.108 cm- 0.036 cm-!

"= FY—

AEgs=-0.2.10"eV  3p;, 3d;,

L 35 1/2 3 p 12 ]
" AE, = ossmwﬁ;; Y
it 32 s
) 0.365 ori! AE = -1.13-10% eV
2P T

n=1

AE = -1.8-10" eV

18, X

Abbildung 4.4: Termschema des Wasserstoffatoms bei Beriicksichtigung der Spin-Bahn-
Wechselwirkung und der relativistischen Massenzunahme. Die gestrichelten Linien geben die
Lage der Energieniveaus E, chne die Korrekturterme an.
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Lamb-shift durch Vakuumpolarisation

virtuelles
e e e\, Photon /e e e e e e

Teilchen-
Antiteilchen
Schieife

Ze Ze Ze Ze Ze

Coulomb- anomales  Vakuum-Polarisation = Renormalisierung der

Gesetz magnetisches Ladungsre- Elektronenmasse:
Moment: normalisierung: Av=+1017 MHz
Av=+68 MHz Av =-27 MHz

Abbildung 4.5: Feynm
tragen. Das linke Diag
sind von der Ordnung
und der Masse nach s

an-Diagramme, die zur Streuung eines Elektrons an einer statischen Ladung bei-
ramm entspricht dem uns vertrauten Coulomb-Gesetz. Die weiteren Diagramme
o? und ziehen eine Renormalisierung des magnetischen Moments, der Ladung
ich. Die Frequenzangaben zu den Diagrammen beziehen sich auf den jeweiligen

Beitrag zur Verschiebung des 2s; ;- gegentiber dem 2p; ;;-Niveau. Die Lamb-Verschiebung kann experi-
mentell auf 0.1 MHz genau vermessen werden. Dies erlaubt es, die Beitrage der einzelnen Diagramme

getrennt zu verifiziere

n. Dabei werden Diagramme hoherer als der gezeigten Ordnung (2-Schleifen-

Beitrage) von Bedeutung. Die eigentliche Grenze bei der theoretischen Vorhersage des Termschemas
stellt der nicht exakt behandelbare Einfluss der Protonenstruktur auf die Elektronenfrequenzen dar.
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Lambshift durch Vakuumpolarisation

o

(b) 2s, 2p | *

L 1131056V

261000y 2P

| 2P3-*zT* | T

' 25,
. 4.5310°eV |
' l | 431105eV
2s,, 2P, L 2p
j j —r 1/2
Schridinger- Dirac-
Theorie Theorie Lamb-Shift
ohne Spin Feinstruktur QED

veau mit n = 2.

Abbildung 4.6: (a) Zur Veranschaulichung der Zitterbewegung eines Elektrons aufgrund der Emission
und Absorption von virtuellen Photonen. (b) Feinstruktur und Lamb-Verschiebung beim Wasserstoffni-
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Zum Mitnehmen

o

Elektronen besitzen halbzahligen Spin mit g-Faktor
d.h. Eigendrehimpuls ist zweimal so effektiv als
Bahndrehimpuls um magnetisches Moment zu erzeugen
(klassisch nicht erkldarbar, folgt jedoch aus relativ.
Wellen-Gleichung fiir Fermionen (DIRAC-Gleichung))

Stern-Gerlach Exp. zeigt Quantisierung der Drehimpulse

2,

Feinstruktur der Spektrallinien im Wasserstoff durch:

Spin-Bahn-Kopplung
relativistische Korrekturen
Vakuumpolarisation (Lambshift)
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Vorlesung 14:

o

Roter Faden:
Wiederholung
Lambshift
Hyperfeinstruktur
Einstein-de Haas-Effekt

Folien auf dem Web:
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~deboer/

Siehe auch:

http://www.uni-stuttgart.de/ipf/lehre/online-skript/
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Aufhebung der Entartung bei der Wasserstoff Balmer-Linie Ha

o

(c)
n=3
5]
T
Lamb-—-[ [- 77 1777
I Shift (=1 2P, 1 2 3T 41861 7
Feinstruktur
ﬂ n=2
I ST | o i
EJ 4 8 1|2 e-l 2P1.'2 .
s (GH2) t Lamb-shift

Abbildung 4.1: Feinstruktur der Balmer-Linie H,, gemessen mit (a) hochaufldsender Spektroskopie und
(b) mit hochstauflosender Laser-Spektroskopie. (c) Verfeinertes Termschema des Wasserstoffs. Die er-
laubten Ubergange werden durch die Auswahlregeln bestimmt, die wir erst spater diskutieren werden.

n=2: 4-fach Entartung in 3 Niveaus gespalten ohne externe Felder

n=3: 9-fach Entartung in 5 Niveaus gespalten ohne externe Felder
Juni 2, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 2




Zusammenfassung Spin des Elektrons

Eigenschaften des Elektrons: Stern-Gerlach-Experiment
» Spinquantenzahl s=1/2
b . . 142 z XT
innerer Drehimpuls (Spin) S= (s(s+1)) B
¥ magnetische Spinquantenzahl m_= +1/2 > ofine B-Feld
: Atrom-
Magnetisches Moment des Elektrons strahl X¢
= e - =~
My = =85 S = _g.S“#BS /h Ofen Magnet
2m Ein Strahl aus wasserstoffahnlichen  Atomen  spaltet in einem
. € Magnetfeldgradienten in owel nach der magnetischen spinguantenzahl
mit dem G-Faktor g5=2.0024 getrennte Stranlen auf.
Die Wellenfunktion des Elektrons im H-Atom wird um .
den Spinanteil ¥ ergénzt, die nur 2 Werte annimmt Erklarung
Ry auf magnetisches Moment wirkt die Kraft
Yoaimm, ~+niti Amy dB em i dB
Fy=—p, —=8s a.
dz , dz

von der magnetischen Spinquantenzahl.

Drehmoment, das wie beim Kreisel zu einer

dies fiihrt zur Ablenkung des Strahls in Abhangigkeit

Im Magnetfeld erzeugt das magnetische Momente ein

Prazessionshewegung mit der Larmor-Frequenz fiihrt:

1 Prazession B
o _PmXB_PmB_#SB_zgsB
Der Spin kann als Fotation des Elektrons um die eigene Achse L L L S h
aufgefasst werden (links), wobei das Elektron allerdings punkifdrmig ist! Z
Im Magnetfeld kann sich der Spin in Zwei Positionen ausrichten (rechts).
Dann bewirkt das Drehmoment eine Prazessionsbhewegung.
Juni 2, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 3

Prizessionsversuch

| Beobachtung: drehendes Rad fillt nicht, sondern

dreht sich in horizontaler Ebene.
Seil

Drehmoment M parallel zu richten
'/ (wie Impuls p parallel F).

=

Richtung aus und M=mgD=dL/dt schiebt
Ly=J, ®¢ in die horizontale Richtung!
Diese Bewegung nennt man Prizession.
Prizessionsfrequenz aus

M=dL/dt=Ld ¢/dt=L, ®, oder

L
S
-

Ein Achsenende
hingt in einer
Schleife

Erklirung: Drehimpuls L hat Tendenz sich

Gewichtskraft iibt Drehmoment in horizontaler

ok

dL=L,do
@p=M/Ly= %

L

M/, o, Lo =Jo 0
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Zusammenfassung Spin-Bahn-Kopplung

Gesamtdrehimpuls des Elektrons setzt sich aus Spin-
und Bahnanteil vektoriell zusammen:

F-L+8
Es gelten die quantenmechanischen Eigenschaften:
I = j(+Dn?
JZ = mjh
—J=m ;= 7
Beim H-Atom kann die Gesamtspinquantenzahl je
nach Kopplung zwei Werte annehmen:

¥ parallel: j=/+1/2
» antiparallel: j=/-1/2

Die Zusténde sind 2j+7-fach entartet.

-
n iy N -
Prizession -
12+
04

112 +

AL

Bl

Gleichzeitig scharf gemessen kénnen werden:

parallel i=1 antiparallel
j = 3;2,:’ - > Bahndrehimpuls L2 =/(/+1)f
7 N » Gesamtdrehimpuls J2 =j(j+1)H1?
L 5“, * Projektion des Gesamtdrehimpulses J, =mjﬁ
. [3{, N Nicht scharf messbar sind die
7-:-;;\ v s > Projektion des Bahndrehimpulses m,
e ,;5? * Projektion des Spins m,
e ..
& Fiir Ubergiange muss gelten: A=t1, Aj=0,%1,
Am=0,£1. Aj=0 (Spin-flip) ist unwahrscheinlicher.
Juni 2, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 5

Energieverschiebung durch Spin-Bahn-Kopplung

[ Bohr-Atommodell: Im E-Feld des Kerns bewegtes
Elektron sieht B-Feld:e=
1

B_l :—Z‘FXE:

e VXFr

C 473'8002 r

Quantenmechanische Rechnung ergibt zusatzlichen
Thomas-Faktor 1/2. Mit Coulomb-Feld:

1 e -
B=-1 e f
2 Amm,r
Es folgt die LS-Wechselwirkungsenergie
_ _ Ho® Gr
' ¥

Mit J° = L?+S?+LS und
<r_3>: [r 3 &r
folgt eine Niveauverschiebung um
2D -1+ D= s(s+ D)
211+ 121 +1)

Eig

Alle Niveaus aufer /= 0 spalten in Doubletten auf
Ps (=5/2)
o Pap =342)
di=2) -~

Bei LS-Kopplung wird Zustand durch die
Quantenzahlen nﬁmj beschrieben. m, und m_ sind

unbestimmt.

Spektroskopische Nomenklatur: n
> 3%d,,, (n=3, s=1/2, [=2, [5/2)
Y 125, (n=1, s=112, =0, j=1/2)

2s5+1
h

Juni 2, 2005
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H-Atom mit L.S-Kopplung+ rel. Korr.

. s p d
0.108 cm-! 0.036 e
h=3 3ds;; *
AE = -0.2-10% eV 3,03;2 3d3_,.?
) 3s,, 3Pz

n=2 oy
| AE_ = -0.56-10+* eV 2p352>§
25,

Y
AE_.= - 405
0.365 -1 F5 1.13-10° eV

T relat. Korr.
+ L.S Koppl.

2P
L relat.
T Korr.
n=
relat
. AE .= -1.8-10* eV
Korr. Fs
151_;2 _\f

Auswahlregel fir
erlaubte Ubergdnge:
Ai=+7, Am=0, +1

Abbildung 4.4: Termschema des Wasserstoffatoms bei

Berucksichtigung der Spin-Bahn-

Wechselwirkung und der relativistischen Massenzunahme. Die gestrichelten Linien geben die
Lage der Energieniveaus E, chne die Korrekturterme an.
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Relativ. Korrekturen und Lambshift

Weitere Korrekturen sind folge der relativistischen
Massezunahme. Aus der relativistischen
quantenmechanischen Dirac-Gleichung folgt fiir die
Feinstrukturaufspaltung

2
a3 1
Ep=Ey|l+7| - ——
nidn j+1/2
mit der Sommerfeld-Feinstrukturkonstanten
B 92 1
dmeghe 137
25, 2P e 2%;5—————::-_-----293%2- e
45pev| o 28, 2
> & = I*g
5 231!.2 2F)1."2 4peV 2P -

s 18,

Weitere Korrekturen aus der Quantenelektrodynamik
(QED): Elektron emittiert und absorbiert im Vakuum
sténdig Photonen und hat so fiir kurze Zeit eine
veranderte kinetische Energie (AEAt21).

Messung der Lamb-Shift 1950

2500° | 154 ' 282 W-Blech
U.-

H Atrom
strahl -
Ofen &-Strahl  pirowellen- NaChWEIS
resanator des angeregten

Zustandes

A |20 pev

281»2- - . _2peV

2Pig

10 eV
1S h 4 hd

MNachweis des Lamb-Shift H-Atamstrahl im Grundzustand wird durch
Elektronen angeregt. Rickibergang istwegen Af = 0 verboten. Als
MNachweis  wird beim  Auftreffen  auf  “Wolframblech  durch
Anregungsenergie ein Elektron ausgeldst. Im Mikrowellenresaonatar wird

SGL kg;:t?\ﬁgmg QED Je fach Frecquenz Unergang nacn 2Py (10 GHz) oter 2Py (1 GH)
induziert. vWegen A= 1 geht das H-Atom sofort in Grundzustand Gber,
wias durch eine Reduktion des Stromes { nachgewiesen wird .
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L L]
E Auswahlregeln fiir erlaubte Ubergdnge
] Spektroskopische Nomenklatur Das Termschema des Wasserstoffatoms mit
diskreten Energieeigenwerten:
/ 012345
Symbol s pdf gh i
Entartung 1 3 57 9 11
Zu jedem Wert des Drehimpulses gibt es 2/+1 15
Zustande gleicher Energie: Die Zustadnde sind
2/+1-fach entartet.
Uberginge unterliegen den Auswahlregeln %
S
b Al =1 P
r Am =011 '@1 0
\ \ =
- -
L P L, O
@ 21 % 24 7]
1 =2 1 5
5 =1 o i=2 g
<
-1t 1
21 24
Ubergange van =2 nach =1 mit Am=1 (links) und Am=0 (rechts). 0
Juni 2, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 9
£ Lamb-Retherford-Experiment
(a) e BAAAAAAAAA
H,p H I H* Ve
Eﬁ% mﬁ
|_
Wasserstoff- Elektronenstof3- Mikrowellen-
ofen anregung resonator 1 (Vye)
m. -
i
(b) e, S (2 |
+ 1/2 1
2p3/2 12 §jxﬂ
— M——.—
-1/2 5 s 25, = 2p R
-3/2 +1/2 =
+ 1/2
2s,."? 4
2545 | ® T
‘éi’f’;:’ 3 25,72 > 2,12
2p
1/2 o
-1/2 B 0.0 0.08 0.16 0.24 0.32
- BlTesla]l
Abbildung 4.7: (a) Lamb-Retherford-Experiment. (b) Zeeman-Aufspaltung der 2sq 4-, 2p; »- und 2p; 5-
Niveaus und ihre Ausnutzung zur Messung der Lamb-Shift. (c¢) Originaldaten von Lamb und Rether-
ford (Phys. Rev. 79, 549 (1950)) zur Bestimmung der Niveauverschiebung als Funktion des Magnet-
felds im 2s/2p-Systemn des Wasserstoffs. Die Punkte stellen die Messdaten dar, durchgezogene Linien
entsprechen theoretischen Worhersagen der Dirac-Theorie, wobel die Lamb-Verschiebung zusatzlich
bertucksichtigt wird. Man stellt fest, dass sich die Linien schon bei relativ schwachen Magnetfeldern
kreuzen. Eine klare Trennung von Spin-Bahn-Kopplung und Zeeman-Effekt (siehe Abschnitt 4.6 und
4.7) ist nicht mehr moglich
—
10
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Willis Eugene Lamb (geb. 1913), Nobelpreis fiir Physik 1955:

Willis Eugene Lamb wurde am 12. Juli 1913 in Los Angeles geboren.

Er begann 1930 sein Studium an der University of California at Berkeley und
erhielt dort 1934 den Bachelor of Science in Chemie. Im Jahr 1938 erhielt er an
der gleichen Universitat seinen Doktortitel. Seine Doktorarbeit tiber die Ana-
lyse der elektromagnetischen Eigenschaften von Kernsystemen wurde von LR,
Oppenheimer betreut.

Nach seiner Doktorarbeit ging er an die Columbia University und wurde dort
1945 Assistant Professor, 1947 Associate Professor und 1948 schlieBlich Full
Professor. Von 1943 bis 1951 war er auch mit dem Columbia Radiation La-
boratory assoziiert, wo er seine mit dem Nobelpreis ausgezeichneten Arbeiten
machte. 1951 ging er an die Stanford University als Professor fiir Physik. Von
1953-1954 war er Mozris Loeb Lecturer an der Harvard University. Von 1956
bis 1962 war er Fellow of New College and Wykeham Professor of Physics an
der University of Oxford, England. 1962 wurde er Henry Ford II Professor of
Physies an der Yale University, New Haven, Conn.

Im Jahr 1953 erhielt er den Rumford Premium der American Academy of Arts
and Sciences. Die University of Pennsylvania verlieh ihm einen Ehrendoktor im
Jahr 1954. Er erhielt ferner 1955 den Research Corporation Award. Er ist Mit-

glied in einer Zahl von National Academy of Sciences und Fellow der American

Physical Society.
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Lamb-shift durch Vakuumpolarisation

virtuelles
e e e, Photon e

Teilchemn-
Antiteilchen
Schieife

Ze Ze Ze Ze Ze
Coulomb- anomales  Vakuum-Polarisation = Renormalisierung der
Gesetz magnetisches Ladungsre- Elektronenmasse:
Moment: normalisierung: Av=+1017 MHz

Av=+68 MHz Av =-27 MHz

Abbildung 4.5: Feynman-Diagramme, die zur Streuung eines Elektrons an einer statischen Ladung bei-
tragen. Das linke Diagramm entspricht dem uns vertrauten Coulomb-Gesetz. Die weiteren Diagramme
sind von der Ordnung «? und ziehen eine Renormalisierung des magnetischen Moments, der Ladung
und der Masse nach sich. Die Frequenzangaben zu den Diagrammen beziehen sich auf den jeweiligen
Beitrag zur Verschiebung des 251 0- gegenutber dem Eplj.-z—Niveau_ Die Lamb-Verschiebung kann experi-
mentell auf 0.1 MHz genau vermessen werden. Dies erlaubt es, die Beitrage der einzelnen Diagramme
getrennt zu verifizieren. Dabei werden Diagramme hoherer als der gezeigten Ordnung (2-Schleifen-
Beitrage) von Bedeutung. Die eigentliche Grenze bei der theoretischen Vorhersage des Termschemas
stellt der nicht exakt behandelbare Einfluss der Protonenstruktur auf die Elektronenfrequenzen dar.
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Lambshift durch Vakuumpolarisation

(a) (b)

2s, 2p *

" 5
Lisdeey 2,

2p3; * | T

25,
453105 eV
" 43110%eV
2s,, 2p,, 6107 eV 2p
/ / —r 112
. . . chridinger- Dirac-
Verringert Energie nur fir | rheorie Theorie Lamb-Shift
nicht-radiale Bahnen (€20) ohne Spin Feinstruktur QED

Abbildung 4.6: (a) Zur Veranschaulichung der Zitterbewegung eines Elektrons aufgrund der Emission
und Absorption von virtuellen Photonen. (b) Feinstruktur und Lamb-Verschiebung beim Wasserstoffni-
veau mitn = 2.

Juni 2, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 13

Aufhebung der Entartung bei der Wasserstoff Balmer-Linie Ha

n
(a) (=2 3Ds; (c)
€=2 3D,
(=1 3P, n=3
(=0 384,
(=1 3P
Lamb- 77 T 171
. 1 2l 3 4( 5/ 6| 7
| S (=1 2P, £
. I n=2
-y ) T T =0 284,
0 4 8 12 (=1 2Py, )
s (GH2) t Lamb-shift

Abbildung 4.1: Feinstruktur der Balmer-Linie H,, gemessen mit (a) hochaufldsender Spektroskopie und
(b) mit hochstauflosender Laser-Spektroskopie. (c) Verfeinertes Termschema des Wasserstoffs. Die er-
laubten Ubergange werden durch die Auswahlregeln bestimmt, die wir erst spater diskutieren werden.

n=2: 4-fach Entartung in 3 Niveaus gespalten ohne externe Felder

n=3: 9-fach Entartung in 5 Niveaus gespalten ohne externe Felder
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Hyperfeinstruktur

Jetzt 3 magnetische Momente:
Bahnmagn., Elektronspin, Kernspin

Bei extremer Auflésung ist jede

Beispiele fiir das Kernmagnet Jon:

Feinstrukturkomponente aufgespalten. o ] g7
Grund: Ausrichtung des Kernspins /im Magnetfeld der Proton 1/2 558
Elektronen.
m — [T+ Neutron |1/2 -3,82
Gesamtdrehimpuls des Atoms Kern 1 086
F|=|[+J = JF(F+ 1) c-Teilchen | 0 -
mit F=j+, j+-1...
Termschema
Damit ist ein magnetisches Kernmoment verbunden: 28, 2P
Hr = gI/ukI _\‘\\ 2P, __E=2 Di1pev
mit dem Kernmagnet[bn W2, T TE
e m —27 e \\ ’ ZPLQ = :z:; £ el
= ——h=—% up =50510"*"J/T T ]
2mp mp 25, 2P, 25, | —=2" F=0
Die aus der Wechselwirkung mit dem inneren o Rahae o HFS
Magnetfeld resultierende Energieaufspaltung ist: e Hos EmelE: sl AR gl G e
FF+)-j(j+D)-I(I+1)
AE ~ giy —
NFORD)
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Hyperfeinstruktur

Wir miissen jetzt die Wechselwirkung des Gesamtdrehimpulses J des Hiillenelektrons mit dem Kernspin
I betrachten. Diese Wechselwirkung besteht aus zwei Beitriagen, die zur Aufspaltung und Verschiebung
der Energieniveaus der Elektronenhiille fithrt:

e Die Wechselwirkung des magnetischen Kernmoments mit dem durch das Elektron am Kernort
erzeugten Magnetfeld (Zeeman-Effekt des Kernmomentes im atomaren Magnetfeld).

e Dic Wechselwirkung des elektronischen magnetischen Moments mit dem vom Kemmoment er-
zeugten Magnetfeld.

(a) (c)

Abbildung 4.9: Zur Wechselwirkung zwischen dem magnetischen Kernmoment gy und dem Magnetfeld
Byrs, das (a) durch die Bahnbewegung des Elektrons und (b) durch das magnetische Spinmoment pe;
des Elektrons am Kernort erzeugt wird. (c) Kopplung des Gesamitdrehimpulses J des Elektrons und des
Kernspins I zum raumfesten Gesamtdrehimpuls des Atoms F = J+ S.
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Kernmoment im Magnetfeld der Elektrons

o

Das Kernmoment g¢; hat in dem vom Elektron mit Gesamtdrehimpuls J = L+ S am Kernort erzeugten
Hyperfeinfeld Bygs (siche Abb. 4.9) die Zusatzenergie

AEyrs = —p;-Burs = —|pi||Burs| cos(<(J,1)) . (4.5.5)

Man fithrt nun, wie bei der Kopplung von L und S zu J, den Gesamtdrehimpuls von Kern und Elektro-
nenhulle als Vektorsumme

F| = VIU+DA R

F = J+I FE = msh mg = —f,—(f-1),...(f=1)./ (@456

j.1 | Cosinussatz: Mit |pt;| = gitige+/i(i+ 1) betrigt die Hyperfeinenergie des Wasserstoffatoms dann
W F2=J2+I2+2J.1I

A o N
LA+ —jG+ D) —ii+1) ABgrs = Emf‘H)—jU-l-lj—z(r—l—l)]
2 G+ Vi(+1)

cos(<(J.I))

Z2illk Burs
Jjj+1)

A4 =
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Hyperfeinstruktur

o

Fiir das Wasserstoffatom im Grundzustand ist i = 1/2 und j = 1/2 und damit /= 0 oder /= 1. Damit
erhilt man die Hyperfeinaufspaltung (siehe Abb. 4.10)

Biws = Euytly 41~ JG+1)~ii+1)

34
Eurs(f=0) = El.U.ll_.-"E_T

4
e 4515
ey T F=J+I=%+%=1 (Ortho-Wasserstoff) ( )

F=J+I=%-%=0 (Para-Wasserstoff)
Das Hyperfeinfeld Byrs am Ort r = 0 des Kerns héngt aufler vom Drehimpuls J des Elektrons von seiner

rdumlichen Aufenthaltswahrscheinlichkeit ab. Diese wird durch das Absolutquadrat der Wellenfunktion
W, ;|? bestimmt. Fiir s-Zustéinde erhilt man

2 :
A= E,ﬂogr,usgfﬂﬂ"}’n(?' = 0)|2,

Der Grundzustand 1s; ,, des Wasserstoffatoms spaltet in die Terme f =0 und f =1 auf. In einem klei-
nen Magnetfeld (das Magnetfeld muss so klein sein, dass die Kopplung von J und I zu F erhalten bleibt:
anomaler Zeeman-Effekt. siche Abschnitt 4.6) bleibt der ' = 0 Zustand ungestort, da nur my = 0 er-
laubt ist. wihrend der f = 1 Zustand eine Zeeman-AufSpaltung in drei Terme zeigt (ms = 0,£1). Man
spricht daher vom Singulett- (f = 0) oder Parawasserstoff’ und Tiiplett- (f = 1) oder Orthowasser-

Juni 2, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 18




Hyperfeinstruktur, 21cm Linie des Wasserstoffs

ara-Wassersto /+ Seh Ll
o] va ff \

| Kern

15,,, e 1 A4 /

N
P~

»
L]

~ .
3AM g /$\E!ekrron
S $ | Kern
f=0 /
ortho-Wasserstoff

Ab}_)ildung 4.10: Hyperfeinstrukturaufspaltung des Grundzustandes im Wasserstoffatom.
Beim Ubergang zwischen dem Triplett- und dem Singulett-Zustand wird Strahlung der Frequenz vy =

1.42 GHz bzw. der Wellenlange Az = 21.1 cm ausgesandt, die im Mikrowellenbereich liegt. Beim Aus-
senden der Strahlung muss der Spin des Elektron gekippt werden, man spricht deshalb von einem Spin-
Flip-Ubergang. GemiB den allgemeinen Auswahlregeln fiir Dipolstrahlung, auf die wir spiter noch zu
sprechen kommen, sind Spin-Flip-Ubergéinge verboten. Das heiBt, die Ubergangswahrscheinlichkeit bei
Strahlungsemission ist nur {iber hohere Momente méglich und daher sehr klein. Im Labor kann man
deshalb diesen Ubergang kaum beobachten. da die Abregung eher durch StoB stattfindet. Da aber im
Weltraum im interstellaren Gas groBe Mengen an atomarem Wasserstoff vorliegen, wird trotzdem die
21 cm Linie in geniigender Intensitét ausgesendet, um sie auf der Erde mit empfindlichen Antennen be-
obachten zu konnen.!* Die Untersuchung der 21 ¢cm Linie spielt in der Radioastronomie eine wichtige
Rolle, weil ihre Untersuchung Auskunft tiber die Dichteverteilung, Geschwindigkeiten und Temperatur

|| von Wasserstoffatomen 1m Universum gibt.
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Vollstdndiges Termschema des H-Atoms

= 'y SsS=— T
R I N $ 0 —— 3

2

n=4 S ———— %

3‘:.:5:_2 31:!‘52 ————— —_—— %

n=3 3pasi 3dys 3pani IdLl e = ;

- N 1

1]

3545.3P 12 385 4,5.3P 12
————— — 2
1
n=2 2p 3 2p 3
ﬁ 52 1
/’

T 2S4/2.2P 12 2p 4 : 0
— 1 1 D —~

1542 B

15 4. 1

172 0

Bohrsche Feinstrukiur Lamib- Hyper-
Energieniveaus nach Dirac Verschiebung Feinstrukiur
= Schridinger-Gil. = | S-Kopplung = Smrallungs- —= Kerneffekre
ohne Spin + rel. Massen- korrektur (QED)
Zunalhme

Abbildung 4.19: Vollstandiges Termschema des Wasserstoffatoms mit allen bisher bekannten Wechsel-
wirkungen. Die Fein- und Hyperfeinstruktur, sowie die Lamb-Shift sind aus Grunden der Ubersichilichkeit
nicht malstabsgerecht gezeichnet.
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Magnetisierung

In Materie induzierte Wirbelstrdme erzeugen ein
magnetisches Moment:

B, =14=jidA
Daraus definieren wir die Magnetisierung

P
J="=id [A/m
” jd [A/m]

Wie in einer Spulesa entsteht daraus das Feld
= jd] =
Bm =My T - ﬂO']

Das Gesamtfeld innerhalb Materie ist also
B=Dy+B, =By + i)
Fiir Stoffe mit der Eigenschaft

Wirbelstréme heben sich im Innern auf. Effektiv flieft
ein Oberflachenstrom in einer Schichtdicke d.

Bo J B,
d

j=2§
Gitt: Ho Materialeigenschaften:
= L YSuszeptibilitit: ¥ [-]
B= (1 s )BO = 1By *Permeabitét: K = 1+X [-]
Juni 2, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 21

Diamagnetismus und Paramagnetismus

Diamagnetismus liegt vor wenn:
» X <0
»Ho<1
YK =<1

Das dufere Feld wird geschwacht: B < B,

Wegen

F=(p,V)B=V-%(BV)B, <0
Ho
werden diamagnetische Stoffe von einem
Feldgradienten abgestoRen.

Entsteht durch:

- Induktion von Wirbelstrémen (klingt wegen
elektrischem Widerstand ab).

- Induktion von Strémen in gebundenen Elektronen
2

¥ =—%;10n2%<r2>

Atom mit Radius r, Ladungszahl Z, Elektronenmasse
m und Dichte n.

Paramagnetismus liegt vor wenn:

L =]
» K>
Y K] =<1

Das aulere Feld wird gestarkt: B < B,
Hier ist
F=v2(Bv)E >0
o

Paramagnetische Stoffe werden von Feldgradienten
angezogen.

Entsteht durch:

- Ausrichtung von atomaren permanenten Dipolen

Juni 2, 2005
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Einstein-de Haas-Effekt

o

Bestimmung des Verhaltnis magnetisches Momet des Elektrons zu
Elektronenspin

Experiment: Eisenzylinder (Masse m, Radius R) hédngt in longitudinalen
B-Feld,

B hoch genug - Eisenzylinder in Sattigung M = N.ii;; d.h. alle Spins
der N freien Elektronen stehen antiparallel zur Feldrichtung

Feld wird umgepolt — magnetischen Spinmomente klappen ebenfalls

um - Anderung der Magnetisierung: AM = 2M = 2N. 1. | (durch Hilfsspule)

M-messen — N. .- bestimmen

Anderung des mechanischen Drehimpulses aller Elektronen muR

durch entgegengesetzten Drehimpuls -L des Zylinders kompensiert
werden. | Al=2N|s|h=Nh=-Iw
Gesamtdrehimpls des Systems mul® erhalten bleiben.

Juni 2, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 23

Einstein-de Haas-Effekt

o

~,s77,  Lichtquelle

X

Spiegel ’ Lichtzeiger

g

Torsionsfaden M
~a

Magnetfeld-
spule

Abb. 5.17. Einstein-de Haas-Effckt
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Einstein-de Haas-Effekt

Drehimpuls (Zylinder): 7.« = —NR
I = %me...mechanisches Tragheitsmoment

1

Vorgang fuhrt zuTorsion - Winkel ¢ wird gemessen
Bestimmung des gyromagntischen Verhaltnisses.

AM . Hs Y
Fur Bahndrehimpls des Elektrons gilt: y; = — = = s/

Einstein-de-Haas Versuch: y, = = = 2y,

Verhéltnis magnetisches Moment zu mechanischen Drehimpuls
ist fiir Spin doppelt so grof als fiir Bahndrehimpuls!

Man schreibt analog zu ;i; = u:gm}.?
ls = _gs(.ffﬁ-":h)-g
g. = 2 "Lande-Faktor”

Juni 2, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 25

Zum Mitnehmen

o

Feinstruktur der Spektrallinien im Wasserstoff durch:

Spin-Bahn-Kopplung
relativistische Korrekturen
Vakuumpolarisation (Lambshift)
Hyperfeinstruktur

Spin hat g-Faktor = 2 (Einstein-de Haas-Effekt),
d.h. Eigendrehimpuls ist zweimal so effektiv als
Bahndrehimpuls um magnetisches Moment zu erzeugen
(klassisch nicht erkldarbar, folgt jedoch aus relativ.
Wellen-Gleichung fiir Fermionen (DIRAC-Gleichung))

Juni 2, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 26




o

Vorlesung 15:

Roter Faden:

g-2 Bestimmung
Anomaler Zeeman-Effekt
LandéFaktor

Folien auf dem Web:
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~deboer/

Siehe auch: Demtrdder, Experimentalphysik 3,
Springerverlag
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1

Einstein-de Haas-Effekt

Drehimpuls (Zylinder): 7.« = —NR
I = %me...mechanisches Tragheitsmoment

Vorgang fuhrt zuTorsion - Winkel ¢ wird gemessen

Bestimmung des gyromagntischen Verhaltnisses.
AM  _ Hsz

= 5. T Vs )
Fur Bahndrehimpls des Elektrons gilt: y; = — = = 1s/R

Einstein-de-Haas Versuch: y, = = = 2y,

Verhéltnis magnetisches Moment zu mechanischen Drehimpuls
ist fiir Spin doppelt so grof als fiir Bahndrehimpuls!

Man schreibt analog zu ;i; = u:gm}.?

tis = —go(upM).s Einheiten:
gs = 2 "Lande-Faktor” |y.=eh/2m,=B x 0@ -24fT}Am 2]
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Zusammenfassung Spin

Eigenschaften des Elektrons: Stern-Gerlach-Experiment
» Spinquantenzahl s=1/2 XT
* innerer Drehimpuls (Spin) S= (s(s+1 )}”2 Z]

chne B—Felg

¥ magnetische Spinquantenzahl m_= +1/2

: Atrom-
Magnetisches Moment des Elektrons strahl ,)u
. e = s
My =—g,——S =—g.upSih Ofen Magnet
2m Ein Strahl aus wasserstoffahnlichen  Atomen  spaltet in einem
) € Magnetfeldgradienten in zwei nach der magnetischen Spinguantenzahl
mit dem G-Faktor g5=2.0024 getrennte Strahlen auf.
Die Wellenfunktion des Elektrons im H-Atom wird um .
den Spinanteil X erganzt, die nur 2 Werte annimmt Erkldrung
RyM auf magnetisches Moment wirkt die Kraft
Y aim M Amg B dB  emhdB
Fo=—py =8 = -

dz . dz
dies fiihrt zur Ablenkung des Strahls in Abhangigkeit
von der magnetischen Spinquantenzahl.

Im Magnetfeld erzeugt das magnetische Momente ein
Drehmoment, das wie beim Kreisel zu einer
Prazessionshewegung mit der Larmor-Frequenz fiihrt:

v Prazession

Pm*B _ pmB _ 4B -
Der Spin kann als Rotation des Elektrons um die eigene Achse L L S
aufgefasst werden (links), wobei das Elektron allerdings punkifarmig ist!

Im Magnetfeld kann sich der Spin in 2wei Positionen ausrichten (rechts). N - . 2 -
Dann bewirkt das Drehmoment eine Prazessionshewegung. Bahnff'eq- in B Feld - mv /f'—eVB

AR Spin oder w=v/r=eB/m = 2p,B/h

Juni 7, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 3

Was ist g-2?

« The gyromagnetic ratio, ¢, relates spin angular momentum to the
particle’s magnetic moment

fis = g5 B
« Dirac theory: point-like, spin-1/2 particles have ¢ = 2, but...
» proton

g2
» hyperons
coupling to virtual fields
» electron
g almost equal to 2 F
» mMuon ¥

« The muon anomalous magnetic moment is

(g_l)l_l, L 1
i —=——

L

-
(]
Aa

o0
=
—
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0

Wodurch entsteht g-2?

ﬂ\

QED + WEAK + HADRONIC

Standard Model g-2

- YYY
wear V W

Magliche Abweichungen
vom SM, wenn neue
schwere Teilchen

im Wkuum kurzfristig
erzeugt werden.

(Erlaubt nach Heisenberg)

-> Prdzisionsmessungen
ermdglichen ein Fenster
zur neuen Physikl

not ey controversial

Juni 7, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 5

The (g-2) value of the negative muon
was announced dnuary 8 28

3 ¥

a = 10" - 11659000

:

L
(=]
Erl I|III'I
.
bee
4
—o— 5

8
II|I

[IIIIlIII1-

Experiment

Theory
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Messung von g-2.

o

at rest in flight

INDEPENDENT of ¥ !
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Messung von g-2.

o

+

+
L Spin W=V, +7 +¢

F

&

) d
+ Inthe COM: 7 —mlEW + A(E Yoo @
% s (ENt + A(E Jeos 8]

+ High energy positrons in the LAB frame are emitted at forward
angles in the CM frame

. . * 3 - ] ' ¥ b e R
¥ LI Y L LI
e - =
".'rpq.i...q-i"" P
L A [

. -cl.jt 4:;n ;I1;se
cn®»

« We observe

v

Nit)=Ne* "”T[l + Acos mar‘]
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LIFE OF A MUON:
THE g-2 EXPERIMENT Muons are fed
Muons are into a uniform,
tiny magnets doughnut-shaped
spinning on magnetic field .
axis like tops. and travel in a circle. ﬁ“f:‘:,’n?s‘;:i‘r’l":’:ie;
. JJ 6 / / changes by 12°,
. D ‘ Ry * D i > g yet it keeps on traveling
Hit 0 ;
Target. \
Protons Pions, weighing Pions decay
from AGS. 1/6 proton, to muons.
are created.
One of 24 detectors -
see an electron, giving After circling the ring
the muon spin direction; many times, muons
g-2 is this angle, divided spontaneously decay to
by the magnetic field the electron, (plus neutrinos,)
muon is traveling through in the direction of the muon spin.
in the ring.
Juni 7, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 9
£ Die Beobachtung

T

(1) Precession frequency

T THE

{2) Muon distribution

(3) Magnetic field map

D Hertzrog / THmuos
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Der Myon-Speicherring

Radius 7112 mm

Aperture 90 mm
Field 145T

P 3.094 GeV/c

Juni 7, 2005
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Der Myon-Speicherring
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Normaler Zeeman-Effekt: nur Bahnmagnetismus

dL/dt

Abbildung 4.13: Zur Veranschaulichung des Zeeman-Effekts: Klassische Prazession von Drehimpuls L
und magnetischem Moment z; um die Feldrichtung. Im Gegensatz zu einem klassischen Drehimpuls
darf die z-Komponente des quantenmechanischen Drehimpulses allerdings nur diskrete Werte L. = mh

annehmen.

Juni 7, 2005
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Wiederholung Zeeman-Effekt (ohne Spin)

Beobachtung von Zeeman 1896
Spektrallinien von Atomen im Magnetfeld:

» Spalten in 3 Linien auf (Tripletts)
*» Linienabstand wachst mit B
* Linienabstand ist fiir alle Atome gleich

Elektron auf Kreishahn: magnetisches Moment
— e -
Pm—— L
2m,

Dadurch andert sich potentielle Energie im Hamilton-
Operator um

e

Ep=—puB= BL,
My
Die Energieentartung der Zustande ist aufgehoben:
eB
Egym=Ey+—8m=E, + upBm
2m,
Mit dem Bohr-Magnetron
eh _aa T
Up=——=097273210"24 =
2m, T
Die Zeeman-Aufspaltung ist
AE = En,m+l _En,m = tpB
E ist minimal, wenn p,. parallel zu Bist. Dann ist L
antiparallel zu B und es ist m = -[.

Aufspaltung von Linien in Tripletts

chne & mit & ! ohne &

p e

S

In  beiden Fallen mit Magnetfeld werden Photonen  mit  drei

unterschiedlichen Energien emittiert.
Beobachtete Linien
zirkular polarisiert

G o beobachtete
cz) ' (b * Linien
Al=1 : 21 ? Am= -‘N E
AM=0/~Ipp -
Ui vy /G
In
./'G
s
T ? v+..f\.v linear
B 271 " polarisiert
m Am=1
3 Ubergénge won f = 2 nach f= 1. Ein Photon trégt Einen inneren

Drehimpuls  (Sping won 1f, der parallel zur Propagationsrichtung
ausgerichtet ist. Parallel Zum Magnetfeld kann die unverschobene Linie
nicht beobachtet werden

Juni 7, 2005
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£ Pieter Zeeman
Pieter Zeeman (1865 - 1943), Nobelpreis fiir Physik 1902:
Pieter Zeeman wurde am 25. Mai 1865 in Zonnemaire geboren.
Er war seit 1900 Professor in Amsterdam. Auf Anregung von Lorentz entdeck-
te er 1896 den magnetooptischen Effekt der Aufspaltung von Spektrallinien (bei
Natrium, und spater bei Zink und Cadmium) in mehrere eng benachbarte Lini-
en, welche Michael Faraday vergeblich gesucht hatte. Mit einem Spektralapparat
grofler Auflosung entdeckte er, dass die GroBe des Linienabstandes proportio-
nal der magnetischen Feldstirke ist. Dieser spiter nach ihm benannte Zeeman-
Effekt wurde zur Erforschung der Feinstruktur der Atome herangezogen. Hendrik
Lorentz fand eine klassische Erklarung dieses Effektes, nach der jede Spektralli-
nie eines Atoms in drei Komponenten aufspalten sollte. Dieses Lorentz-Triplett
bezeichnete man als normalen Zeeman Effekt. Das Aufspalten von Atomen in
kompliziertere Strukturen wurde aus historischen Grinden als anomaler Zeeman-
Effekt bezeichnet. 1902 erhielten Lorentz und Zeemann fiir thre Entdeckung den
Nobelpreis fiir Physik.
Picter Zeeman verstarb am 9. Oktober 1943 in Amsterdam.
http://phys.educ.ksu.edu/vgm/html/zeemanspec.html
Juni 7, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 15
- Der anomale Zeeman-Effekt (mit Spin)
E (= Normalfall)
Gesamt magnetisches Moment aus Spin und Linienaufspaltung im Magnetfeld analog zu
Bahnanteil: Y-
¢ /- - Emj- ——<#j>B—#ngij
Hj=— Y (L . gSS) wegen gjhéngt die Aufspaltung von jab.
¢ Beispiele:
Wegen Prazession um Jist nur die Projektion relevant b =0 .,H = g=1
A Fl=g,
<#->:%:gﬂu3‘f/h > =0, ms => g2
Y I=1, F112 =2 g =203
mit dem Landé-Faktor ' j_ .
1 JGH DI+ D + s(s+1) P ST, 232 => gFals
gi = .
2jJ+D Pii2 P .,
P 1, 1412
—_— ”22}’3 € _112-’-”3
- -3f2
m; g m g
= 12 e 12
S—;:l 2 = . 2
s 1Y iz T 213 qp
2 Doubletts 2 Tripletts
Anomaler Zeman-Effekt durch Aufspaltung won Linien durch externes
tagnetfeld (vgl. =) Auswahiregel fir Ubergange gelten nach e=a.

Juni 7, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer
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¥ktormodell und Prdzession im B-Feld

o

Abbildung 4.15: (a) Prazession von J um die z-Achse in einem duleren Magnetfeld. (b) Vektorielle Zu-
sammensetzung des Drehimpulses und des von ihm erzeugten magnetischen Moments. (c) Prazession
aller magnetischen Momente und Drehimpulse um die Magnetfeldrichtung.
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Berechnung des LandéFaktors

1 3 ] a3
)= “|3.|J L-J = [FP+1°-57]
TS L-J S-J | P )
= % (gfwﬂsv') ' = S P JU+D+I0+1) =s(s+1)]
o 3G+ =11+ 1) +s(s+1) _ 1 5. .
Wi = —HB zm c_‘!J = EH [J{j+1:|—flf+lj|+3|15+1:|]
= gz Jj(j+1)
- gf“f"% aus

VEKTORMODELL : ; =45 (zuerst fiir ein Elektron) ITi-f'_tmlh

a? = j(j +1)n’
Mathe : a® = b% + c2=L2bccos a ergibt mit { b* = s(s+ 1)R?
¢ = j(j+h?

@Y= _, qus (3)

l
= —2—|F|J"’| cos x =

Vis = 5[0 +1) =10+ 1) = s(s + 1)
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Aufspaltung beim anomalen Zeeman-Effekt

2p 372
g, =4/3

2p,,
g, =23

B=0 B>0 m, j | n

vy +3/2
S A A vz 3/2
Tk -1/2

-3/2

A

+1/2
112 }”2
AN A

— W v +1/2
Y } 1/2 0 2

vy WY A2

ter.

Abbildung 4.16: Zeeman-Aufspaltung fur die Zustande 1sy »», 2p; ;> und 2p; > des Wasserstoffs.

Da der Lande-Faktor g; vom Zustand (;,/) abhangt, ist die Aufspaltung fiir Niveaus
mit unterschiedlichen Quantenzahlen (;,7) im Gegensatz zum normalen Zeeman-Effekt
verschieden. Das Aufspaltungsbild ist somit beim anomalen Zeeman-Effekt komplizier-

Juni 7, 2005
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Zum Mitnehmen

o

Beste Methode um g-Faktor zu messen:
Prdzession des Myon-Spins in einem Magnetfeld

Kombination von Spin- und Bahnmagnetismus mit
g.=2 und g,=1fiihrt zur LandéFaktor zwischen lund 2.
Dies kann als anomaler Zeeman-Effekt beobachtet werden

Juni 7, 2005

Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 20




Vorlesung 16:

o

Roter Faden:

Elektronspinresonanz (ESR)
Kernspinresonanz(NMR=Nuclear Magnetic Resonance)

Mehrelektron- Atome

Folien auf dem Web:
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~deboer/

Siehe auch: Demtrdder, Experimentalphysik 3,
Springerverlag
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Wie ldsst sich Spinflip erzeugen,
d.h. Kegeloffnung dndern?

o

Wie kann man die Kegel6ffhung, die j um B beschreibt, vergréfern? (vergrofern von B
vergroBert nur Wpgz.)

Antwort: Verdnderung durch ein zu B zusitzliches B'-Feld mit BB

Abbildung 42:

i B B Anderung der Prizessionswinkel durch horizontales
Feld (a) oder durch oszillierendes Feld (b)

Kommt j bei P vorbei (das geschieht

IJ]:-L'a' z

q

e

gezeigten Richtung.
z.B. B =Bycosty,t. Start wie im Bild mit

mal in der Sekunde), wirke B'in der

t=0.

— Uberlagerung durch Kegeloffnung von j
s um B". Dajbei P1B ist B’
B' = b cos fut) Normalenvektor zu der Ebene, in der

den Kegeloffnungswinkel zu B dndert.
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— oo [ [ ° °
= |} Prdzessionsfreq. eines magn. Dipols im B-Feld
l —
] ° d—J =Drel t B
— B el L
< o de |aj| = j-sin®-de .
o "TT TT
RN . L ag _ : ae _ _H
) N o d J-sin - o M- B-sin ¥ ar @, .. = . -B
' -
_.J(?-I-dl) o o
ien Damit gilt: (@, =g | >m |- B
i} \ =
.- Abbildung 34
Wir erwarten Prizession von Elektronenbahnen und Spins im
B-Feld.
= . . 4 Vs
Abschitzung: B in Gaul3=10 2
foese — —— = 1,4 Megahertz =
praz = 5 — =1, egahertz- T
foriz Kern = (0.76 Kilowatthertz/GauB)-g-B
Hilfe: U, -1GauB=10"eV
e IB]
¥ . 1 107%-1,6-107" .27x
AU (!)p,_a::g-,uc,-;-B:g-B- 66 10> [s™1
(wenn fiir B die Zahl in ‘Gauli” angegeben wird)
Abbildung 35:
Prazedierender atomarer Kreisel Vpes = g'_g,t;i_’s_B = 2,8 X ]_D]OBO [%]
Juni 9, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 3
= . . . .
H Vergleich mit klassischem Kreisel
AL
&= T2 T
2 c 3 s1n
AL Lsing -

]

x
-

T The precession angular
velocily of a spinning
fop is inversely proporiional

Direction of

precession | to ifs spin speed.
AG precession
» = —— = angular
MAr wvelocity
o — Al _ T _ mgrsing
P AtLsing  Lsing Lsing
mgr

Op = I
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Elektronenspinresonanz (ESR)

I +2 AU = gl1oB
U o

i AU Drehimpulsumklappung erfolgt nur bei
’ +1 0= AU:
| zB. ©®=10"eV > A=1cm
; ;"\L"
: 0 —»
i T B
i x'_'\.[x
~1
L AU

+ _n Abbildung 44
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ESR-Spektrometer

@ Hohlleiter
- Probe '
Klystron i
/ hv

Resonator RVAVAY
'Héﬁ\ﬁ

Oszillograph
s
Modu- A
: "Yl'}——l v

lation - s
-

Magnetspu len

Palschuhe

Abbildung 56: Schematische Darstellung des Versuchs. Die Spannung an den Spulen des Mo-
dulationsfeldes wird an die x-Ablenkung und das Signal der Diode an die y- Ablenkung eines
Oszillographen gelegt. Im Falle der Resonanz nimmt das Signal in der Diode ab, da dem Feld
Energie entzogen wird. Aus Haken Wolf, Atomphysik

Energieabsorption bei der Resonanzfrequenz
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Elektronenspinresonanz (ESR)

. o - +¥2
H.? S A -|r2 N 'EI{E.E
+
F1 ol e W gl
. 1'% | Verteilung der Teilchen im thermischen
N 1 | Gleichgewicht iiber Energieniveaus gegeben

smgrg Ensin E% | dupch Boltzmannverteilung: Nocexp(-E/kT)

Absorplion ader

Relaxation

8,- Fecd hochfrequent ,E;{BE N,E;{E.E
.' /Elﬂ -Feld N Nq.—N 1 1_ EhﬂT

3 A o {_’_ (2.6)
NEI. Licht, H‘-()'ICI

Signal « N_ -N, oc B/T

Abbildung 57: Nachweis der Elektronenspinresonanz durch einen viel hoherenergetischen op-
tischen Ubergang. Gleichzeitig zeigt die Figur ein Beispiel fiir das sog. optische Pumpen. Aus
Haken Wolf, Atomphysik

Juni 9, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 7

Kernspinresonanz wie ESR jedoch im
Radiobereich statt Mikrowellenbereich

Fiir Protonen erhalten wir

-27
| 102728 1
vRe<({H) = 1 o Tys ~ HOMHZT.
/2

NMR= Nuclear Magnetic Resonance

Einige relevante Feldstiarken und Resonanzfrequen- GaAs-Volumenmaterial mit 1.5MHz Anrequng
zen (=Spektrometerfrequenzen) sind B = 8T, ent-
sprechend vy = 360 MHz und B = 13.5 T mit vy =
600 MHz.

In der Figur ist als Beispiel ein Ubersichtsspekt-
rum von GaAs gezeigt, in dem die Resonanzen der
drei relevanten Isotope erkennbar sind: 5As, "1Ga
und %°Ga. Wir erhalten dafiir die folgenden Reso-

nanzfrequenzen: e L] . [" 5°T = L
) 1 VI armor'D Bes@1.5 MHz
MHz/T mT
69Ga 2016 1.5 10.2 146
NGa 2.562 1.5 13.0 115
T5A¢ 1.439 1.5 7.31 205
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Vergleich NMR und ESR

—_ — = |
_M p— gmsuE M QpIN
I 8 I | I S |
4 & & & hrg.l"r T S Y a4 444k
ll enengy i fow LL high
e energr .I::uw EﬂEf!‘.l:r anargy ( enerngy
anergy anergy low | A
ENargy
I N I I N | I N I I N |
Bar magnet Current loop Elactran spin Frotan spin
magnelic momeni magnatic momeni magnelic mament magnatic moment
qup 2, CTH07eV I TNIT) L Mg =E7HI0VEVT . =3.15x10 eV
P.Ir‘:'n'mhﬂa'nz = -1t =L.7608x10" s E N
' i 0.58x10" eV -5
V= 22 =28.025GHz  Larmor frequency
T
_2u,B 22 79)(3.15x10 eV / TY(1T) .
proton spin = ?: 6. 58x10'meV-.s =2.6753x IUBS l
V= zﬂ =42.57181MHz  Larmor frequency
T
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E NMR Spektrometer
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LY
I /
) Magnat
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L
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y-axis *x-axis
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Gepulste NMR

Static magnetic field B, Amplified signal Signal vs
vs time frequency
m wu v m Fourier L
AF excitation Froton - fime MAnSfOrM frequency
relaxation

to raise proton
spins to upper
lenel,

|‘ | 1 f
RF excitation
broad-bandad
anaugh to

COVEr resonance
at all field values

relaxation
Added gradiant

magnetic field By

signal received

wmﬂgﬂw—»
Froton —= i

signal received

Froton NMRA signal

af only one frequancy
bacause of the
constant magnatic
field.

Fourier M

Transform ___ frequency

Froton NMRA freguency
varies with position
bacause of tha gradient
magnetic field.
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When a rotating fleld gradient 1z used, ineat
positiomng nformation 15 collected along a
ramber of different directions. That
information can be combined to produce a two-
ditmensional tap of the proton densities. The
proton HME signals are quite sensitive to
differences in proton content that are
characteristic of different kinds of tizsue. Even
though the spatial resolution of WMET 15 not as
great as a conrventional x-ray film, its contrast
resolution 1z much better for tissue. Rapid
scatining atd computer teconistraction give
well-resolved images of organs.

http://hyperphysics.phy-
astr.gsu.edu/hbase/hframe.html
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Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 12




Beginn der NMI (Nuclear Magnetic Imaging)

The foundations for unaging using magnetic resonance were laid m 1946 by Bloch and
Purcell; Bloch at Stanford, studying liquids, and Purcell at Harvard, in solids. Though
thev received Nobel prizes for thenr discover, it was not until 1973 that nuclear magnetic
resonance (NIME) was used to generate inages.

FEAD MMOERE ABOUT THE HISTOEY OF LIRT

Juni 9, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 13

Wie "MRI" (Magnetic Resonance Imaging) funktioniert

1. Hydrogen protons, 3. A brief radio signal,

positively charged particles
in the hvdrogen molecule's
nucleus, narmally spin in

. random directions

Z. Frotons wobble in
alignment with magnetic
fields of varying intensity;
frequency of wobble iz

whose soundwave frequency
equals the frequency of
wobble of certain protons,
knocks those protons out
of alignment

4. When radio signal ceazes,
protons shap back into
alighment with magnetic
field, emitting 2 radio signal

proportionate to strength of their own, that announces

of individuzal magnetic field the presence of a specific

tizsue

Lilke X rav, MRI iz based on a dizcovery in the physic lab: when the mucler of
Ivdrogen atoms--single protons, all spuming randomly--are caught suddenly
in a strong magnetic tfield, they tend to line up like =0 many compass needles.
It the protons are then hit with a short, precigely tuned burst of radio waves,
they will momentarily flip around. Then, in the process of retiumnming to their
original orientation. they resound with a brief radio signal of thewr own. The
intengity of this emission reflects the munber of protons in a particular "slice
of matter.

FF
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MRI scanner

o

CREATING REFINED ANATOMICAL IMAGES Scanner
0 : = Uszeselectromagnets and
Within the metallic cocoon of an MRI scanner, R
the patient is surrounded by four electromagnetic cross-sectional images
ils and th tsofat i Tl
coils an e components of a transciever i o
e _~ magretic field fram

top to bottom across
scanning tube

Z Coil
Create s varying

rmaghetic field from
hzad to tog within
scanning tube.

Transciewver
Sends radio signals
to protons and receives
< =zignals from them.
|

e X coil
Create s varying
magnetic field from
left to right across
ZCalning tuwe .,

= Main Caoil
Surrounds patiznt with
uniform ragnetic field,

Patiz nt
Wears loose clothing; must
empty pockets of metallic
objects that could prowe harm-

1
e, \qw - ful if mowed by maghetic force
& -
o
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History of MRI

o

In 1890 Roy and Sherrington's paper 'On the
regulation of blood supply of the brain' suggested that
neural activity was accompanied by a regional increase
in cerebral blood flow. Until 1990 there was no way
of non-invasively measuring the flow of blood in
cortical areas. Ogawa and Lee at the AT and T Bell
Laboratories working on rodents discovered that the
oxygenation level of blood acts as a contrast agent in
MR images. They demonstrated that signals received
from vessels were altered by drug-induced changes in
blood flow from the brain. It was suggested that
this is a consequence of changing the content of
deoxyhemoglobin in the blood.
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o

3D-Bilder maglich

Traditionally data has been analyzed by
visual evaluation of image slices on
radiological film. Digital
representation of this data is rarely
the norm despite the increased use of
computers. To make use of the huge
amount of data contained in fMRI
scans, a doctor needs a composite image
for making a quantitative rather than
qualitative diagnoses. The clinically
important features need to be
extracted from the image, whether
that is blood flow, tumor size, or
cortical activity. In the case of fMRI
it is necessary to know exactly where
the areas of cortical stimulation are
located

Juni 9, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 17

functional MRI (=interactives MRI)
Beispiel fiir “image guided robotic surgery”

location of pointer

Ko
a

motor cortex

&

o/

L pointerat front.of metor cortex
s & e ———
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Violent Video Games Trigger Unusual

o

Brain Activity in Aggressive Adolescents

Adolescents with disruptive behavior disorders (DBD) have
different brain structure and brain activation patterns than
nonaggressive adolescents.

When watching violent video games, aggressive adolescents had
less brain activation than the nonaggressive control group.
Normal adolescents previously exposed to greater amounts of
violent media also exhibited differences in brain function.
Adolescents with DBD showed abnormal development of the
brain's frontal lobes.
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o

Mehrelektron- Atome
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Helium-Atom

| Atomkern mit Ladungszahl Z wird als unendlich

schwerer Massenpunkt betrachtet.

Die potentielle Energie aller Elektronen ist:

Ze? e’
Timsys* Zafi 7]

E
i dmegr; i 47150‘4; —F;

pot —

wobei der 2.Term die Wechselwirkung der Elektronen
untereinander beriicksichtigt.

Die Schréodinger-Gleichung des Helium-Atoms

h2
(AI"'AZ)‘I'E;)OI Y= Egesw

(4
mit der potentiellen Energie
Ze? Ze? e?

/5 - + —
Ameogn  Amegry  Ameglf — B

pot —

Modell unabhangiger Teilchen:

* Vernachlassige Elektron-Elektron-
Wechselwirkung

¥ L&sungen wie im H-Atom
Bindungsenergie, je 1 Elektron in Zustanden a und b:

E=E,+Ey, =—RghcZ* L2+i2
Ry 1y

Bei Helium im Grundzustand (beide Elektronen in 18)
ist E = -2x2%x13.6=-2x54,4=-108,8 €V.

Tatséchliche Bincdungsenergie: -24 6 eV fiir erstes

Elektron, -54.4 eV fiir das zweite. Die Differenz folgt

aus Abschirmung des Kerns durch das erste Elektron.
]
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Wellenfuntkion des Heliumatoms

Bahnanteil der Wellenfunktion

Wabhrscheinlichkeit, Elektron 1 bei ry und Elektron 2
bei ryzu finden, wenn e7 im Zustand a und e2 in b ist:

win, n)=waln wpln )=y, )yy(2)
Elektronen sind aber ununterscheidbar, die
Wellenfunktion muss symmetrisiert werden.

Symmetrische Wellenfunktion
ws(L2)= (waDwp(2)+ v (2w

Antisymmetrische Wellenfunktion

(1)/2

v (1,2) = (1, (D (2)— v, (2)47, (1)) 2
b_)eT _q}e‘l /3\
82 el
a__)i _}e2 \.‘}/
y (1w (2} wThie(2) o (D (2 £ (T (2)

Die antisymmetrische Wellenfunktion verschwindet fiir
Ya=hoderr,=r,

daher geringere Abstofung der Elektronen als bei ¥

und starker Bindung

Spinanteil der Wellenfunktion

Symmetrische Wellenfunktion

nxr(2)

1
2sW2N2= Dz, @+ 1Dz
it

@
2,z 2

Gesamtspin S =1, PI‘D]ektIO M_=1,0:-1

Antisymmetrische Wellenfunktion

240202 = 14 (1) x, (2)-

mitS=DundMS=D

(22, 0)

Singulett
Symmetrisch

Triplett
antisymmetrisch
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Wellenfunktion des Heliumatoms

Bahnanteil der Wellenfunktion

Wahrscheinlichkeit, Elektron 1 bei r, und Elektron 2

bei rpzu finden, wenn e7 im Zustand a und e2in b ist:

w(n, 1) = wa(n wp(n )= v,y (2)
Elektronen sind aber ununterscheicdbar, die
Wellenfunktion muss symmetrisiert werden.

Symmetrische Wellenfunktion

Ws(1=2) = (Wa (UWE) (2)+ Wa(2)Wb

Antisymmetrische Wellenfunktion

W)/~2

wa(12)= (w,(Dwp(2)- v, (2)w, (1) 12
b_)eT _"}e‘l ,;)\
e?2 e
a—)i ‘je2 \.‘}/
W@ w2y (D2 2w (2)

Die antisymmetrische Wellenfunktion verschwindet fiir

Spinanteil der Wellenfunktion

Symmetrische Wellenfunktion

2171 (2)
2sL2N2 =3 W2 @)+ 11 (2) 2, ()
7,2

Gesamtspin S=1, PI‘D]ektIO M_=1,0-1

Antisymmetrische Wellenfunktion

240202= Wz (2)- 11 (2) 2, 1)

mitS=DundMS=D

\— ) 4/

» a=hoder ry=r, Singulett Triplett
5 trisch
daher geringere Abstofung der Elektronen als bei ¥ ae— i
und stérker Bindung
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H Ortho- und Parahelium
Es gilt: Termschema
Die Gesamtwellenfunktion der Elektronen muss 25‘-"-5-8---é--;?f?fl?@.:.‘f-a--..i,-é..';..Q’itf_‘.".’.‘?liy.".;‘._...h....
. . . ahn: symmetrisc i Bahn: antisymmetnscl
antlsymmemSCh Sl 24l Spin: antisymmetrisch | Spin: symmetrisch
1 1 - 1 ! 3 3 3 a =
Helium kann demnach in 2 Formen voliegen: . S 4 P D 4 F | S ‘ P 4 D 4 F
Parahelium (S=0) fu, |
b Spinfunktion antisymmetrisch .% B4 |
b Bahnfunktion symmetrisch o
* Beide Elektronen kénnen in 1S sitzen § n !
(Grundzustand) @ 2" ] 7
» Beide Elektronen kénnen am gleichen Ort sein =
(AbstoRung, geringere Bindungsenergie) GEJ |
P Keine Feinaufspaltung der Linien <L 21T 7
2 !
Orthohelium (S=1) |
b Spinfunktion symmetrisch 201 .
¥ Bahnfunktion antisymmetrisch L2
¥ Im Grundzustand ist 2. Elektron in 25 oF 1 4

P Linien zeigen Feinstruktur (Tripletts, wegen Spin-
Bahn-Kopplung)

Ein Elektron sitzt in 15. Die Quantenzahlen geben Gesamtbahnimpuls
und Gesamtspin wieder. Die Linien des Ortho-Helium sind wegen S=1
und der Spin-Bahn-YWechselwirkung Tripletts.
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Aufbau des Periodensystems

In Modell unabhéngiger Teilchen entsteht das
Periodensystem durch Auffiillen der Niveaus unter
Beriicksichtigung folgender Regeln:

Pauli-Prinzip
Zwei Elektronen diirfen nicht Zusténde mit den
gleichen Quantenzahlen einnehmen.

Hundsche Regel
Aquivalente Niveaus werden so besetzt, dass der
Gesamtspin maximal ist (keine strenge Regel).

Nomenklatur:
» Einelektronenniveaus gegeben durch n,/,m,m,

» Aquivalent sind Elektronen mit gleichem n./

b Schreibweise bei X dquivalenten Elektronen: nf*

b Schalenabschliisse bei 2,10,18,36,54,86,118
Elektronen sind besonders stabil mit
Gesamtdrehimpuls J=0.

¥ Unterschalen bei Auffiillung aller Niveaus mit n,/

Bindungsenergie des duBersten Elektrons

e 3d 4
U 45 l 5 l
. | 20 | 30 | 4 | 5p

=

T
I.
: [
Ne |
: |
|
|
|

]
(=]

—
o

=
=

(4]

Energie zur einfachen lonisierung (V)

o

\i
It
l:
¥
2

Na
I
I :
0 18
Ladungszah! Z
Interaktives Periodensystemsa
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3 Elektronenstruktur der Elemente
[ ] Besetzung nach Pauli-Prinzip und Hundscher Regel: Energetische Staffelung der Niveaus
m_0 1 0 -1 — 557 Bestzungszahlen|
nz plele EIERETEE L= s 2
’ It| ©OF —. Pl
Li Be L o —— f 1.;
H He I 58X g
— 4d —2—
lT B C it Beispiele zur Netation
4p . W [Xe]{4f)"(5d)(Bs)]

b Alkali-Metalle (Li, Na, K...) geben 1 Elektron
leicht ab —+ Leitfahigkeit.

¥ Erdalkali-Metalle (Be, Mg, Ca...) sind 2-wertig
Anregun,

1} et

ti| Be ti| Ber

¥ Bohr-Gruppe (B, Al...) ist 3-wertig
» Kohlenstoff-Gruppe (C, Si...) ist 4-wertig

Nt e T[T
tl| B ] e

3 —a19
4 —2— T T,

3p —5,;-‘%\% [A1] (ds)
3s \
“Si: [Ne] (3s¥(3p)’

[Ar]{3d)%ids}

ﬁ _1:|

2p - NG

2s — 2 JN\s('}: [He] (2sY(2p)
15— 2 He

Notation der Elektronenkonfiguration
[Y] (n, )" (n L)"... Mit Y: Atom der letzten

abgeschlossenen Schale, n Hauptquantenzahl, /=

(s,p.d,...) Drehimpuls des Einteilchenniveaus, X Zahl

der Elektronen in diesem Niveau.

1
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LS-Kopplung

Bahndrehimpulse der Elektronen koppeln zu Beispiel: 2 Elektronen mit /, = /.,

=YL [L|=JId+n

Spins der Elektronen koppeln zu Gesamtspin

S=%8; [S|=+/sGs+ D

Der Gesamtdlehlmpuls ist

J=L+8

mit

=T+ DA

Jo=Mh, M=J,J-1. .-

Méogliche Werte fiir L: [ +L,, [ 411 ... |-/,

1% ®

L=3 (F) [=2 (D) L=1(P)

Hierbei handelt es sich nicht um die Drehimpulsvektoren, sondern um
eine symbolische Addition der Quantenzahlen.

Term: alle Zustancde mit gleichem L und S.

Spin-Bahn-Kopplung — (25+1) Kombinationen:
J=L+S, [+S-1 ... L-S (Multipletts)
» 2 Elektronen: S=0 (Singulett) oder S=1 (Triplett)
» 3 Elektronen: S=1/2 (Doublett) oder S=3/2
(Quartett)
» 4 Elektronen: S=0 oder S=1 oder S=2 (Quintett)

Notation:
Term Niveau
Multiplizitst
25+1 25+1

L L

Bahndrehimpuls (3. P.0...) 4
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£ JJ -Kopplung
Mit steigender Kernladungszahl Z wird Spin-Bahn- LS- und JJ-Kopplung gibt es nur bei leichten bzw.

Kopplung einzelner Elektronen starker.

schweren Atomen in Reinform. Die Niveaus im
Ubergangsbereich lassen sich nicht einfach zuordnen.

Ji = Li + Si
Die J; Koppeln zum Gesamtdrehimpuls des Atoms: —(3/2,112).
- = = — (372,112},
F=3 s =TT+ p. LS et
1 -  —— ——
= — JJ
_ P —
. — (12,102
—(112,112),

C Si Ge Sn Pb

2pds 3pds 4pbs 5pBs Bpis

Notation: (J1,J2,J3)
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Atome mit 1 oder 2 Valenzelektronen

o

Abgeschlossene Schalen bilden Rumpf mit L=0, S=0. | Termschema des Lithium-Atoms
: 0 -
Elektronen aufierhalb (Valenzelektronen) bestimmen H Li
» chemische Eigenschaften 5 E T s
» metallische Eigenschatten Skl
b magnetische Eigenschaften - —_—
< —
Der Rumpf schirmt Kernladung teilweise ab. L 3s
(]
rz 2 fe)
W &
W —
2 S
Der Grundzustand des Li liegt
hiher als bei H. Aguivalente
Fustande sind aber starker
5 gebunden, denn die Abschirmung
durch den Rumpf ist nicht
— vollstandig, da die Wellenfunktion
23 des 2S-Zustandes his in
¥ Kermnahe reicht,
Atome mit 1 Valenzelektron (Li, Na o)
haben wasserstoffahnliche Spektren. Aquivalente Atome mit 2 Valenzelektronen (Be, Mg ...)
Niveaus sind aber starker gebunden als im H-Atom.  :  treten, wie Heliumea, in zwei Zustanden (Singulett und
Triplett) auf.
Juni 9, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 29

Zum Mitnehmen

o

Aufspaltung der Spektrallinien kann im optischen
Bereich (normaler und anomaler) Zeeman-Effekt,

im Mikrowellenbereich (ESR) und Radiobereich (NMR)
beobachtet werden.

NMR fiihrt zu interessanten Anwendungen als 3D Imaging
im Bereich der Medizin

Mehrelektronen: Besetzung der Energieniveaus bestimmt
durch Pauli-Prinzip und Hundsche Regeln.

Pauli-Prinzip verbietet mehrere Elektronen in Zustand
mit gleichen Quantenzahlen.
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o

Vorlesung 17:

Roter Faden:

Mehrelektron- Atome
Periodensystem

Folien auf dem Web:

http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~deboer/

Siehe auch: Demtrdder, Experimentalphysik 3,

Springerverlag
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| Helium-Atom

O

Atomkern mit Ladungszahl Z wird als unendlich
schwerer Massenpunkt betrachtet.

Die potentielle Energie aller Elektronen ist:
Ze® e’
Epo‘f - _Z‘ A + Z o=
i dmsgr; jeidmeg "”i - rj‘

wobei der 2.Term die Wechselwirkung der Elektronen
untereinander beriicksichtigt.

Die Schréodinger-Gleichung des Helium-Atoms
hZ
__(Al + AZ)‘I'Epot ¥ :Egesw
2m,
mit der potentiellen Energie
2 2 2
Ze Ze . e
Ameon  Amegry  Ameglh — B

E pot —
Modell unabhéngiger Teilchen:

* Vernachlassige Elektron-Elektron-
Wechselwirkung

b Ldsungen wie im H-Atom
Bindungsenergie, je 1 Elektron in Zustanden a und b:

E=E,+Ep =-RghcZ* L2+i2
By Hp

Bei Helium im Grundzustand (beide Elektronen in 18)
ist E = -2x2%x13.6=-2x54,4=-108,8 €V.

Tatséchliche Bindungsenergie: -24,6 eV fiir erstes

Elektron, -54.4 eV fiir das zweite. Die Differenz folgt

aus Abschirmung des Kerns durch das erste Elektron.
]
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Wellenfuntkion des Heliumatoms

Bahnanteil der Wellenfunktion

Wabhrscheinlichkeit, Elektron 1 bei ry und Elektron 2

bei ryzu finden, wenn e7 im Zustand a und e2 in b ist:

win, n)=waln wpln )=y, )yy(2)
Elektronen sind aber ununterscheidbar, die
Wellenfunktion muss symmetrisiert werden.

Symmetrische Wellenfunktion
ws(12)= (o (Dwp(2)+ wa (2w

Antisymmetrische Wellenfunktion

W)/+2

wa(L2)= (e (Dwp(2)-wa(2)wp (1)) 2
b_jeT _.}e‘l /’)\

g2 el
a—o % 57

y (1w (2) w1y (2)

a

1pb(1}1pa{2) ﬂ:wa(1)ﬂfb(2)

Die antisymmetrische Wellenfunktion verschwindet fiir
Ya=hoderr,=r,

daher geringere Abstofung der Elektronen als bei ¥

und starker Bindung

Spinanteil der Wellenfunktion

Symmetrische Wellenfunktion

1 (2)
2sW2N2 = 1z, @)+ (2 2 )
2,z 2

Gesamtspin S =1, PI‘D]ektIO M_=1,0,-1

Antisymmetrische Wellenfunktion

240202 = 24 W 2y (2)— 24 (2) 2, 1)

mitS=DundMS=D

Singulett
Symmetrisch

Triplett
antisymmetrisch
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H Ortho- und Parahelium
Es gitt:| Pauli-Postulat Termschema
Die Gesamtwellenfunktion der Elektronen muss 25‘-"-5-8---é--;?f?fl?@.:.‘f-a--..i,-é..';..Q’itf_‘.".’.‘?liy.".;‘._...h....
. . . ahn: symmetrisc i Bahn: antisymmetnscl
antlsymmemSCh Sl 24l Spin: antisymmetrisch | Spin: symmetrisch
1 1 - 1 ' 2 3 3 A= -
Helium kann demnach in 2 Formen voliegen: . S 4 P D 4 F | S ‘ P 4 D 4 F
Parahelium (S=0) fu, |
b Spinfunktion antisymmetrisch .% B4 |
b Bahnfunktion symmetrisch o
» Beide Elektronen kénnen in 1S sitzen § n i
(Grundzustand) o 22r ; 7
¥ Beide Elektronen kénnen am gleichen Ort sein =
(AbstoRung, geringere Bindungsenergie) GEJ |
P Keine Feinaufspaltung der Linien <L 21T 7
2 !
Orthohelium (S=1) |
b Spinfunktion symmetrisch 201 -
¥ Bahnfunktion antisymmetrisch fb,-?ﬂ—
¥ Im Grundzustand ist 2. Elektron in 25 ob 1 4

P Linien zeigen Feinstruktur (Tripletts, wegen Spin-
Bahn-Kopplung)

Ein Elektron sitzt in 15. Die Quantenzahlen geben Gesamtbahnimpuls
und Gesamtspin wieder. Die Linien des Ortho-Helium sind wegen S=1
und der Spin-Bahn-YWechselwirkung Tripletts.

Juni 14, 2005
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Aufbau des Periodensystems

o

In Modell unabhéngiger Teilchen entsteht das
Periodensystem durch Auffiillen der Niveaus unter

Bindungsenergie des duBersten Elektrons

3d 4d
ticksichti g 1525 ¥ 4s 53
Beriicksichtigung folgender Regeln: N P oo ] l w ] l o
Pauli-Prinzip Be i i Soraien |
Zwei Elektronen diirfen nicht Zustande mit den  iNe | g |
gleichen Quantenzahlen einnehmen. 20 L ¥ .
I : I Unter- I
Hundsche Regel | | schalen; |
Aquivalente Niveaus werden so besetzt, dass der 15 [ ;‘/ !
Gesamtspin maximal ist (keine strenge Regel). :

Nomenklatur:
» Einelektronenniveaus gegeben durch n,/,m,m,

=
=

» Aquivalent sind Elektronen mit gleichem n./

(4]

Energie zur einfachen lonisierung (V)

b Schreibweise bei X dquivalenten Elektronen: nf*

b Schalenabschliisse bei 2,10,18,36,54 86,118
Elektronen sind besonders stabil mit
Gesamtdrehimpuls J=0.

¥ Unterschalen bei Auffiillung aller Niveaus mit n,/

o

Ladungszah! Z

Interaktives Periodensystemsa

Juni 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 5
Periodensystem
2
He
5 & 7T & a3 i
E C N & F JHNE
13 14 15 18 17 0@
Al S PS5 C BAF
22 23 24 23 6 27 26 29 a0 9 3z 33 34 35 [0
T % Cr Mn Fe Co MNi Cu Zn Ga Ge Az Se bBr JKr
d0 (41 (42 |43 44 (45 46 47 4B (49 |50 51 52 53 PSR
Zt Nb Mo Tc Au Bh Pd Ag ©d Im Sn Sb Te | [XE
76 73 74 YS P FT 78 T &80 & &8 B3 a4 55 DB
Hf Ta ¥ FRa Os Ir Ft Au H3 TI Pb Bl Fo Al [
14 105
Hf Ha
56 539 &0 &1 62 @3 65 GG EF BS A3 70 7
Ce Pr Md Fm Sm Eu Gd Th Dy Ho Er Tm Yb Lu
80 91 9z 83 84 anm 97 98 98 100 101 1p2 103
Th Fa U Np PFu Am Cm Bk &f Es Fm Md No Lr
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Atome mit 1 oder 2 Valenzelektronen

Abgeschlossene Schalen hilden Rumpf mit L=0, S=0.

Elektronen aufierhalb (Valenzelektronen) bestimmen
b chemische Eigenschaften
* metallische Eigenschaften
b magnetische Eigenschaften

Der Rumpf schirmt Kernladung teilweise ab.

ry’

4

Atome mit 1 Valenzelektron (Li, Na o)
haben wasserstoffahnliche Spektren. Aquivalente
Niveaus sind aber stiarker gebunden als im H-Atom.

Termschema des Lithium-Atoms

0

H Li
S 1 TEs 5p .54
4 — 40} 4d
4s
3 id
< »
2 3s
£
(&)
=
(]
0| =
2 —
2p
Der Grundzustand des Li liegt
hiher als bei H. Aguivalente
Zustande sind aber starker
5 gebunden, denn die Abschirmung
durch den Rumpf ist nicht
— vollstandig, da die Wellenfunktion
25 des 25-Zustandes bis in
¥ Kermnahe reicht.

Atome mit 2 Valenzelektronen (Be, Mg ...)
treten, wie Heliumea, in zwei Zustanden (Singulett und
Triplett) auf.

Juni 14, 2005

Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 7

LS-Kopplung

Bahndrehimpulse der Elektronen koppeln zu
L=Y1L; [L|=JId+n

Spins der Elektronen koppeln zu Gesamtspin
S=x8; [S|=+/sts+ D

Der Gesamtdlehlmpuls ist

J=L+8

mit

VENVOEY

Jo=Mh, M=J,J-1..,-J

Beispiel: 2 Elektronen mit /, = |,

Mégliche Werte fiir L: [ +L, [ 411 ... [~/

1% ®

L=3 (F) [=2 (D) L=1(P)

Hierbei handelt es sich nicht um die Drehimpulsvektoren, sondern um
eine symbolische Addition der Quantenzahlen.

Term: alle Zustancde mit gleichem L und S.

Spin-Bahn-Kopplung — (25+1) Kombinationen:
J=L1+S, [+5-1 ... L-S (Multipletts)
» 2 Elektronen: S=0 (Singulett) oder S=1 (Triplett)
» 3 Elektronen: S=1/2 (Doublett) oder S=3/2
(Quartett)
» 4 Elektronen: S=0 oder S=1 oder S=2 (Quintett)

Notation:
Term Niveau
Multiplizitat
2S+1L 28+1L
Bahndrehimpuls (3 P.0. 4

Juni 14, 2005
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JJ -Kopplung

Mit steigender Kernladungszahl Z wird Spin-Bahn-
Kopplung einzelner Elektronen starker.

Ji :Li-l-Si

LS- und JJ-Kopplung gibt es nur bei leichten bzw.
schweren Atomen in Reinform. Die Niveaus im

Ubergangshbereich lassen sich nicht einfach zuordnen.

Die J; Koppeln zum Gesamtdrehimpuls des Atoms: —(3/2,112).
T_v71.- |72 i/ (32.112),
J=3Jy, =TT +1h p. LS

1 T —
- 3 —_— JJ
- p———=___
—(112,112).
—(1/2,112),
C Si Ge Sn Pb
2pds 3pds 4pbs 5pBs Bpis
Notation: (J1,J2,J3) J
Juni 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 9
3 Elektronenstruktur der Elemente
[ ] Besetzung nach Pauli-Prinzip und Hundscher Regel: Energetische Staffelung der Niveaus
i L 1 0 -1 . 557 Bestzungszahlen
nz plele EIERETEE L= s 2
’ It| ©OF —. Pl
Li Be L o —— f 1.;
H He I 58X g
2] H—
lT B C 55 Beispiele zur Notation
4p 2 W [Xelidf)"(5d) (Bs)

b Alkali-Metalle (Li, Na, K...) geben 1 Elektron
leicht ab —+ Leitfahigkeit.

¥ Erdalkali-Metalle (Be, Mg, Ca...) sind 2-wertig

L ey |1 |
il Be | tl| Be*

¥ Bohr-Gruppe (B, Al...) ist 3-wertig
» Kohlenstoff-Gruppe (C, Si...) ist 4-wertig

Nt e T[T

il B ti| B

19
—_—

> -_—_
43 — ®Fe: [Ar]{3d)%4s)

3p —5,;-‘%\% [A1] (ds)
3s \
“Si: [Ne] (3s¥(3p)’

ﬁ _1:|

2p - NG

2s — 2 JN\s('}: [He] (2sY(2p)
15— 2 He

Notation der Elektronenkonfiguration
[Y] (n, )" (n L)"... Mit Y: Atom der letzten
abgeschlossenen Schale, n Hauptquantenzahl,

(s,p.d,...) Drehimpuls des Einteilchenniveaus, X Zahl

der Elektronen in diesem Niveau.

=

1

Juni 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer
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Atome mit 1 oder 2 Valenzelektronen

Abgeschlossene Schalen hilden Rumpf mit L=0, S=0.

Elektronen aufierhalb (Valenzelektronen) bestimmen
b chemische Eigenschaften
* metallische Eigenschaften
b magnetische Eigenschaften

Der Rumpf schirmt Kernladung teilweise ab.

ry’

Atome mit 1 Valenzelektron (Li, Na o)
haben wasserstoffahnliche Spektren. Aquivalente
Niveaus sind aber stiarker gebunden als im H-Atom.

Termschema des Lithium-Atoms

H Li
S 1 TEs 5p .54
4 — 40} 4d
4s
< »
2 3s
£
(&)
=
(]
0| =
2 —
2p
Der Grundzustand des Li liegt
hiher als bei H. Aguivalente
Zustande sind aber starker
5 gebunden, denn die Abschirmung
durch den Rumpf ist nicht
— vollstandig, da die Wellenfunktion
25 des 25-Zustandes bis in
¥ Kermnahe reicht.

Atome mit 2 Valenzelektronen (Be, Mg ...)
treten, wie Heliumea, in zwei Zustanden (Singulett und
Triplett) auf.

Juni 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 11
H Rdontgenstrahlung
| Roéntgen-Spektrometer Réntgen-Spektrum
+ T K
Bragg-Bedingung P Verstarker \
i, = 24548 _ p-Silizium '5'
-SSR 1 erarmungs- 5 Bremsstrahlung

zone c
[}
2
£
B
o
=
| Hableiter- 3
\0 gen detskior r=
8¢ e
=
Blahrien Kristall v

Spektroskopie der inneren Schalen.
b E=1-100 keV
»A=01-10A

Rontgen-Bremsspektrum
F Kontinuierlich
¥ Grenzfrequenz v = eU/h

PIV)~ (YY)

max

i (A)
Charakteristisches Spektrum
* Wenige Linien
b Zusammengefasst in Serien
b Kurzwellige Grenzfrequenz (Serienkante)

¥ Serien verschieben sich mit Z zu héheren
Energien

Juni 14, 2005
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Rontgenlinien

Deutung der Rontgen-Spektren durch Kossel 1916 im
Modell unabhangiger Teilchen.

¥ Energetisches Elektron stoft Elektron aus

inneren Schale

P Unbesetztes Niveau in sonst voller Schale
(genannt Loch) hat gleichen Eigenschaften wie
ein einzelnes Elektron in der Schale

* Ubergang von Elektronen aus héheren Schalen
und Emission eines Photons

Notation
b Serien: K (n=1), L (n=2), M (n=3), N (n=4) ...
> Linien: ot, B, Y, 8 ..
¥ Feinaufspaltung: I, 11, [Il, IV ...

Energie der Uberginge

1 211
LI T
Ak, 1 22
1 o 11
— ~ Ry (Z-17,4) {———]
AL, 2? 3?

Hier schirmen innere Elektronen die Kernladung um Te

M, DT.Q
M, D..
n=3 (M-Schale) M, P
M, P.
M s,

L+ |

¢ "
Ly LR P.s
n=2 (L-Schale) 5} 20 P
|—| ” L S_D

L-Serie

&

<] o
n=1 (K-Schale) K 71— '{3 S

K-Serié

Die lonisation der inneren Schale kann auch durch
Réntgen-Strahlung erfolgen (Photoionisation e ,
Réntgen-Fluoreszenz).

bzw. 7.4e ab.
Juni 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 13
£ Rontgenabsorption

Die Abschwéchung von Réntgen-Stahlen in Materie
wird durch den makroskopischen Wirkungsquerschnitt
oder Absorptionskoeffizienten % beschrieben.

F 3

i
:

L-Abszorptionskant=

K-Absomptionskante

K

[

E=hv

Wenn die Energie der Strahlung ausreicht, Elektronen aus einer

tieferen  Schale

das Kontinuum  anzuregen,  nimmt  der

Ahsorptionskoeffizient sprungartig zu (s. rechts).

Man beobachtet:

» Sprunghafte Zunahme von % mit der Energie der
Strahlung (Absorptionskanten)

* Dazwischen Abnahme mit Z*¥/(hv)?

Halbwertsdicke d ist der Weg, nach dem die
Strahlung auf halbe Intensitdt gesunken ist.

Anregungen ins Kontinuum

mv Bs&

n=3 (M-Schale) 1" P
MI P1.-"2

M, S

L-Kante

LIII 2

n=2 (L-Schale J P
( ) L s

K-Kante
n=1(K-Schalg) K S,

Juni 14, 2005
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Auger-Elektronen

Nicht alle Atome mit einem fehlenden K- oder L- Erklarung
Elektron emittieren ein Réntgen-Quant beim Ubergang: Ein Teil der Atome geht {iber Emission eines Auger-
in den Grundzustand. Elektrons in den Grundzustand {iber:

¥ lonisation innerer Schale durch Réntgen-Quant

+ Ubergang eines Elektrons aus héherer Schale
unter Emission eines Quants

¥ Quant regt weiteres Elektron in einen

Auger-Koeffizient: Relative Zahl an Atome die mit
Réntgen-Quant in Grundzustand {ibergehen.

T Kontinuumzustand an (analog zum atomaren
- Photoeffekt)
jg Auger-Elektron
E lonisation Abregung Endzustand
0
5 L B B A 6 28 g8 b B )
g} A+ f A-H-
B A Noa
0 1 1 1 1 o ) !
0 20 40 60 80 7
Energie des Auger-Elektrons
Epger = Ex-E; - E
Inneres Photon  Bindungsen ergie
Auger —Elektron
Juni 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 15
3 Linienformen
Angeregte Zusténde zerfallen exponentiell in der Die natiirliche Linienform ist ein Lorenz-Profil
charakteristischen Zeit T (mittlere Lebensdauer) 2 I
N(t)= Noexp(—1/7) Clw)|” = 5 5
. - (wg—w)” —(1/21)
Wellenfunktion des emittierten Quants:
wit) = prole e ¥ 1 cC) e ﬂ R
081 o=1/2¢ ]
£ 2 exp(-fi2t) t=10s _
D 3 06} .
E-E=hv, 5 =
£ S04t
Ea w %
%EJ 02F
S
/ 0.0 .
Resultierende Spektrum aus Fourier-Transformierten: 04 02
od
_'a)r
Clw) = IW(t)e e Beobachtet man Linien die von einem heikRen Gas
—0 emittiert werden, so bewirkt der Doppler-Effekte= ein
Integration ergibt: GauB-Profil
_ 2 2 2
Clw) = ¥o g ‘C(a))‘ = Iexp(— (wg—w) /20 )

i(wg—w)-1/2¢
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Zum Mitnehmen

o

Mehrelektronen: Besetzung der Energieniveaus bestimmt
durch Pauli-Prinzip und Hundsche Regeln.

Pauli-Prinzip verbietet mehrere Elektronen in Zustand
mit gleichen Quantenzahlen.

Réntgenstrahlung (durch Beschuss einer
Elektrode mit Elektronen) zeigt Linien
aus der diskreten Energieniveaus und
ein kontinuierliches Spektrum durch
Bremsstrahlung.

Juni 14, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 17

Vorlesung 18:

o

Roter Faden:

Periodensystem
Rontgenstrahlung

Folien auf dem Web:
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~deboer/

Siehe auch: Demtrdder, Experimentalphysik 3,
Springerverlag

Juni 16, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 1




Periodensystem

2
He
o i T a a 1
E C N O F JHNE
13 14 15 16 17 [ 1&
A =i P 5 C| BAP
22 23 & 23 26 27 28 2 30 | N B e o G - A LT |
T%  Cr Wn Fe Co RI Cu Zn Ga Ge Az Ze Br Kr
A0 0 41 42 43 44 45 46 47 48 449 60 51 G52 EH1 &4
Zt Nb Mo Tc Au Bh Pd Ag ©d Im Sn Sb Te | [XE
2 Td T4 Ta JBOFT  FE T3 an al g  GBa 94 EB5 | Bh
Hf Ta ¥ FRa Os Ir Ft Au H3 TI Pb Bl Fo Al [
1M 105
Hf Ha
af | 59 @D 61 B 5] Eid 65 B A7 B k) 00 7
Ce Pr Md Fm Sm Eu Gd Th Dy Ho Er Tm Yb Lu
0 @ 1 92 93 94 95 96 99 493 98 100 101 102 103
Th Fa U Np PFu Am Cm Bk &f Es Fm Md No Lr
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- | LS-Kopplung
] Bahndrehimpulse der Elektronen koppeln zu Beispiel: 2 Elektronen mit /, = |,
=L LL\: NI Mégliche Werte fir L: [ +1,, |41 ... | I,
Spins der Elektronen koppeln zu Gesamtspin
S=x8; [S|=+/sts+ D
Der Gesamtdrehlmpuls ist l I
J=L+8§ TL
mit
T L 3(F) [=2 (D) L=1¢
‘J‘ = J(‘)T + 1)?‘1 Hierbei handelt es sich nicht um d|e(Dreh|mpuIsvektDren sondern u?n
J —Mh M—JJ—I —J eine symbolische Addition der Quantenzahlen.
E— v e Term: alle Zustande mit gleichem L und S.
Spin-Bahn-Kopplung — (25+1) Kombinationen:
J=L+5 [+5-1 ... [-S (Multipletts)
» 2 Elektronen: S=0 (Singulett) oder S=1 (Triplett)
» 3 Elektronen: S=1/2 (Doublett) oder S=3/2
(Quartett)
» 4 Elektronen: S=0 oder S=1 oder S=2 (Quintett)
Notation:
Term Niveau
Multiplizitat
25+1 25+1
L L
Bahndrehimpuls (3 P.0. 4
1
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JJ -Kopplung

o

F=x7s

-
—
e e e e e e ]

Mit steigender Kernladungszahl Z wird Spin-Bahn-
Kopplung einzelner Elektronen starker.

Ji = Li + Si
Die J; Koppeln zum Gesamtdrehimpuls des Atoms:

= JIT+1h

LS- und JJ-Kopplung gibt es nur bei leichten bzw.
schweren Atomen in Reinform. Die Niveaus im
Ubergangsbereich lassen sich nicht einfach zuordnen.

— {(312,112).
(32112,
1 P LS ) ’_/' ;ia
1 _ ; :’._-’
1R

—{112,11),

C Si Ge Sn Pb

2pds 3pds 4pbs 5pBs Bpis

Notation: (J1,J2,J3) J

Juni 16, 2005
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Vergleich LS und JJ Kopplung

o

Abbildung 7.5 Vektormodell der L-5-Kopplung (a) und der j-j-Kopplung (b).

Juni 16, 2005
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QZ bei mehreren Elektronen

Elektronen- Drehimpulsquantenzahlen Spektroskopische
konfiguration Symbole
L 5 J
5 ] Yz K B
. ] 0 0 S,
] 1 1 35,
. 1 0 1 P,
P 1 1 012 |, P, P,
] 0 0 5,
1 1 01,2 P, P, P,
2 0 2 D
] 2
P 0 1 1 |ss,
1 0 1 1P,
2 i 1.2,3 Dyss

Tabelle 7.1: Mégliche Gesamtdrehimpulse und spektroskopische Symbole fir verschiedene Elektronen-
konfigurationen. Die rot markierten Terme sind aufgrund des Pauli-Prinzips fur 7y = na verboten.

Juni 16, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 6

Beispiel der QZ fiir die np? Konfiguration

L s m, My My, M, M, M, | Term
0 0 0 0 + 1 - Y 0 ] 15,
1 0 0 -1 + +: +1 ] P,
+1 -1 +% +% +1 +1
1 1 +1 0 - - Ve -1 ] P,
+1 -1 - % - Y2 -1 -1
+1 0 +% +% +1 +2
+1 -1 +% + % +1 +1
1 1 0 0 +: - Y2 0 ] P,
+1 -1 - Y -V -1 -1
0 -1 - Y - Y2 -1 -2
+1 +1 + Y% - Yz 0 +2
+1 0 +% - Ve ] +1
2 0 0 -1 + 1 -V 0 ] 0,
0 -1 + - Y2 0 -1
1 1 + 1 -V 0 -2

Tabelle 7.2: Magliche Zustande der Konfiguration np® mit Quantenzahlen L 5, my, ,my, mg, mg, Mz =m;, +
mg, und My = my, + my, +m;, +m;, fur gleiche Hauptquantenzahlen n; = ny der beiden p-Elektronen.
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H Verbot Z
£ erootene
.
Abbildung 7.7: Mogliche Atomterme der p~-Konfiguration. Die rot markierten Terme sind aufgrund des
Pauli-Prinzips verboten.
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3 Elek d im Grund d
.
£ ektronenanordnung im Grundzustan
Schale K L M N |ISchale K L M N o
z Element 1s | 2s |2p|3s |3p | 3d | 4s Z Element 1s |2s |2p | 3s |3p|3d |4s |4p| 4d | 5s | 5p
1 H |Wasserstoff 1 28 Ni |Nickel 2 2 6 2 6 8 2
2 |He [Helium 2 29 | Cu |Kupfer 2|2|86|2]|6[10] 1
30 | Zn |Zink 2|2]|86|2]|6[10] 2
3 Li |Lithium 2 1 31 Ga |Gallium 2 2 6 2 6 |10)]| 2 1
A Be Beryllium o 2 32 Ge |Germanium 2 2 6 2 6 10 2 2
5 B |Bor 2 2 1 33 Ar |Arsen 2 2 8 2 B8 10 2 3
6 C |Kohlenstoff 2 2 2 34 | Se |Selen 2 2 6 2 6 |10 2 4
7 N |Stickstoff > 2 3 35 Br |Brom 2 2 8 2 B8 10 2 5
8 0O |Sauerstoff 2 2 4 36 | Kr |Krypton 2 2 6 > 6 |10 2 6
9 F |Fluor 2 2 5
10 | Ne |[Neon 2 2 6
37 | Rb |Rubidium 2|l2]|6]|2|6|10]|]2]|8 1
11 | Na |Natrium 2 2 & 1 38 | Sr Stro-n':ium 2 2 (-] 2 6 |10] 2 5] 2
12 |Mg|magnesium [ 2|2 |6 ] 2 3| Y Y.t.trlun:l 2|l2]|6|2|6|10]2]|6]|1] 2
13 | Al |Aluminium 2 2 6 2 1 40 | Zr Zl.rkonlurn 2 2 6 2 6 |10)]| 2 6 2 2
12| si |sitizium 2|l2lsl2]2 41 | Nb [Niob ) 2|l2|6|2|6|10]2]|6)]|4]1
15| P [Phosphor alalel 2|3 42 | Mo Molybda.n 2|l2|6|2|6|10|]2]|6|5]1
18| s |schwefel 2 2 & 2 4 43 | Te Techne-tlum 2 2 6 2 6 |10] 2 6 6 1
17 | c1 |lehior 2 2 & 2 5 44 | Ru Ruthe.nlum 2 2 (-] 2 6 |10] 2 5] 7 1
18 | Ar [Argon slalel2]s 45 | Rh |Rhodium 2|2|6|2|6|10|2]|6|8]1
46 | Pd |Palladium 2|2|6]|2|6[|10]|2]86]10
ol wleaom 2z lelale| [affer|ansmnr = |zfzfe|2]c|fz]2|%
20 | ca |calcium 2|l2|6]| 2|8 2 admium
21 | Sc |Scandium 2 2 (] 2 (] 1 2
20 | Ti |Titan z2|2|6|2|6|2]2 49 | In |[Indium 2|2|6|2|86|10]2|6]|10] 2] 1
23| VvV |Vanadium 2|l2(6|)2|6|23]2 50 | Sn |Zinn 2|l2]|6|2]|6|10|2|6]|10| 2] 2
24 | Cr |Chrom 2126 2]6]|5]1 51 | Sb |Antimon 2|2|6|2|6|10]|]2]|6|10] 2| 3
25 |Mn|Mangan 2|]2|6|2|86]|86]|2 52 | Te |Tellur 2|l2]|6|2|6|10]|2]|6|10]| 2| 4
26 | Fe |Eisen 2|12|6|2|6]6]|2 53| 1 |lod 2|2]|6|2|6|10]|]2]|6|10]| 2| 5
27 | Co |Kobalt 212|861 2|6]|T7]|2 54 | Xe |Xenon 2|2]|6|2|6|10]|2]|6|10]| 2| &
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Elektronenanordnung im 6Grundzustand

z Element 4f | 55 | 5p | 5d | 5f | 6s z Element Af | 6s | 5p | bd | 6f | 6s |6p |6d | Ts
55 | cs |Céasium 2186 1 80 | Hg |Quecksilber 14| 2 | 6 |10 2
56 | Ba |Barium 216 2 81 | TI |Thallium 14| 2 | 6 |10 211
57 | La |Lanthan 2|16 | 1 2 82 | Pb |Blei 14| 2 | 6 |10 2|2
58 | ce |Cer 2|12 |6 2 83 | Bi |Bismut 141 2 | 6 |10 2|3
59 | Pr |Praseodym 31218 2 84 | Po |Polonium 14| 2 | 6 |10 214
60 | Nd |[Neodym 4l 2 1|8 2 85 | At |Astat 14| 2 | 6 |10 21|65
61 | pm |[Promethium s|l21]s 2 86 | Rn |Radon 14| 2 | 6 |10 2|e
62 | Sm |Samarium 6|2 |6 2 87 | Fr |Francium 14| 2| 6 |10 2|86 1
63 | Eu |Europium T|12]|6 2 88 | Ra |Radium 14| 2 | 6 |10 2|6 2
64 | Gd |Gadolinium 7T|12]|6|1 2 || s9 | Ac |Actinium 14| 2 | s |10 26|12
65 | Tb |Terbium 912|686 2 1] 90 | Th [Thorium 14| 2 | 6 |10 26|22
66 | Dy |Dysprosium |10 2 | 6 2 91 | Pa |Protactinium |14| 2 | 6 |10| 2 | 2 |6 | 1| 2
67 | Ho |Holmium 11|12 |6 2 92 | U |Uran 14| 2|6 |10| 3| 2|6 1|2
68 | Er |Erbium 1212 (6 2 93 | Np [Neptunium 14| 2|6 |10| 8| 2|6 2
69 | Tm |Thulium 13|26 2 94 | Pu |Plutonium 14| 2|6 |10 6| 2| 8 2
70 | Yb |Ytterbium 14|12 |86 2 1] 95 |Am |Americium 14| 2| 6 10| 7| 2|6 2
71 | Lu |Lutetium 1412 |16 |1 2 96 |Cm [Curium 142 |6 (10| 7| 2|61 |2
72 | Hf |Hafnium 14|12 |6 |2 2 97 | Bk |Berkelium 14| 2|6 |10| 8| 2|6 | 1|2
73 | Ta [Tantal 1412 (6|3 2 98 | cf [californium 14| 2 [ 6 |10|10]| 2 | & 2
74 | W |Wolfram 1412 16| 4 2 99 | Es |Einsteinium 14| 2 | 6 [10]11| 2 | 6 2
75 | Re [Rhenium 1412 | 6| 5 2 11100 | Fm |[Fermium 14| 2 | 6 [10]|12| 2 | 6 2
76 | Os |Osmium 14| 2 | 6| 6 2 {1101 |Md |[Mendelevium |14 2 | 6 |10[13| 2 | 6 2
77 | Ir [iridium 141 2 (6| 7 2 1102 | No |[Nobelium 14| 2 | 6 |10(14]| 2 | & 2
78 | Pt |Platin 14| 2 (6] 9 1 14103 | Lr [Lawrencium |14| 2 |6 |10[14| 2 | 6|1 | 2
79 | Au |Gold 141 2 | 6 |10 1 104 | Rf |Rutherfordium|14| 2 | 6 |10]|14| 2 | 6| 2 | 2
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Reihenfolge der Besetzung im Periodensystem

Abbildung 7.9: Graphisches Merkverfahren zur energetischen Abfolge der Einteilchenniveaus. Die Zah-
len geben die Schale an, die Buchstaben die zu jeder Schale gehorigen Unterschalen. Die schraffiert
hinterlegten Miveaus werden im Grundzustand der stabilen Atome nicht mehr besetzt.
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6roBe Drehimpulse = maximale Abschirmung = geringe Bindung

Tauchorhbit
[<<n-1

Wolke der
Resrtelektronen

Leucht-
elektron

Kreisorbit
I=n-1

Abbildung 7.3: Zur Veranschaulichung der Aufhebung der I-Entartung mit Hilfe des Sommerfeldschen
Modells. Fur I =» —1 haben wir es mit einem Orbital zu tun, das einer klassischen Kreisbahn sehr nahe
kommt. Fir I < n—1 hingehen ist das Sommerfeldsche Orbit sehr stark elliptisch. Das Elektron kommt
auf seiner “Tauchbahn” dem unabgeschirmten Kern haufiger sehr nahe, was auf Grund der Attraktivitat
der Wechselwirkung zu einer Absenkung der Energieniveaus fuhrt.
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Effektives Potential bei mehreren Elektronen

0
N <R, 713 & = el W e
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o

Atome mit 1 oder 2 Valenzelektronen

Abgeschlossene Schalen hilden Rumpf mit L=0, S=0.

Der Rumpf schirmt Kernladung teilweise ab.

ry’

Atome mit 1 Valenzelektron (Li, Na )
haben wasserstoffahnliche Spektren. Aquivalente
Niveaus sind aber starker gebunden als im H-Atom.

Termschema des Lithium-Atoms

Elektronen aufierhalb (Valenzelektronen) bestimmen Y H
» chemische Eigenschaften
* metallische Eigenschaften
b magnetische Eigenschaften

3
4
3
&
L
2
o
@
C I
L 9
-5

Der Grundzustand des Li liegt
hither als hei H. Aquivalente
Zustande sind aber starker
gebunden, denn die Abschirmung
durch den Rumpf ist nicht
vollstandig, da die Wellenfunktion

Li
5s op 60
— 4
45 P
3p
3s
2p
i}

des 25-Zustandes bis in
Kemnahe reicht.

Atome mit 2 Valenzelektronen (Be, Mg ...)
treten, wie Heliumea, in zwei Zustanden (Singulett und

Triplett) auf.

Juni 16, 2005
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Abgeschlossen Schalen
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(Z=2,10,28 fir n=1,2,3) sierungsenergie
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Zusammenfassung

« Bei Atomen mit mehreren Elektronen fuhrt die elektrostatische Wechselwirkung zwischen
den Elektronen dazu, dass das gesamte Fotenzial nicht mehr kugelsymmetrisch ist.

« Fur die Besetzung der Zustande eines Mehrelektronenatoms gilt das Pauli-Prinzip, fur
das man folgende aguivalente Formulierungen angeben kann:

1. Die Gesamiwellenfunktion aller Elektronen muss antisymmetrisch gegenuber Ver-
tauschung zweier Elektronen sein.

2. Ein atomarer Zustand, der durch die 4 Quantenzahlen » (Hauptquantenzahl), 7
(Bahndrehimpulsquantenzahl), m Bahndrehimpulsorientierungsquantenzahl) und m.
(Spinorientierungsquantenzahl) charakterisiert ist, kann nur von einem Elektron be-
setzt werden.

« Die Besetzung der moglichen Elektronenzustande eines Mehrelektronenatoms erfolgt un-
ter Benicksichtigung des Pauli-Prinzips und der Energieminimierung.

« In der Elektronenhille von Mehrelektronenatomen fassen wir Zustande mit gleicher
Hauptquantenzahl in Schalen (n = 1,2,3,4,... =& K. L M ¥,._ ) zusammen, solche mit
gleicher Haupt- und Bahndrehimpulsguantenzahl in Unterschalen (f = 0,1,2,3,... =
s.p.d, f,...) ZUusammen.

« Der Schalenaufbau der Atome wird durch die Abhangigkeit der lonisierungsenergie und
der Atomvolumina von der Zahl der Elektronen in der Hulle widergespiegelt. Die Alkalime-
talle haben von allen Atomen in der gleichen Periode die kleinsten lonisierungsenergien
und den grofiten Atomradius, die Edelgase die grofiten lonisierungsenergien und den
kleinsten Atomradius.
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Zusammenfassung

1. Fur Atome mit angeschlossenen Schalen git L=5=7=10.

2. In offenen s-, p-, d- oder f-Unterschalen liegen die Zustande mit maximalem S ener-
getisch am tiefsten.

3. Fur die Terme mit maximalem S liegen die Terme mit maximalem L energetisch am
tiefsten.

4 Ist eine s-, p-, d- oder f-Unterschale weniger als halb gefullt, so bildet der Term mit
J=|L - 5| den Grundzustand, ist sie mehr als halb gefullt, der Term mit J=L+ 5.

+ Es wird folgende spektroskopische Notation fur die Bezeichnung der Energieniveaus von
Mehrelektronenatomen verwendet:

My ; mit der Multiplizitat M=25+1 und |L—-§|<J<L+35 .

Fur L = § entspricht die Zahl 25+ 1 der Feinstrukturkomponenten der Multiplizitat des
Zustandes. Fur L < § ist die Zahl 2L + 1 der moglichen Feinstrukturkomponenten dage-
gen kleiner als die Multiplizitat und wir sprechen von einer nicht vollstandig entwickelten
Multiplizitat.

Juni 16, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer

Zusammenfassung

+ In einem Modell unabhangiger Elektronen nahert man man die Wechselwirkung eines

Elektrons mit der Kernladung +Ze und den verbleibenden (Z — 1) anderen Elektronen
durch ein effektives kugelsymmetrisches Potenzial. Dadurch wird das Problem fur je-
des einzelne Elektron auf ein Einteilchenproblem reduziert. Eine numerische Berech-
nung kann mit Hilfe des Hartree-Verfahren erfolgen. Die Vielelektronenwellenfunktion wird
durch eine antisymmetrische Linearkombination von Produkten von Einelektronenfunktio-
nen angenahert.

Die Reihenfolge bei der Kopplung der Drehimpulse hangt von der Grolie der beteiligten
Wechselwirkungen ab:

1. L-S-Kopplung:
Bei leichten Kernen ist die Spin-Bahn-Kopplung schwach, es koppeln zuerst alle
Bahndrehimpulse zum Gesamtdrehimpuls L = ¥ 1; und alle Spin zum Gesamtspin
5 =Y s;. Erst anschlielfend koppeln L und 5 zum Gesamtdrehimpuls J des Atoms.

2. j-i-Kopplung:
Bei schweren Kernen ist die Spin-Bahn-Kopplung stark, es koppeln zuerst alle
Bahndrehimpulse und Spins der einzelnen Elektronen zu den Gesamtdrehimpuls
js = ki +s5; der einzelnen Elektronen. Anschliellend koppeln dann die verschiedenen
js Zum Gesamtdrehimpuls J =¥ j; des Atoms.

s« Fur das Auffinden des Drehimpulszustandes des Grundzustandes eines Atoms kénnen

die Hundschen Regeln verwendet werden:
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Raontgenstrahlung

Réntgen-Spektrometer

Rontgen-Spektrum

: F 3 Km
Bragg-Bedingung P Varstarker \
. = 24288 _ p-Silizium 1
-SSR 1 erarmungs- 5 Bremssirahlung
zong c
2
c
w
g)
1 y Hableiter- 3
\a\e(\()e“ detekior 'E
Blanden Kristall w
. . 0
Spektroskopie der inneren Schalen. % (A)
b E=1-100 keV —
b =01-10 A Charakteristisches Spektrum
' » Wenige Linien
Rontgen-Bremsspektrum b Zusammengefasst in Serien
» Kontinuierlich b Kurzwellige Grenzfrequenz (Serienkante)
¥ Grenzfrequenz v = eU/h b Serien verschieben sich mit Z zu héheren
> I(V) ~ Z(V, V) Energien
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3 Rontgenlinien
Deutung der Réntgen-Spektren durch Kossel 1916 im M, D.,
Modell unabhangiger Teilchen. B M" D.
» Energetisches Elektron stéRt Elektron aus ElE M| Ef‘j
inneren Schale I 5.,
» Unbesetztes Niveau in sonst voller Schale
(genannt Loch) hat gleichen Eigenschaften wie
ein einzelnes Elektron in der Schale )
» Ubergang von Elektronen aus héheren Schalen ¢ ~
und Emission eines Photons
Notation ::" '3;- W &) Eae) E?,-)
» Serien; K (n=1), L (n=2), M (n=3), N (n=4) ... Geee L ""}"'D 5"
> Linien: o, B, ¥, & .. L-Serie
¥ Feinaufspaltung: I, 11, [Il, IV ...
Energie der Uberginge ®
1 1 1 9 e
[a st — 2 _—
R [12 22J /.
K, n=1 (K-Schalg) K =5 S..
1 1 1 K-Serie
—_— RH(Z - 7,4)2[—2 - —2]
/'f'La, 2 3 Die lonisation der inneren Schale kann auch durch

Hier schirmen innere Elektronen die Kernladung um Te

hzw. 7.4e ab.

Réntgen-Strahlung erfolgen (Photoionisation e ,
Réntgen-Fluoreszenz).
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Réntgenabsorption

Die Abschwachung von Réntgen-Stahlen in Materie Anregungen ins Kontinuum
wird durch den makroskopischen Wirkungsquerschnitt
oder Absorptionskoeffizienten % beschrieben.

Z F 3
L-Absorptionskant M" Bm
-ADSOIRLIONEKante I'I:3 (N‘I-Schale) M:T pef
e M Pj;
ik K-Absorptionskante IVI: S:_,Z
i
i |
i
P
(NN I
e K N
. . E=h\-’ ' . I—||| Pa.2
B o i s "oy | =2 (LSchale) (7 P
Apsorptionskoeffizient sprungartig zu (s. rechts). iz
Man beobachtet:
» Sprunghafte Zunahme von % mit der Energie der
Strahlung (Absorptionskanten)
* Dazwischen Abnahme mit 23‘4/(;‘?\’)3 K-Kante
Halbwertsdicke d ist der Weg, nach dem die n=1 (K-Schale) K, 8.
Strahlung auf halbe Intensitat gesunken ist.
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Auger-Elektronen

Nicht alle Atome mit einem fehlenden K- oder L- Erklarung

Elektron emittieren ein Réntgen-Quant beim Ubergang:  Ein Teil der Atome geht iiber Emission eines Auger-
in den Grundzustand. Elektrons in den Grundzustand iiber:

Auger-Koeffizient: Relative Zahl an Atome die mit
Réntgen-Quant in Grundzustand {ibergehen.

¥ lonisation innerer Schale durch Réntgen-Quant

» Ubergang eines Elektrons aus héherer Schale
unter Emission eines Quants

¥ Quant regt weiteres Elektron in einen

T Kontinuumzustand an (analog zum atomaren
- Photoeffekt)
jg Auger-Elektron
E lonisation Abregung Endzustand
5‘:‘3 """"""""""""""" L =¥ HEFERE O A
g} A+ f A-H-
B A N
O 1 1 1 1 o ) !
0 20 40 80 80 7
Energie des Auger-Elektrons
Epger = Ex-E; - E
Inneres Photon  Bindungsen ergie
Auger —Elektron
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Absorptionskoeff. in Blei 1(x) = I exp(—px)

10° -
|
=1
|NI'\\
3
10 SEET
Eaim— 1o\
2 .
G 10° S S
bt % \\\
® X,
= \
\ \\
10' A\ N
Pb \
10°
1 10 100
E (keV)
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£ Réntgenabsorption
e e e o
: \ N Photoionisation
hv +Ze
10°L \\gesamf mw./:'
E’ 10’ \ Compton-Effekt
NE __ Photoionisation b, hv +2e
— : ANAN D
ch11[::"1 3 e \\____,—-il—
S // \\x'<.h\
103} /| 2\\ ‘\.\ Paarbildung
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Abbildung 8.14: Qualitative Darstellung der einzelnen Beitrage (Photoionisation, Compton-Effekt, Paar-
bildung) zum Massenabsorptionskoeffizienten x, von Blei.
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Linienformen

Angeregte Zusténde zerfallen exponentiell in der Die natiirliche Linienform ist ein Lorenz-Profil
charakteristischen Zeit T (mittlere Lebensdauer) 2 I
N(t)= Noexp(—t/T) Clo)|” = 5 5
. - (wg — @)~ —(1/21)
Wellenfunktion des emittierten Quants:
w(t)zwo(e“‘h‘e“”zucc) o ﬂ .
081 o=1p2¢ ]
E 2 exp(-f(2t} =108
3 06} .
Ee'Ep=h\"u iﬁ_ E
AYAYae 5 o4l
Ea w §
o 02}
2
/ 0.0 .
Resultierende Spektrum aus Fourier-Transformierten: 04 02
o)
—iat
C(w)= IW(t)e dt Beobachtet man Linien die von einem heiRen Gas
—0 emittiert werden, so bewirkt der Doppler-Effektea ein
Integration ergibt: GauB-Profil
_ 2 2 2
Clw) = Yo g ‘C(a))‘ = Iexp(— (wg—w) /20 )
i(wg—w)-1/2¢
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Zusammenfassung Rontgenstrahlung

Ein- und Mehrelektronenanregungen in Atomen konnen durch Absorption elektromagne-
tischer Strahlung oder durch inelastische StolRprozesse erhalten werden.

Werden Elektronen aus den inneren Schalen eines Atoms herausgelost, spricht man von
Innerschalenanregungen.

R&ntgenstrahlung entsteht

1. beim Abbremsen von Elekitronen mit Energien im keVw-Bereich. Das resultierende
Bremsspektrum ist kontinuierlich.

2. durch Ubergénge von Elektronen auf freie Pldtze in inneren Schalen. Das daraus
resultierende Spektrum ist ein Linienspektrum, das flir jedes Atom charakteristisch
ist (charakteristische Rdntgenstrahlung).

Die typische Wellenldnge von Réntgenstrahlung liegt zwischen etwa 100 und 0.1 A, was
in etwa Frequenzen v zwischen 10!% und 10'®Hz und Photonenenergien hv Zwischen 0.1
und 100 keV entspricht.

Die Absorption von Rontgenstrahlung erfolgt Gber (i) die Photoionisation, (ii) die Compton-
Streuung und (iii) die Paarbildung flr £, = 2mgpc® = 1 MeV.

Der Absorptionskoeffizient aufgrund der Photoionisation steigt als Funktion der Energie
der absorbierten Photonen immer dann sprunghaft an, wenn die Photonenenergie gera-
de dazu ausreicht, ein Elektron aus einer inneren Schale ins Kontinuum anzuheben. Es
entstehen flr jedes Atom charakteristische Absorptionskanten.

Das charakteristische Linienspektrum und die Absorptionskanten zeigen eine Feinstruk-
tur, die durch die Feinstruktur der inneren Schalen L, M, N, ... verursacht wird.

Réntgenstrahlung kann durch Beugung an einem Kristallgitter oder durch Filterung mit
dinnen Metallfolien monochromatisiert werden.
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Zum Mitnehmen

o

Rontgenstrahlung (durch Beschuss einer
Elektrode mit Elektronen) zeigt Linien
aus der diskreten Energieniveaus und
ein kontinuierliches Spektrum durch
Bremsstrahlung.
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Vorlesung 19:

o

Roter Faden:

Rontgenstrahlung
Laserprinzip

Folien auf dem Web:
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~deboer/

Siehe auch: Demtrdder, Experimentalphysik 3,
Springerverlag
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Raontgenstrahlung

Réntgen-Spektrometer Rontgen-Spektrum
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Rontgen-Bremsspektrum b Zusammengefasst in Serien
» Kontinuierlich b Kurzwellige Grenzfrequenz (Serienkante)
¥ Grenzfrequenz v = eU/h b Serien verschieben sich mit Z zu héheren
Energien
> I(V)~ Z(V, V) .
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Entstehung der Rontgenstrahlung

J _~ ~ _  Elektronen-
a) .7 hle
. T A
e @ ﬂ“‘“\
‘Z-e . . ™h-v

b) e (e-U-AE)

Ll

~
o Eyin = AE-Ep

Abb. 7.25. (a) Zur Entstehung der Bremsstrahlung. (b) Inela-
stischer Stofd des ankommendcen Elcktrons mit cinem Hiillen-
elektron der Anodenatome
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E ' Rdntgenlinien
] Deutung der Réntgen-Spektren durch Kossel 1916 im M, D.,
Modell unabhangiger Teilchen. B m\, D..
» Energetisches Elektron stéRt Elektron aus iRl M| Ef‘j
inneren Schale I 5.,
» Unbesetztes Niveau in sonst voller Schale
(genannt Loch) hat gleichen Eigenschaften wie
ein einzelnes Elektron in der Schale ~
* Ubergang von Elektronen aus héheren Schalen ¢ ~
und Emission eines Photons
Notation ||:" ',':;- -0 E?,-)
b Serien: K (n=1), L (n=2), M (n=3), N (n=4) ... n=2 {L-Schale) |’ o 5"
» Linien: o, B, ¥, & .. L-Serie
¥ Feinaufspaltung: I, 11, [Il, IV ...
Energie der Uberginge e ?,
1 1 1
1 NRH(Z_DZE—Z_—ZJ /
K, 1 2 n=1 (K-Schale) K ‘j{‘ "<" o S..
1 1 1 K-Serie
T raz -2
A'La, 2 3 Die lonisation der inneren Schale kann auch durch
Hier schirmen innere Elektronen die Kernlacung um fe: Rontgen-Strahlung erfolgen (Photoionisation e ,
e ey Réntgen-Fluoreszenz).
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g‘: ' Réntgenspektren

Charakteristische Rontgenstrahlung:

Energie der Elektronen mul "gentgend” grol? sein um Elektronen der
Anodenatome aus inneren Schale in freie héhere Energiezustédnde
anzuregen.

e + Epn + A(Ep) = A*(E;)+e +E,,
mit Ey, —E,, = E;—E; und A*(E;) = A(Ex) + hva

Bremsstrahlung:

Elektronen wandel ihre Energie e.U beim Auftreffen auf ein Target in
Bremsstrahlung um.

Ein Teil wird in kontinuierliche Rontgenstrahlung umgesetzt, ein Teil in
Warme.

Ist elektromagnetische Strahlung - zeigt Polarisation, Beugung,
Interferenz.

Intensitatsverteilung - siehe Abb.
kurzwellige Grenze: v < hvg = e U = A = g =

.o

e Ul
Bei ausreichend grofen Spannungen - charakteristische Linien -
entsprechen atomaren Ubergangen.
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Réntgenabsorption

Paralleles Strahlungsbiindel wird in Materialschicht der Dicke dx

abgeschwacht: dP = —uPdx =
11...Abschwachungskoeffiient g [:Px

Es gilt: P(x) = Po.e ™™ i oo
Abschwiéchung infolge: Streuung und Absorption.

Schwachungskoeffizient © =+,

iis....Streukoeffizient proportional zu * wenn Teilchendurchmesser
d << 4 (aus Streutheorie)

Daher bei hohen Energien Streuung dominant,
bei kleinen Energien Absorption. Absorption «< Dichte->
Massenabsorptionskoeff. x, = y,/p 1 = I exp(—repx)

Juni 21, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 6

o

Energieabh. der Absorptionsprozesse

Photoeffekt: Réntgenquant /i wird von Atom absorbiert - Elektron
aus inneren Schale ionisiert iv + A(Ex) = A7 (Epn) + € (Epm)

Energiebilanz: E;;,(e ) = hv — (Epn — Ef)

Compton-Effekt: Rontgenquant stéit mit "freien” Elektron der aulReren
Schale zusammen - Bindungsenergie £z << hv Biin =-(v=V)

hv+e — e (Ekm) + .‘T’H-’} AN

Paarbildung - bei hv > 1Mel”wird ein Elektron- Positronpaar erzeugt.
hv = e + et +2Ew, mit hv = 2moc? + 2E ki e

i @D
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E Beitrdge zum Massenabsorptionskoeff.
L ST T T T Photoionisation
N, .
3 v = ’u—a:ﬁ+&+é_a h]"l ‘|'.ZE ._
10° gesamt — PP P P ANAAASS e
E’ ‘I[I'1 Compron-Effekt
=y L |
N Photoionisation X}, hy +Ze @
= \\ Nﬁf*v*“'-v*“'-vf“xl-./ e
ol T T [
L~ Z\ T
107 /| - ““*-\\ Paarbildung
Compton- N _ ™, hv  +Ze -®
Effekt Paarbildung \A AAAAAAD e
11]'5 Alrnrrrr e [ P LS rrrred [ (S rrnirrres e rrirrrrr (i
10" 10° 10° 10° 10° 10° 10" 10° 10° 10" et
E (eV)
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3 Energieabhdngigkeit der Absorption
Ua o Pa 0 Ya z! 3 Pa 1 8 Z
K = — = —+—+— — 24;‘, 0= B3 s = In(F
P P P o) P [E[’U | 3 P ho F n(ho)
10° e
\ L,
10° ¢ o 4P-\.I..\
— : L \
E, 107
= \ \
107 ¢ ]
Pb : \ §
10° = = -
1 10 100
E (keV)
Da in das Abschwichungsgestz I = Iyexp(—K,px) ferner die Dichte p des Absorbermaterials eingeht,
verwendet man zur Abschwichung von Rontgenstrahlung Materialien mit hohem Z und hohem p. Auf-
grund diesen Zusammenhangs schirmt z.B. Blei (Z = 82) Rontgenstrahlung wesentlich besser ab als
Aluminium (Z = 13).
Juni 21, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 9




o

Materialabhdngigkeit 7 = I exp(—Kapx) .

Energie | Luft | HO | Al | Cu | W | Pb
E(eV) | A(nm) K, (m?kg)
5 (046 | 2 | 20 | 2% | 4 | 70 | 100

10 | 0123 | 05 | 082 | 26 | 224 | 983 | 137

50 | 0025 | 002 | 092 | 004 | 026 | 06 0.8

100 | 0.012 | 0015 | 0.017 | 002 | 0056 | 04 0.6

Tabelle 8.2: Massenabsorptionskoeffizienten «,  verschiedener  Absorbermaterialien
Rontgenstrahlung verschiedener Energie.
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‘ Absorptionskanten

Mi3t man atomare Absorptionsquerschnitte o , Gber gréeren
Wellenldgenbereich so findet man zuerst einen Verlauf o, prop. 4°
aber bei bestimmten Wellenlangen /4, Springe - Absorptionskanten.

Charkteristisch flr absorbierendes Material.
Entsprechen Anregungsenergien.

Tragt man /7 mit v; = 1/4; der Kante n gegen die Kernladungszahl
Z auf so findet man es qilt: SR

; - grenze
Vi = K, (Z—1)2
Mg - D,
— - Dgo
n=3 :\.P,, 2
~_ Pz
L Sqp2
oL B
n=2 = - — - :.hpl'?
&1-2
K‘;‘
n=1 —&—wa——
Abb.7.35. Zur Erklirung der Absorptionskanten

Juni 21, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 11




Moseley Gesetz

o

K, ist eine von der Hauptquantenzahl n abhangige Konstante -
Moseley-Gesetz.

Energie .v; eines Rontgenquants kann beschrieben werden durch:
hovg=(Z- S)Q.Rv.hr:(% — L)

k my

Va=(Z- S)Z.Ry(”i% - %}

(Z - S)=Z....auf Elektron wirkende effektive Kernladung
S.....Abschirmzahl.

Juni 21, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 12

Moseley Diagramm ->Abschirmzahl S

o

. | I
h-vig=(Z—S8)"-Ry-hc (— -q-) (7.83a)

=
”f\' H{-

#

Frequenz aus Wellenlangenbestimmung
durch Bragg Beugung am Gitter

A \_.'I?H /Ry
80
60|
40
L—Serieﬁ,;r-//
20 —

M-Serie
.-—""'_F'_FP '-.___.___._._'_—._—

10 20 30 40 50 60 70 80 90 Z
Abb. 7.36. Moseley-Diagramm der Absorptionskanten v (Z)
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Zusammenfassung

Die Abschwachung von Réntgen-Stahlen in Materie Anregungen ins Kontinuum
wird durch den makroskopischen Wirkungsquerschnitt
oder Absorptionskoeffizienten % beschrieben.

Z F 3
L-Absorptionskant M" Bm
-ADSOIRLIONEKante I'I:3 (N‘I-Schale) M:T pef
e M Pj;
ik K-Absorptionskante IVI: S:_,Z
i
i |
i
P
(NN I
e K N
. . E=h\-’ ' . I—||| Pa.2
B o i s "oy | =2 (LSchale) (7 P
Apsorptionskoeffizient sprungartig zu (s. rechts). iz
Man beobachtet:
» Sprunghafte Zunahme von % mit der Energie der
Strahlung (Absorptionskanten)
* Dazwischen Abnahme mit 23‘4/(;‘?\’)3 K-Kante
Halbwertsdicke d ist der Weg, nach dem die n=1 (K-Schale) K, 8.
Strahlung auf halbe Intensitat gesunken ist.
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Auger-Elektronen

Nicht alle Atome mit einem fehlenden K- oder L- Erklarung

Elektron emittieren ein Réntgen-Quant beim Ubergang:  Ein Teil der Atome geht iiber Emission eines Auger-
in den Grundzustand. Elektrons in den Grundzustand iiber:

Auger-Koeffizient: Relative Zahl an Atome die mit
Réntgen-Quant in Grundzustand {ibergehen.

¥ lonisation innerer Schale durch Réntgen-Quant

» Ubergang eines Elektrons aus héherer Schale
unter Emission eines Quants

¥ Quant regt weiteres Elektron in einen

T Kontinuumzustand an (analog zum atomaren
- Photoeffekt)
jg Auger-Elektron
E lonisation Abregung Endzustand
5‘:‘3 """"""""""""""" L =¥ HEFERE O A
g} A+ f A-H-
B A N
O 1 1 1 1 o ) !
0 20 40 80 80 7
Energie des Auger-Elektrons
Epger = Ex-E; - E
Inneres Photon  Bindungsen ergie
Auger —Elektron
Juni 21, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 15




Linienformen

Angeregte Zusténde zerfallen exponentiell in der
charakteristischen Zeit T (mittlere Lebensdauer)

N()=Ngexp(-t/1)
Wellenfunktion des emittierten Quants:
wit) = wo (embte—tmr n CCJ

exp(-fi2
E 2 [P
—_ 5
9]
T
E-E=hv, 5
=
f\/\/‘P c
2
E, ¥ S
=
o
T
2

/

Resultierende Spektrum aus Fourier-Transformierten:

w0 :
C(w)= [y(edt
—a0
Integration ergibt:

Die natiirliche Linienform ist ein Lorenz-Profil

Clal = I
@) (wg — »)? —(1/21:)2

08 o=1/2¢ 1
t=10s 1

06

f(0)

04F

02

-0.4

Beohachtet man Linien die von einem heiflen Gas
emittiert werden, so bewirkt der Doppler-Effektea ein
Gauf-Profil

2
C(w)= —¥o g ‘C(a))‘ = Iexp(— (wg — aJ)2 KZO'Z)
i(wg—w)-1/2¢
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Synchrotronstrahlung

(-> sehr intense Rdontgenstrahlung)

v

e

v rw
'\\' U '\j\

5 ) (/

Elektronenguelle

I

Speicherring

Abbildung 8.10: Schematische Darstellung einer Synchrotronstrahlungsquelle. Der Linearbeschleuniger
L sorgt fur die Anfangsbeschleunigung, der Booster B ist ein Synchrotron, mit dem die Elektronen bis
auf ihre Endenergie (einige GeV) beschleunigt werden. Im Speicherring befinden sich einige Insertion
Devices (Undulatoren U, Vielpolwiggler P oder Ablenkmagneten AM etc ). Mit der Hochfrequenzbe-
schleunigungsstrecke RF wird der Energieverlust pro Umlauf ausgeglichen.

Juni 21, 2005
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Synchrotronstrahlung
(-> sehr intense Bremsstrahlung)

(a)

Abbildung 8.11: (a) Schematische Darstellung eines Dipolmagneten zur Ablenkung des Elektronen-
strahl in einem Speicherring. (b) Schematische Darstellung eines Undulators. Durch die periodische
Variation der Feldrichtung wird der Elektronenstrahl in der Strahlebene hin- und hergelenkt. Die Ab-
strahlung der Synchrotronstrahlung erfolgt gerichtet in Strahlrichtung (Quelle: ESRF).

Juni 21, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 18
Brillanz von Synchrotronguelfen 1E+71 Energy (B Gev
photons / sec mm* mrad® 0.1%BW I Current - 200 maA
— ! Emittance H - 4 nm rad
Diffraction limit e O Jes -k Emittance ¥ : 30 pm.rad
= | [High Eeta G e
o (ID2E) I ap - o mm
ESRF futur & Eean ! . 0 I __
ESRF (1006) < L Lz x ng S —
o | Low Beta e
ESRF (1994) E M (D3} ~ ‘».‘
£ 5
f"gemratlon NE E+18 \‘
sources E “\\.
° "
1" generation 0 o i
sources ‘a ‘I
] et [ T~ .
I fé E+iE = [y
.8 Hwiggler Wil :‘ -
S H LowBeta h_‘ d
H aD1.109) ¥ P
1EH7 L 1 ----- B e B e EEE ----------L -
1900 1220 1940 1980 1930 2000 1 10 100
Year Fhoton Enargy [ev]
Abbildung 8.8: Links: Brillanz von Synchrotronsirahlungsquellen verschiedener Generationen. Die Bril-
lianz ist definiert als Zahl der Photonen pro Einheitflache der Quelle und Raumwinkel und fur eine
Bandbreite, die einem 1,/1000-tel der Photonenenergie entspricht. Synchrotronguellen der 1. Generati-
on (~ 1970) und der 2. Generation (~ 1980) benutzen die Ablenkung von schnellen Elektronen durch
Magnetfelder. Die Quellen der 3. Generation (ab etwa 1995) benutzen so genannte Insertion Devi-
ces (Wellenlangenschieber, Wiggler, Undulatoren), die in lineare Bereiche eines Beschleunigerringes
eingebracht werden. Die Quellen der 3. Generation haben eine etwa 102 mal héhere Brillanz als ei-
ne Rontgenrohre. Rechts: Beispiele fur die Brillanz, die an der ESRF (European Snchrotron Radiation
Facility) als Funktion der Wellenlange fur verschiedene Insertion Devices erreicht wird (Stand: 1998).
—— Quelle: ESRF. .
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] Ein- und Mehrelektronenanregungen in Atomen kdnnen durch Absorption elektromagne-
tischer Strahlung oder durch inelastische Stoprozesse erhalten werden.
Werden Elektronen aus den inneren Schalen eines Atoms herausgeldst, spricht man von
Innerschalenanregungen.
Réntgenstrahlung entsteht

1. beim Abbremsen von Elektronen mit Energien im keVv-Bereich. Das resultierende
Bremsspektrum ist kontinuierlich.

2. durch Ubergénge von Elektronen auf freie Platze in inneren Schalen. Das daraus
resultierende Spektrum ist ein Linienspekirum, das flr jedes Atom charakteristisch
ist (charakteristische Réntgenstrahlung).

Die typische Wellenlange von Ré&ntgenstrahlung liegt zwischen etwa 100 und 0.1 A, was
in etwa Frequenzen v zwischen 10!% und 10'”Hz und Photonenenergien hv zwischen 0.1
und 100 ke entspricht.
Die Absorption von Réntgenstrahlung erfolgt Gber (i) die Photoionisation, (ii) die Compton-
Streuung und (iii) die Paarbildung flr E, = 2mgc® = 1 MeV.
Der Absorptionskoeffizient aufgrund der Photoionisation steigt als Funktion der Energie
der absorbierten Photonen immer dann sprunghaft an, wenn die Photonenenergie gera-
de dazu ausreicht, ein Elektron aus einer inneren Schale ins Kontinuum anzuheben. Es
entstehen flr jedes Atom charakteristische Absorptionskanten.
Das charakteristische Linienspektrum und die Absorptionskanten zeigen eine Feinstruk-
tur, die durch die Feinstruktur der inneren Schalen L, M. N, ... verursacht wird.
Réntgenstrahlung kann durch Beugung an einem Kristallgitter oder durch Filterung mit
diinnen Metallfolien monochromatisiert werden.
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£ Prinzip eines Lasers

angeregtes Elektran

Absorption . .
angereqtes Likton Das Wort Laser ist eine

—E. — €, | Abkiirzung fiir Light
' Amplification by Stimulated

NS _Q Beken ——E. | Emission of Radiation

spontane Emission

Fiir den Laser spielen drei

e ¢ g Wechselwirkungen zwischen
B Atomen und Photonen eine
. o E. Rolle:
- Elﬂ::uziene Emizsion AbSOl“pﬂOﬂ,

o E, A spontane Emission und
[ VAV WY . . . .
s | iINAUZierte Emission:

E aktron E] a E] Preas und el zrlanae
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Pumpen eines Lasers

Um die Elektronen in einen

Pumpen eines 3-Niveau-Lasers angeregten Zustand zu
bringen, mu der Laser

"'gepumpt" werden. Dies kann
\\\\N E, Purbenc z.B. durch Gasentladung, Licht
oder andere Laser geschehen.

Bei einem 3-Niveau-Laser
wird dabei ein Elektron in ein

- O

Pumpen

E oberes Laserniveau .. . .
’ noch hoheres Energieniveau

Lasertibergang gebracht und fdllt dann wieder
auf das Energieniveau E2
o E'e“m” | Cntugtng zuriick (siehe Skizze). Die
(unteres Lasernivea) | dabei entstehende Energie
wird als Wdrme abgegeben.
Juni 21, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 22

Besetzungsinversion

o

In einem Laser werden zundchst durch das sogenannte "Pumpen"
Elektronen in einem Medium auf ein héheres Energieniveau
gebracht. Es miissen sich mehr Elektronen im angeregten Zustand
befinden als im unangeregten. Diesen Zustand nennt man
Besetzungsinversion.

Wird nun durch die spontane Emission ein Photon frei, l6st dieses
durch die induzierte Emission eine "Kettenreaktion" aus. Die
erzeugten Photonen besitzen giinstigerweise alle die gleiche
Wellenldnge und Phase. Um den Effekt zu verstdrken werden
normalerweise Spiegel auf beiden Seiten des Mediums plaziert.
Einer von ihnen ist nicht vollstdndig verspiegelt und 1Rt einen
geringen Teil des Lichts passieren. Das Licht wird nun zwischen
beiden Spiegeln hin- und herreflektiert und erzeugt weitere
induzierte Emissionen. Der erzeugte Laserstrahl tritt durch den
Halbspiegel aus.
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Pumpen eines Lasers

o

Pumpen eines 3-Niveau-Lasers

\\\\\5\\\\\\\\\ E, Pumphand

Pumpen

E o oberes Laserniveau

\aserubergang
Grundzustand

E1 {unteres Lasemiveal)

g Elektron

Pumpen eines 4-Niveau-Lasers

\\\W SRS

Q E P oberes Laserniveau

\_aserubergang

Um die Elektronen in einen
angeregten Zustand zu
bringen, muB der Laser
"gepumpt"” werden. Dies kann
z.B. durch Gasentladung, Licht
oder andere Laser geschehen.
Bei einem 3-Niveau-Laser
wird dabei ein Elektron in ein
noch hoheres Energieniveau
gebracht und fdllt dann wieder
auf das Energieniveau E2
zuriick (siehe Skizze). Die
dabei entstehende Energie
wird als Wdrme abgegeben.

Freq. des Ea-Fa
E unteres Laserniveau . 'I.-" = —_—
Elektron 1 b
_Q ED Grundzustand Laser.s IEE
]
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Aufbau eines Lasers

o

Iatrtror
£ 100%5)

Iartor

Energy supply

ol

Active medium

I ‘\ /

Fesonator

serutransparent

AVAV.

Resonator mit Spiegeln
Energiequelle zum Pumpen

3 Komponenten: Medium mit metastabilen Energieniveaus

Juni 21, 2005
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Zum Mitnehmen

o

Roéntgenstrahlung (durch Beschuss einer
Elektrode mit Elektronen) zeigt Linien
aus der diskreten Energieniveaus und
ein kontinuierliches Spektrum durch
Bremsstrahlung.

Laser benutzt stimulierte Emission
um koherentes monochromatisches Licht
Zu erzeugen

Juni 21, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 26

Vorlesung 20:

o

Roter Faden:

Laser

Exotische Atome

Folien auf dem Web:
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~deboer/

Siehe auch: Demtrdder, Experimentalphysik 3,
Springerverlag
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Aufbau eines Lasers

o

Lirror
serutransparent

Iatrtror

(100%%) Energy supply

R |

Active medium

| \ / |

Fesonator

AVAV

3 Komponenten: Medium mit metastabilen Energieniveaus
Resonator mit Spiegeln
Energiequelle zum Pumpen
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Pumpen eines Lasers

o

Pumpen eines 3-Niveau-Lasers

\\\\\W E, umpband

Pumpen

Um die Elektronen in einen
angeregten Zustand zu
bringen, mufder Laser
gepumpt''werden. Dies kann
z.B. durch Gasentladung, Licht
oder andere Laser geschehen.
Bei einem 3-Niveau-Laser
wird dabei ein Elektron in ein
noch hdheres Energieniveau
gebracht und fdllt dann wieder
auf das Energieniveau E2
zuriick §iehe Skizze) Die

dabei entstehende Energie

E o oberes Laserniveau

\Laserubergang
Grundzustand

E1 {unteres Lasemiveal)

9 Elektron

Pumpen eines 4-Niveau-Lasers

k\\\w SRS

Q E P oberes Laserniveau

\_aserubergang

wird als Wdrme abgegeben.

Freq. des Ea-F1
E unteres Laserniveau . '..-" = —_—
Elektron 1 o
_Q E g Grundzustand Laser.s IEE
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Eigenschaften des Laserlichts

hohe Monochromie : % << 107B(Av ~ 1H2)

- O

Raumliche und zeitliche Kohérenz, d.h. alle Photonen haben um
jeden Ort und zu jedem Zeitpunkt die gleiche Phase —Lichtwellezug
mit einer Lange 1, der nicht begrenzt ist durch stehende Wellen im

Laser, sondern

| = & ~3x10°m fir : Av ~ 1Hz, dh. Abschwichung der

Intensitit durch Interferenzen erst nach 3 x 10%m!
3. Starke Biindelung (begrenzt durch Beugung am Fenster)

4. Ultrakurze Pulse (107'*s) und hohe Intensitdt — hohe Leistung
(MW!)

Juni 24, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer

Warum hat Laserlicht diese
ungewdhnliche Eigenschaften?

o

1. Monochromasie bedingt durch die Energieunscharfe
der Laserniveaus : wenn die Lebensdauer 7 sehr grok ist, dann gilt
nach der Unscharferelation:
AE = % = %sehr klein.

2. Die Kohiérenz ist eine quantenmechanische Eigenschaft: die stimu-
lierte Emission ist maximal, wenn die Wellenfunktion des Photons
und des Elektrons in Phasen sind.

Durch Kohéarenz des Lichts werden die AMPLITUDEN der Photonen

addiert —
Bei N Photonen — Amplitude NAg
Intensitit o« N2A4A2 = N2],.

Bei inkohdrenten Quellen (Gliihbirne) : & NI()(D(AIIZﬂhl der PhUtOIlCIl)
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o

Konkretes Beispiel: He-Neon Laser

Laser
output

Energy ——=

f.“a.f}gdig/
g::_l @
Quiput N

Helium-neon gas reservo

Laser bore tube

Glass er

239 um

_%IrJ

6328 nm

————— ]

I

Excitation

by eleciron
collision

coupler
e
28 — 3y
A
He-Ne
i collision
75 25

Fast radiative
transiions

is

LS pim

e ——
"

E Diffusion
1 to walls

Lasermedium:
1 mbar HeNe (:Y

Angeregte metastabile
He 235, Niveaus hat fast
gleiche Energie wie Ne*

Daher kdnnen He Atome
abregen durch St68 mit
Ne und dadurch Ne anregen!

Lasern durch induzierte
Emission nach mehreren

! Crrotand J_ Niedr‘igel"eﬂ Eﬂef‘gieﬂiv .
Helium " Neon m69| i Ch
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HeNe Laser

o

He*Ne — He {Ne*+

The laser process starts with collision of electrons from the
electrical discharge with the helium atoms in the gas. This excites
helium from the ground state to the 23S, and 2!S, long-lived,
metastable excited states. Collision of the excited helium atoms
with the ground-state neon atoms results in transfer of energy to
the neon atoms, exciting them into the 2s and 3s states. This is
due to a coincidence of energy levels between the helium and neon
atoms.This process is given by the reaction equation:

AE where Jrepresents an excited
state, and AE is the small energy difference between the
energy states of the two atoms, of the order of (BeV.
Spontaneous emission between the 3s and 2p states results in
emission of 82.8 nm wavelength light, the typical operating

wavelength of a HeNe laser.

The gain bandwidth of the laser is dominated by Doppler broadening,
and is quite narrow at around 1.5 GHz. This, along with the visible
output and excellent beam quality possible from these lasers, makes the
HeNe a useful source for holography and as a reference for
spectroscopy. €her applications include use in barcode scanners
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= G
£ as iasers
S
Laser gain
) g Operation wavelengthi(s) Pump source Applications and notes
medium and type
Heliurn-neon gas B32.8 nm (543.5 nm, 593.9 Interferarnetry, holography, spectroscopy, barcode scannin
Fg_ nim, 611.8 arn, 11523 prn, Electrical discharge alighment o_miical diminvstr:tiuns = e
I 1.52 pum, 3.3913 pm) g  OR '
. 488.0 nm, 514.5 nm, {351 . . . .
Argonion gas nm, 465.8 nm. 472.7 nm, Electrical discharge Eetinal phototherapy (for diabetes), lithography, pumping other
laser lagers.
828.7 nm)
416 nm, 530.9 nm, 568.2 nm
Krypton ion nas ' ' ' Scientific research, mixed with argon far creation of "white-light"
RUPIONIANBEE | w7 1 i, 676.4 nm, 7525 | Electrical discharge ; : g g
laser lasers, light shows,
nrm, 799.3 nm
Wanon ion das Many lines throughout entire
—Iaser = wisible spectrum extending Electrical discharge Scientific research.
I into the U and |R.
Nitrocen qas Fumping of dye lasers, measurement of air pollution, scientific
ﬁ_g_ 3371 nm Electrical discharge research, nittogen lasers are capahble of operating superradiantly
I (without a resonator cavity), amateur laser construction.
) 2.7 to 2.9 pm far (Hydrogen Chermical reaction in a burning | Used in research for laser weaponry by the LS. DOD, operated in
Hydrogen fluaride ) A . ) - .
lasar fluoride) 3.6 to 4.2 pm for jet of ethylene and pitrogen continuous wave mode and capable of extremely high powers in
(Deuterium fluaride) trifluoride (MF.) the megavwatt range.
Chemical Laserweaponty, scientific and materials research, laser used in
Owvgen-loding 1318 um Chemical reaction in a jet of the LS. military's Aithorne laser, operated in continuous waye
M_Laser (C—OIL) ’ - singlet delta cxygen and iodine | mode and capable of extremely high powers in the megawatt
range.
Larbon diohle g m (9.4 rran:\fzrsi (Tlgh e Material ing (zutting, welding, ete.), surgery
(002) e Bpm, (9.4 pm) Dnglg |na. (low power) aterial processing (cutting, welding, etc.), surgery.
electrical discharge
Juni 24, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 8
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.
£ estkorper Laser
=

Laser gain medium and type

Euby solid-state laser

MNeodymidm YAG (HdvYAGY
solid-state laser

Meodymiurm YLF (MdYLF)
solid-state laser

Meodymium qu [{ElsRge)]
solid-state laser

Meodymium Glass (Md:Glass)
solid-state laser

Titaniurm sapphire
(Ti:sapphire) solid-state laser

Thulium YAG (TmrAG) solid-
state laser

Yiterbium YAG OYhiYAG) solid-
state lager

Holmium YAG (HovAG) salid-
state lager

Cerium doped lithiurm
strontium{or calciurm}

Operation
wavelengthis)

694.3 nm

1.064 pm, {1.32 pm)

1.047 and 1.063 pm

1.064 pm

~1.062 pm (Silicate
glasses), ~1.054 pm
(Phosphate glasses)

650-1100 nm

20pm

1.03 pm

21 um

~28010 316 nm

Pump source

Flashlamp

Flashlamp, laser diode

Flashlamp, laser diode

lager diode

Flashlamnp, laser diode

Other laser

Laser diode

Laser diode, flashlamp

Laser diode

Fregquency quadrupled
MNAYAG laser pumped,

Applications and notes

Holography, tattoo removal. The first type of laser invented, in
1960.

Material processing, rangefinding, laser target designation,
surgery, research, pumping other lasers {in combination with
frequency doubling). One ofthe most caomman high power
lasers. Usually pulsed (down to fractions of a hanosecond)

Mostly used for pulsed pumping of certain types of pulsed
Ti:sapphire lasers, in cambination with frequency doubling.

Mosthy used for continuous pumping of mode-locked
Ti:sapphire lasers, in cambination with frequency doubling.

Used in extrernely high power Terawatt scale), high energy
(Megajoules) multiple heam systems for inertial confinement
fusion. Nd:Glass lasers are usually frequency tripled to the third
harmonic at 351 nm in laser fusion devices.

Spectroscopy, LIDAR, research. This material is often used in
highhk-tunable mode-locked infrared lasers to produce
ultrashort pulses and in amplifier lasers to produce ultrashon
and ultra-intense pulses.

Laser radar.

Optical reftigeration, materials processing, ultrashort pulse
research, multiphoton microscopy, LIDAR.

Tissue ablation, kidney stone removal, dentistry.

Remote atmosoheric sensing. LIDAR. ontics research.
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Halbleiter Laser

o

Laser gain . Pump o
] Operation wavelength(s) Applications and notes
medium and type sollrce
wavelength depends on device
Semiconductor material: 0.4 pm (GaM) or 063 Electrical
lazer diode 1.58 P (MGaks) or 3-20 pm (lead current

salf)

Telecommunications, hologranhy, lager pointers, printing, pump sources
for other lagers. The T80 nm AlGaAs laser diode, used in compact disc
plavers, is the most common type of [aser inthe warld,

When a diode is forward biased, holes from the p-region are injected into the
n-region, and electrons from the n-region are injected into the p-region. If
electrons and holes are present in the same region, they may radiatively
recombine—that is, the electron "falls into" the hole and emits a photon with
the energy of the band gap. This is called spontaneous emission, and is the
main source of light in a light-emitting diode.

Under suitable conditions, the electron and the hole may coexist in the same
area for quite some time (on the order of microseconds) before they
recombine. If a photon of exactly the right frequency happens along within
this time period, recombination may be stimulated by the photon. This causes
another photon of the same frequency to be emitted, with exactly the same
direction, polarization and phase as the first photon.

Juni 24, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 10

Halbleiter Laser

o

In alaser diode, the semiconductor crystal is fashioned into a shape
somewhat like a piece of paper—very thin in one direction and rectangular in
the other two. An optical waveguide is made on that piece of paper, such that
the light is confined to a relatively narrow line. The top of the crystal is n-
doped, and the bottom is p-doped, resulting in a large, flat p-n junction. The
two ends of the crystal are cleaved so as to form perfectly smooth, parallel
edges; two reflective parallel edges form a resonator called a Fabry-Perot
cavity. Photons emitted in precisely the right direction will travel along the
waveguide and be reflected several times from each end face before they are
emitted. Each time they pass through the cavity, the light is amplified by
stimulated emission. Hence, if there is more amplification than loss, the diode
begins to "lase".
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= ' VCSELVYertical Cavity Surface Emitting Laser

T ——

http://en.wikipedia.org/wiki/VCSEL

A Mid-IE Output |

{(single mode)
29 um
at 280K

Pump Beam
(1.06 pm HAYAG
ot 920 rm diode)

DB R Mirror (Diclectric) ——
Cavity (h or 20)

CBE Mrror (GaSh/AlAsBh)
(12.5 - 1.5 perods)

W A etive Fezion

LAR ON A CHIP COMES CLOSER - A
hiocavity laser - a VCSEL capped by a glas=
plate enclosing a hlood sample, all ahout the
size of a quarier - is excited by a pump laser
Telecommuncafion in Paul Gnur_ley's l:-lh: The VCSEL device
NRL / HUGHE! can produce information about the state of
AIDS detector millions ofblood cells in a few minuies.

Download 150dpi jpg image, "VCSEL jpg’,
Cancer detector |j:mm *

Gash Substrate (thinned)

Heat Sink
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Geschichte des Lasers

o

Theoretically, the principle of the maser was described by Nikolay Basov
and Alexander Prokhorovfrom Lebedev Institute of Physics at an A//-Union
Conference on Radio-Spectroscopy held by USSR Academy of Sciences in
May 198. They subsequently publis hed their results in &ober 195
Independently, Charles H. Townes, J. P. Gordon, and H. J. Zeiger built
the first maser at Columbia University in 198. The device used stimulated
emission in a stream of energised ammonia molecules to produce
amplification of microwaves at a frequency of 24gigahertz. For their
research in this field Townes, Basov and Prokhorov were awarded the Nobel
Prize in Physics in 196
Townes later worked with Arthur L. Schawlow to describe the principle of
the optical maser, or laser, which Theodore H. Maiman first demonstrated
in 196

Maser: Microwave Amplification by stimulated Emission
Microwellen Verstdrker, Rauschen «v3 durch spontane
Emission kleiner als beim Laser, Freq. sehr stabil.
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H Free Electron Laser
Elektronen durch @dulator -> koherentes Réntgenlicht
->Amplituden der Photonen addieren
-> Leistung « N? statt N.
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£ Laserbedingung

Die Anzahl der Photonen andert sich durch

e Stimulierte Emission — 1 = +W Nuyn
e Absorption - n = —-WNin
e spontane Emission — n = W N,
(unkorrelierte Emission = “Rauschen” des Lasers)

e Verluste durch Austritt : n = —%, wobeil tg die Lebensdauer der

Photonen im Laser ist

Ohne Rauschen :

4o — W (N2 — Ni)n — 2
W = VD(:,})AVT’

wobei :

D(v)Ar =Anzahl der stehenden Wellen im Laservolumen V
T — Lebensdauer des oberen Laserniveaus

D(v) = Sfr’g—i(.]cans)

nn > 0, wenn

‘ No—Ny -~ sSwriAvT

3 27 Fy
= =i, hotwendige Inversion pro Volumen

Bei guten Lasermaterialien wird die rechte Seite recht klein.
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Ubergangswahrscheinlichkeiten

By u{@)n

n
k' stimulierte k
Absorption

Ay

y

n E
k spontane k k
Emission

n, E, n
o Tio
o W | W
T AMANS
B u(a)n;
y y

n
stimulierte k
Emission

Koeff. nach Einstein:

By

By;
Ak

B;

g
Ek

3
el

Abbildung 6.1: Strahlungsibergange nach Einstein.
Huerbet 15t che Zahl g =27+ 1 das statistische Gewicht eines Zustands mit Quantenzahl j Energiedichte nach Planck:

W s EBoE\ s 7wy B€Setzung nach R w’
™o aexp(_ kT )_im(_ﬁ)Bolfzmann) cn” exp(ho/kgT) —1

ulw)

der Ausdruck fiw® /c*x? gibt gerade die muttlere Zahl der Moden
Moden sind Anzahl der stehenden Wellen im Volumen

3 ' — k3 G Yy LF |
uw) > he '!“n'["-}:I — LE{"-} Joo :lil".'

bei hohen Temp.

o r>Anzahl Photonen/Mode groB
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Anzahl der Photonen als Fkt. der Temp. und Energie

o

5

107 g 7
g P /- / /o /i =g ;
; S / / / / ]
L %
10* B4 1 /8 pa Vil
R T R e R :
C L LN i
- - ¥ =
10 A i /
. : 4 Q) :
= r / //if--; é\ A / / H
@ L 1 1l
g 10°| WD A
£ R R e P o
I LSS
101 I i o] II‘-/“ '\ES JA?
@@ T e s
o & g
[ T
1[]3 A A / H ..A{.‘ H ...r.".': L%\....... H I R HH
10*  10° 10" 10" 10® 10" 10% 10" 10°
Frequenz (Hz)
Abbildung 6.2: Mittlere Photonenzahl (n} pro Mode des Strahlungsfeldes im thermischen Gleichgewicht
als Funktion der Temperatur und der Frequenz. Der sichtbare Spektralbereich ist farbig hinterlegt.
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Lebensdauer angeregter Niveaus

o

3 dN; = —(A4;+R;)Ndt
Anr_;lgung L“'L Fluoreszenz
[0)]
AN JL*? Aik Em
[
—_— _E
Eo—

Abbildung 6.3: Entvolkerung des angeregten Zustands E; durch spontane Emission und durch inelasti-
sche Stolte.

1
T — ALS _ . . '?E‘ =
Ni(t) = Ni(0) exp[-(4i+Ri)i] T AR
4= 35 g =Summe der Einsteinkoeff.
e =0 mi— éummiert iiber alle & des Niveaus)
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Lebensdauer und Linienbreite

o

10f@) 1of®) -

08

AN\ \

=08 Z v

() /N(0)

a 1] L Lt
N.(O)/e \ = / >
504 \ Z04
02 e 02 y \\
i \““----.ﬁ____ - \2 vV, iV,

00 : 00 i -

0 2 < 6 8 10 5 4 3 2 414 0 1 2 3 4 5

Zeit (ns) v-v, (NHz)

Abbildung 6.4: (a) Zeitliche Anderung der Besetzungszahl Ni(r) eines angeregten Zustands bei zeitlich
konstanter Zerfallswahrscheinlichkeit. (b) Linienprofil einer Spektrallinie.

Natiirliche Linienbreite aus Unscharferelation: AE=h/z

Linienverbreiterung durch Dopplereffekt
und Stoflerbreiterung bei mehreren Atomen
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Linienform

o

- ov.
0 p4
) / \
,_// \‘_
AE, 00 e > '
AEi + AE(! h

Abbildung 6.5: Schematische Darstellung der natiirlichen Linienbreite als Folge der Energieunscharfe
der am Ubergang beteiligien Niveaus.

Natirliche Linienbreite ergibt Lorentzkurve:
l_‘fl"r
(w—ep)?+(T7/2)°

Pylw) =
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Dopplerverbreiterung durch thermische Bewegung der Atome

o

Molekiilgeschwindigkeiten in Gas Gauss-verteilt:

ni(ve)dve = Ce};p(;??)dw
B

Daraus ergbit sich eine Dopplerverbreiterung:

(g SkBT In2

C m

0 mDoppler

Die Bewegung der Atome fuhrt zu einer Dopplerverbreiterung der Spektrallinien, die
linear mit der Frequenz und proportional zu /T ansteigt, mit zunehmender Masse der
Atome aber proportional zu 1/,/m abnimmt. Typischerweise ist die Dopplerverbreite-
rung im sichtbaren Spektralbereich bei Raumtemperatur um etwa 2 Grélienordnungen
grolker als die natdrliche Linienbreite.

Hohe spektrale Aufldsung nur bei tiefen Temp.
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Stoflerbreiterung

o

E.Il

), 4

pEEEEEY

= \
o g4 av
0.2 //
0.0 —'-"'"/" -
v (R) Vo R R

m

Abbildung 6.7: Zur Veranschaulichung der StoRverbreiterung und Verschiebung von Spektrallinien
durch elastische Stolle. Gezeigt sind die Potenzialkurven der StolRpartner sowie die Linienform chne
Stolte und die um Av verschobene, verbreiterte Linie.

Hohe spektrale Aufldsung nur bei geringen Druck

Rmmittlere Abstand =F{)
Bei StoBverringert sich R und daher
potentielle Energie- >Energieverschiebung
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Rydberg-Atome

o

Angeregte Atome mit Leuchtelektron bei sehr groBn Hauptquantenzahl n
Sieht ZeffZ-EZ-1%, d.h. Wassersto  ff-dhnlich. Jedoch sehr stabil, weil
Energie zu benachbarten Niveaus sehr klein und spontane Emission o« AE3:
Ionisationsenergie sehr gering, jedoch im Weltall keine Abregung durch
St68 und Lebensdauer in ms Bereich . Strahlung im Mikrowellenbereich.
Tatsdchlich im Universum beobachtet.

Hiillendurchmesser fiir » = 100 bereits ~ 10%*az ~ 0.5 um

_ 1 1 (m+172-n* 1
AE = E”_H_E”_EH(”_E_W) = LH (H—I—l}znz oc”—3

zwischen benachbarten Energieniveaus nimmt grob proportional zu 1/5° ab und besitzt bereits fiir n = 50
Werte 1m Bereich von 100 eV, also weit unterhalb der thermischen Energie bei 300K (25 meV). Da
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Abbildung 5.1: (a) Beschreibung eines Rydberg-Orbitals (gelb) durch ein Ensemble von Teilchen, das
sich nach den Gesetzen der klassischen Mechanik auf Ellipsenbahnen bewegt. Die klassischen Teillchen
halten sich hauptsachlich im auleren Bereich auf, da die Geschwindigkeit in Kernnahe zunimmt. (b)
Klassische Veranschaulichung von spharischen [ = m = n — 1 (blauer Kreis) und stark elliptischen 7 < »
Rydberg-Zustanden.
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E Myonische Atome

Da das Myon 206.76-mal schwerer als das Elektron ist, ergibt sich ein um diesen Faktor kleinerer Bohr-
scher Radius

Ameyh? :
ap = —2 = ap % = 256fm = 0.002564 . (54.1)

mye- My,

Wir wollen uns daran erinnern, dass die intrinsische Langenskala der Wellenfunktionen ay /Z ist. Fiir
einen schweren Kern wie Quecksilber 30°Hg erhalten wir damit differentielle radiale Aufenthaltswahr-
scheinlichkeiten, die ihr Maximum bei einigen wenigen Femtometern aufweisen. Dieser Sachverhalt ist
in Abb. 5.2 explizit fur den 1s-Grundzustand des Quecksilbers gezeigt. Der Kernradius betragt in guter
Néherung
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Myonische Atome

o

A %
o

R,, (willk. Einh.)

I"2 I
o] =]
w 7]
'—-___________

Nr

- I l \ =

, _ \-—

0 10 15 20
r{fm)

Ik

Abbildung 5.2: Differentielle radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir ein Myon im 1:-Zustand. Beim
Kern handelt es sich um Quecksilber. Der Radius wurde mit der Formel rg = 1.4- 413 mit 4 =200
abgeschatzt und ist schraffiert dargestellt. Man erkennt, dass sich das Myon zu einem betrachtlichen
Anteil im Kern befindet und deshalb dessen Struktur fihlt.
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Myonische Atome

o

Hierber 15t rp der Nuleonenradis und 4 die Massenzahl des Kems, dh. die Zahl der Nukleonen 1m
Kern. Fiir Quecksilber (4 =200) fiihrt diese Naherungsformel aufrgg; ~ 8 fm. Wir erkennen, dass sichdie
radiale Aufenthaltswahrschemlichkeit des Myons zu etnem merklichen Teil innerhalb des Kerns befindet.
Dies hat zwet Konsequenzen:

¢ Die Wellenfunktionen des Myons decken praktisch keme Bereiche ab, in denen Elektronen anzu-
treffen sind. Dies rechtfertigt nachtriglich unsere Vorgehensweise, die Elektronen véllig zu ver-
nachliissigen, da die Elekronen weit vom Myonenort entfernt sind.®

¢ Die emnfache Annahme, dass der Kem fiir die Bewegung des Myons emn punktformiges Gebilde
darstellt, 1st macht linger gerechtfertigt. Das Myon fithlt die Struktur des Kerns und kann daher als
Sonde zu dessen Erforschung herangezogen werden.? Untersucht man zB. der 2p — 15 Ubergang
von myomischem Nd, so erkennt man fiir verschiedene Isotope des Nd eme Verschiebung der
Spektrallimen, die durch eine unterschiedliche Grofe und Masse der Isotope verursacht wird. Man
nennt diese Verschiebung [sotopie-Verschiebung (genaver, der Kernvolumeneffekt der Isotopiever-
schiebung).
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Antiwasserstoff

Si counters
+

XenonJet bending magnet | x. .ﬁar snnihn'fatiun
l neutral i g mag. -ray detector

antihydrogen 511 keV /

_,_:E% ° @r_{:ipe;" > —»

10 magnetic

antiproton _ spetrometer
beam 2 511 keV/ and time-of-
: flight

low energy
antiproton ring
(LEAR)

Abbildung 5 4: Prinzip des CERN Anti-Wasserstoff-Experiments. Ein Strahl von Anti-Protonen F trifft auf
ein Xenon Target. Durch die Wechselwirkung mit den Kernfeldern, entstehen Positron-Elekiron-Paare.
Das Positron &t wird in einigen wenigen Fallen vom Anfi-Proton eingefangen und bildet mit ihm ein
Anti-Wasserstoffatom. Dies ist nur dann moglich, falls das Positron eine Energie besitzt, die klsiner als
die lonisierungsenergie ist. 1996 wurden wahrend einer Dauer von 15 Stunden 8 Wassersioffatome

beobachtet.
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£ CPT Invarianz
- ClPETRE  PET AR CPT C-perator dndert
H o anti-H Teilchen in Antiteilchen
PI'WE.tYe  Per,t) _ !

P-perator spiegelt
Erskoordinaten
gegeniiber Ursprung

TIPE.t}= £|¥€,-1)

T-gperator dndert
Zeitrichtung

B — o | ————
time time

Abbildung 5.5: Schematische Darstellung der CPT-Invarianz. Ein physikalisches System, bei dem La-
dung, Zeit und Raum invertiert werden, sollte sich vom Ausgangszustand nicht unterscheiden. Der aus
dem Wasserstoff hervorgehende Anti-Wasserstoff ist ein solches System.

Beobachtung: Spiegelinvarianz P verletzt, CP verletzt,Daher Zeitumkehr
verletzt?Denn CPT sollte nach dem CPT Theorem streng erhalten sein.
CPT Verletzung macht sich bemerkbar, wenn anti-H sich unterscheidet
von H, z.B. in der Masse oder im Spektrum. In den bisherigen
Experimenten konnte kein Unterschied zwischen Wasserstoff und Anti-
Wasserstoff festgestellt werden.
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Positronium

Mit Positronium (ibliche Abkiirzung: P s)bezeichnet man ein gebundenes
System eines Positrons @nti-Elektrons)und eines Elektrons. Das
Positronium hat eine Lebensdauer von etwa einer Nanosekunde. Es
unterscheidet sich vom Wasserstoffatom in zwei wesentlichen Punkten:

e Da beide Teilchen dieselbe Miasse aufineisen. halbiert der Schwerpunkt die Verbindungsgerade.
Iras heildt, beide Teilchen bewegen sich um den zwischen ihnen liegenden Schwerpunkt. Die re-
duzierte hMasse

Hps = M .

fithrt dazu, dass der Bohrsche Radius des Positronnums zweimal so groll ist wie beim Wasserstoff
Fiir den Grnundzustand gilt:

P's Py

iz = Zag .

IDie Iomsienmgsenergie

p. = Eg/2 — 6.BeV .

1st gegeniiber dem Wasserstoffatom halbiert.

e Positron und Elektron besitzen das dem Befrag nach gleiche magnetische MMoment. wihrend beim
Wasserstoffatom das Kermmoment etwa 650 mal kleiner 1st als das des Hiillenelektrons. Dhies hat
zur Folge, dass die Hyperfemnstrukiurkonstante entsprechend gréoffer ist. Im Positroninim werden
dadurch Fein- und Hyperfeinaufspaltung etwa gleich grof3. |
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Positronium Zerfall

In Umkehrung zum Paarerzeugungsprozess zerstrahlt das Positron mit einem
Elektron in elektromagnetische Energie. Dabei muss die Impuls- und
Drehimpulserhaltung beriicksichtigt werden. Sind Impuls und Drehimpuls in
Ausgangszustand Null,so entstehen, da das Photon einen Impuls p = Ak besitzt,
immer zwei Photonen mit entgegengesetzter Ausbreitungs- und Spin richtung.
Jedes Photon besitzt die Ruheenergie eines der Teilchen: £= mc2 = 511 keV.
Zur Zerstrahlung kommt es dadurch, dass sich die Wellenfunktionen von
Positron und Elektron im 1s-Zustand etwas iliberlappen. Die mittlere Lebensdauer
hdngt davon ab, ob ein Singulett- oder ein Triplett-Zustand vorliegt. Im
Singulett-Zustand (s = 0) fihrt die Impuls- und Drehimpulserhaltung zur
Emission von zwei y-Quanten mit entgegengesetzem Impuls und Drehimpuls.

Die Lebensdauer betrdgt hier t = 125 ps. Im Triplett-Zustand (s= 1) misste zur
Drehimpulserhaltung eigentlich nur ein Quant entstehen. Damit ldsst sich aber
die Impulserhaltung nicht erfullen. Daher muss das Triplett-Positronium in
einem 3- y-Prozess zerstrahlen. Dies ist ein Prozess hoherer Ordnung und
entsprechend weniger wahrscheinlich. Die Lebensdauer

betrdgt hier tatsdchlich = 142 ns.
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@rkonium

o

In der modernen Theorie der Elementarteilchen, der
Gantenchromodynamik CD, werden gebundene

Systeme aus einem schweren Qark und Anti-Gark als
Garkonium bezeichnet. Am wichtigsten ist

Charmonium, das aus dem Charm-@rk und seinem Anti-
Teilchen besteht (cc) Bwohl die Bindung

hier lber eine vdllig andere Wechselwirkung erfolgt §tarke
Kraft statt Coulomb-Kraft) ist in den niedrigen
Anregungszustdnden eine starke Wnlichkeit zum Positronium
(epton-Anti-Lepton-Paar)vorhanden.

Das sich aus dem Zerfall eines angeregten Charmoniums
ergebende Termschema besitzt deutliche

Wnlichkeit zum Termschema atomarer Systeme.
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Exzitonen

O

Unter Exzitonen versteht man gebundene Elektron-Loch-Paare in
Festkorpern. Lost man z.B. aus einer geschlossenen Schale ein Elektron
heraus, so verhdlt sich das zuriickbleibende Loch in guter Ndherung

wie ein Positron. Insbesondere dhnelt das Spektrum des Teilchen-Loch-
Systems dem des Wasserstoffs.

In Halbleitern kann der Ubergang eines Elektrons vom Valenz- ins
Leitungsband als Erzeugung eines Teilchen-Loch-Paares verstanden
werden. Sind Teilchen und Loch nicht zu eng benachbart, bildet das
Paar ein wasserstoffdhnliches Gebilde, welches dann als Exziton
bezeichnet wird. Da die Energiezustdnde des Exzitons in die Bandliicke
fallen, beeinflussen sie die physikalischen Eigenschaften des Halbleiters
wesentlich.
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Zum Mitnehmen

o

Laser high tech fiir Kommunikation,
Medizin, Technik, Spektroskopie.

Exotische Atome:

1hohe Anregung,

23tatt €,p,n)andere Kombinationen
von Elementarteilchen
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Vorlesung 21:

o

Roter Faden:

Auswahlregeln

Folien auf dem Web:
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~deboer/

Siehe auch:

http://www.uni-stuttgart.de/ipf/lehre/online-skript/
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Auswahlregeln fiir Photonemission

o

Auswahlregel Bemerkung
Al=41 gilt streng
fiir Emnelektronenatome
ir,_z.-",-j =41 gerade Zustinde kombinieren nur mut
fir Mehrelekironenatome bei ZS- ungeraden Zustinden und umgekehrt
Kopplung
Am = 0: linear polansiertes Licht
Am= 0,1 Am=+1: 6" bzw. ¢~ zurkular polan-
siertes Licht
gilt fiir leichte Atome:;

L bei schweren Atomen gibt es aufgrund
der starken Spin-Bahn-Kopplung Aus-
nahmen: Interkombinationslinien.

Aj=0,%1 j=0 — j=0 istverboten
Juni 28, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer

Photon Emission und Absorption

1

E.M Welle ¥ « exp(ik.r- wt)zum Zeitpunkt 1

Y oc_exp(ik.ry = lk.r:mit kiO 5/cm fir sichtbares

Licht und r#0 -8cm, so kr # 10-3. D.h. e.m. Welle kann
als konstantes Feld betrachtet werden.

Potential der Atome: &¢)= Xq,/€-r )=Ofiir neutrale
Atome auf groBm Abstand.

Jedoch bei kleinen Abstdnden spielt Abstand r; der
Ladungen eine Rolle. Mache Multipolentwicklung:

er; =Dipolbeitrag

er;? =Qadrupolbeitrag usw.

Dipol dominant (venn es kein verbotener Ubergang ist)
und der Erwartungswert des Dipoloperators gibt
Wahrscheinlichkeit fiir Photon Absorption und Emission.
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Dipolmoment eines stabilen Zustandes mit Wellenfkt. ¥

] ‘ Erwartungswert des Dipoloperators:

—{clerley = —é'f"-l-'“[rji""-l-'l:rj dar .

— e

Erwartungswert des Dipoloperators im Spiegel:

c = ftp’(r:.f%;rjﬁ?r

= f"-l-"(—r] —TW¥(—r)d¥V

—

= fﬂ:'—l-“(r]l — T aW(r) dV

L)

- —a? f‘-l-“[]'ji""-l-'{rja'l’

Der Paritiitsaperator P erzeugt eine Punktspiegelung der Ortskoordinaten am Ursprung;

u

Paritit kann duvch Spiegeling und ansehliefende Drehung ersetzt werden.

Daher C@ d.h. Dipolmoment einer Wellenfkt.mit Paritdt als guter R0
Daher keine Strahlung stabiler Atomzustdndel!

Juni 28, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 4

Paritdt der Wellenfunktion

r Z

P+

-r

Abbaldeng 6.9: Veranderung der Polarkoordinaten bei Raumspiegelung.
0 — m-0 P — Q47

Pr—t,p+7) — (-1)'F"(0,¢)

’_“gerade B
| gerade §

ungerade R

-a 0 a X

Abbildung 6 8: Eigenfunktionen gerader und ungerader Paritat im Fall des eindimensionalen Potenzial-
topfs unendlicher Tiefe.

Paritdt der Wellenfkt. der
Einelektronzustdnde daher ¢1) ¢

Erwartungswert des Dipoloperators
einer Wellenfkt.€edeutet keine
Strahlung,d.h. stationdre Zustdnde
strahlen nicht.

Jedoch Ubergdnge von ¥1 nach ¥2
mdglich wenn die Paritdt sich dndert.
(al == a2 -> CE)
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Paritdtsauswahiregel

o

Ein Panttitswechsel 1st daher nur dann moglich, wenn /; gerade und [ ungerade 15t bzw. umgekehrt. Das
bedeutet. dass sich die Bahndrehimpulsquantenzahl bei einem erlaubten Diploiibergang um eine unge-
racle Zahl dndern muss. Dieser Sachverhalt wurde von O. Laporte zum ersten Mal festgehalten. Er heifit
deshalb auch Laporte'sches Gesetz."® Da mit dem Ubergang eine Verinderung des Bahndrehimpulses
von hA mit Al = ...,—5,-3,-1,1,3,5,... emnhergeht und der Drelumpuls etnes einzelnes Photon 47
1st, kann sich der Drehimpuls des Atoms be1 Emission oder Absarption eines Photons um hachstens £/
andern. Damut erhalten wir die Pantatsauswahlregel:

Es sind nur solche Ubergange erlaubt, bei denen die Drehimpulsquantenzahl / die Aus-
wahlregel
Al = L—l =41, (6:4.22)
erfullt.
Juni 28, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 6

Andere Herleitung des Paritdtsauswahlregel

o

Annahme: Paritdt ist gute R érwartet,

da Paritdtsoperator mit H kommutiert.)

Dies stimmt tatsdchlich fiir elektromagn. Wechselwirkung,
aber gilt nicht aligemein, z.B. nicht fiir schwache

WW wie Zerfall radioaktiver Kernen oder Zerfall

der Myonen.

Wenn Paritdt erhalten, dann muss Paritdt vor und
nach Abstrahlung identisch sein,d.h. P P P,
Pmultiplikative ZY)

Photon hat Paritdt -1 E-Feld =Vektor, dndert
Vorzeichen unter Spiegelung)

nach

Daher muss Atom nach Abstrahlung Paritat dndern.
Drehimpulserhaltung besagt dass A¢max. 1, denn
Bahndrehimpuls bei Dipolstrahlung Qund Spin des Photons
max. 1h. Bei hoheren Multipolen auch Bahndrehimpuls!)
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Frau Wus Experiment

P-Verletzung der schwachen Wechselwirkung wurde 1957

von Wu et al. erstmals in der Reaktion: 00 —80 3 + e + i,
1 1
0co -+ Ni+e o, i=5 j=4++=

nachgewiesen. p=0 p=0+4p:—pe

e
() ' —I
69¢ A'/ p 80 A v|nh RH
| ]
e

Die Winkel-Verteilung der Elektronen hat die Form:

dN/d@

1(©) =1— %cos(—)

d.h. die Elektronen werden bevorzugt entgegengesetzt zur !
Spin-Richtung des *°Co emittiert.

as

Diese “forward-backward asymmetry” verletzt die Paritéts- G et e e o
Erhaltung,. -
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Extravaganzen der schwachen Wechselwirkung

Neutrinos sind Vampire,
e i d.h. sie haben kein Spiegelbild!
Hasen. @er anders gesagt:
Sie kommen nur linkshdndig vor,
d.h. Spin antiparallel zur Flugrichtung.
Bei Spiegelung werden sie rechtshdndig.

Antineutrinos sind immer rechtshandig.
Dies gilt nur fir masselose Teilchen.
Bei massiven Teilchen kann man die
bei einem Lorenztrafo tiberholen und
dann dndern sie ihre Helizitdt oder
Handigkeit.
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Auswahlregel fiir magnetische R

P‘u
=
I

i)

e (i|Z)k)

(M + M)
(M — iM)

x = rsmicosg
v = rsmi?sing

z — rFrcosi?

e ({i|x)k) +i(i[vk)

T

k) —ili|v|k))

e ({i|x

2

MNachdem wir unter Benutzung der Pantitseigenschaften die Auswahlregel fiir den Bahndrehimpuls /
abgeleitet haben, wollen wir uns jetzt den Auswahlregeln fiir die magnetische Quantenzahl m zuwenden.
Dazu 1st es smnvoll, die der Kugelsymmetrie angepassten Matnixelemete

(6.4.23)
(6.4.24)
(6.4.25)

zu betrachten. Die Abhiingigkeit der Eigenfunktionen des Hamalton-Operators vom Winkel ¢ 1st fiir ein
kugelsymmetrisches Potenzial gegeben durch!®

. ‘ru:r . fE,I[:lr.lr—.rvl_-]lJ .gr(p
= EI.I‘?II.E' I ' 0

2

M, == fe"':”‘*_”'-':"‘;' (cosgp +ising) dep =

[¥

2

M e fe"':”‘*_”'-':"‘j (cosgp —ising) dp =

0

J

T

e?l_ oy —m 1)@ ﬂr('ﬂ

3 :'L"--.__‘_.I

e

er’[m;-—:r.l.—l]u:l .{f{p .

-:pl'-..._____‘_‘!
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Polarisation des emittierten Lichts

M. = 0
|
My = 0
|
M =0

auler fiir
auller fiir  my
auller fiir

m; =g dh Am =10

=m+1 dh Am=+1.

=mp—1 dh Am = —-1.

Im Falle von Am =% (inks)

erhalten wir eine
Strahlungscharakteristik, wie sie
von in der (x,y)Ebene rotierenden
Dipolen erzeugt wird. Entlang der
z-Achse (ongitudinale
Beobachtungsrichtung)fiihrt dies zu
links bzw.rechtszirkular
polarisiertem Licht. In
transversaler Beobachtungsrichtung,
d.h. in der (x,y}Ebene, erhalten
wir linear polarisiertes Licht.

Fiir Am =Cfechts)haben wir es

mit der Strahlungscharakteristik
eines schwingenden Dipols parallel
zur z-Achse zu tun. Das Licht ist
linear entlang z polarisiert. Bei
longitudinaler Beobachtung erfolgt
keine Abstrahlung.

Am=+1 zirkular polansiertes Licht
Am= 0 linear polanisiertes Licht .

Juni 28, 2005

Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 11




Winkelabhdngigkeit des abgestrahlten Lichts

o

12 (1+cos® )
=
=

L . = 9
[ T o Y = ¢ R <SR O
L L L

i %
S

T

240

N -

% ; = 0.2

v’ 0.6
0.8
300 1.0-

270

v
5
.

Ami Amo
[a] ) 90 [b] G0
1[;. 120 &0 1__ 12: a:
2 15n au Ei 150 ?‘F SD
04 & > 4
o TN ARSAL
0480 802 0 =« u.u-: 20 o 0

%
5

270

0

Abbildung 6.11: Intensitat des abgestrahlten Lichts als Funktion des Winkels ¢, den die Beobachtungs-
richtung mit der Richtung des Magnetfelds einschlielit. (a) Fur senkrecht zur Feldrichtung rotierende
Dipole und (b) fur einen entlang der Feldrichtung oszillierenden Dipal.
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Q Dipol strahlt senkrecht zur Achse
E-Feld B-Feld
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o

Polarisation beim Zeeman-Effekt

Absorption Am =0 Am =-1 Am = +1
Emission Am =0 Am = +1 Am =-1
m=+1 —————
- E f“tl ;:,f"'“*-.____:;
m = -1 | E; B . B
B oy 9—’
". ..': ':I.
m=0o Y Y ¥ Y k ' E “E
OO
s s
s =k e K
—_ <Spn” = 0 - -
hv N/ A
T Licht O - Licht O - Licht

Abbildung 6.12: Emission und Absorption beim normalen Zeeman-Effekt. Links sind die mdglichen
Ubergange gezeigt, rechts sind die entsprechenden klassischen Dipole mit der Art des emittierten Lichts
abgebildet. sp; und k bezeichnen den Spin und Ausbreitungsvektor des Photons. Bei Beobachtung par-
allel zur Magnetfeldrichtung kann man nur &% und o~ Licht beobachten. Bei Beobachtung senkrecht
zur Magnetfeldrichtung beobachtet man drei linear polarisierte Komponenten, wobei sich fir Am = +1
das linear polarisierte Licht aus einer Uberlagerung von ot und o~ Licht ergibt.

Juni 28, 2005
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o

Auswahlregel fiir den Spin-R bei einem Elektron

Bisher haben wir den Elektronenspin aufler Acht gelassen. Bet Atomen mut nur emem Elektron i emer
mcht gefiillten Schale (zB. Wasserstoffatom oder Alkalimetalle) 1st der Betrag des Spins 1mmer |s| =
Vm h= ﬁ*/3_“4 frund deshalb kann sich auch bes optischen Ubergzingen dieser Betrag nicht inder.
Wir erhalten deshalb fiir die Spinquantenzahl die Auswahlregel

Fiir Ubergange E; — : erhalten wir folgende Auswahiregel fiir die Spinquantenzahl s

(64.40)

Das gleiche Ergebnis erhilt man, wenn man zugrunde legt, dass das Ubergangsmatrixelement keinen
Spin-Operator enthalt. Es 1st deshalb null, es se1 denn der Spmanfangs- und Spmendzustand sind iden-
tisch. Dies folgt unmittelbar aus der Orthogonalitit der Spin-Funktionen. Optische Uberginge konnen
den Spin also mcht flippen

Juni 28, 2005
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Auswahlregel fiir den Spin-R bei mehr Elektronen

o

Bei Atomen mit zwei Elektronen (z B. Helium-Atom) hiingen die Wellenfunktionen von den Eoordinaten
{ry,ry) der beiden Elektronen ab. Das Dipolmatrixelement kann dammt als

My = ﬂf‘*’?ﬂ'hl‘:]‘ (r1 +12) Wi(ry, 1) d1d1A (6.4.41)

definsert werden, wobet jetzt iiber die 6 Koordinaten der bewen Elektronen mtegriert werden muss
Weil die betden Elektronen umunterschesdbar sind, darf sich das Dipolmatrixelement nicht indem, wemn
wir die Koordmaten der beiden Elektronen vertauschen. Bet emem Stgulettzustand sst der Otsanteil
'V(ry,17) der Wellenfunktion symmetrisch gegen Elektronenvertauschung, bes emem Triplettzustand an-
tsymmetrisch (siehe Kapitel 7). Das Matrielement sst deshalb mur dann unabhingig von einer Ver-
tauschung der Koordinaten, wenn Anfangs- und Endzustand entweder beide svmmetrische oder beide
anfisymmetnische Ortsfunktionen besitzen. Uberginge zwischen Singulett- und Trplettsystem sind also
verboten, d . wir erhalten e Auswahlrege] Ar=0."
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Auswahlregel fiir den Spin-R bei mehr Elektronen

o

Obwohl sich der Betrag des Gesamtspins bei emem erlaubten Dipoliibergang nicht dndert, so kann sich
seine Richtung relatrv zum Bahndrehumpuls dndem. Fiir die Quantenzahl j des Gesamtdrehimpulses
J =L+ S erhilt man daher die erweiterte Answahlregel

Fur Ubergange E; — Ex mit Aj = j; — ji erhalten wir folgende Auswahlregelnfiir die Quan-
tenzahl des Gesamtdrehimpulses j:

Aj = 0,41 aber j=0-=j=0. (6.4.42)

weil bet As = 0 die notwendige Anderung A/ = 41 durch eine entgegengesetzte Anderung Am, = F1
kompensiert werden kann (siehe Abb. 6.13).

Es gibt also z. B. einen erlaubten Ubergang mit Aj = 0 vom Zustand p; (I = 1,m; =+1/2)nach d; »(] =

2,m; = —1/2). v
m=2 L Z
m, = 32 hv )
=1
+ _ m
o [k : m,= % A
s,,,,l' 7
s = _
i e | | 220t | e
Aj=0

Abbildung 6.13: Bei optischen Ubergangen bleibt bei LS-Kopplung die Spinguantenzahl s erhalten. Ge-
zeigt ist ein Ubergang, bei dem Aj=0.
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Zusammenfassung

o

« Die Ubergangswahrscheinlichkeit vom Zustand E; nach E; ist gegeben durch das Dipol-
matrixelement

My = e f redl,

das die Wellenfunktionen der beteiligten Atomzustande enthalt. A stellt den quanten-
mechanischen Mittelwert des klassischen Dipolmoments p, = e r dar.

+ Furelektnsche Dipolubergange gelten folgende Auswahlregeln:

A= £, Am=041 Aj=041(j=0ej=0),  As=0,

+ Neben den elekirischen Dipolibergangen gibt es noch Ubergange hherer Ordnung
(2.B. elektrische Quadrupolubergnge, magnetische Dipolubergange) und Mehrphotonen-
Ubergange, deren Wahrscheinlichkeiten allerdings um mehrere Groflenordnungen klei-
ner sind.
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Zum Mitnehmen

o

Auswahlregeln fiir Absorption und Emission

von Photonen bestimmt durch Ladungsverteilung

im Atom. Dipolstrahlung ergibt erlaubte
Uberginge und Ubergangsregeln

bestimmt durch Paritdts- und Drehimpulserhaltung
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Vorlesung 22:

o

Roter Faden:

Molekiile

Folien auf dem Web:
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~deboer/

Siehe auch:

http://www.uni-stuttgart.de/ipf/lehre/online-skript/

Juni 30, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 1

Molekiile

o

Molekiile sind Atomverbdnde, wobei zwischen den Atomen genligend starke
Bindungskrdfte herrschen, damit das Molekiil nach auBen als abgeschlossene
Einheit betrachtet werden kann. Andererseits ist die Bindung der Atome zu
einem Molekiil schwdcher als die Bindungskraft innerhalb eines einzelnen
Atoms, so dass die elektronische Struktur der einzelnen Atome weitgehend
erhalten bleibt. Die Bindung der Atome zu einem Molekiil beeinflusst in der
Regel nur die Elektronen in der duBersten Schale der beteiligten Atome, die
so genannten Valenzelektronen, die fiir die chemischen Eigenschaften der
Atome von zentraler Bedeutung sind. Die Bindung der Atome zu einem
Molekiil beeinflusst daher maBgebend die chemischen Eigenschaften,

so dass wir bei Molekiilen hinsichtlich der chemischen Eigenschaften von
einer neuen Substanz sprechen kaonnen.

o Wamm verbinden sich neutrale Atome zu Molekiilen?
s Wie sieht die Energiemiveaustruktur von Molekiilen aus?

¢ Wie kann man chemische Reaktionen auf emer molelularen Basis verstehen?
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Molekiile

Fullerene als typische Vertreter
molekularer Festkérper. Das C@

Es dhnelt strukturell einem FuBall.
C6Molekiile bilden bei Abkiihlung aus
der Gasphase kristalline Festkérper. Die
Wechselwirkung der C-Atome auf dem
Ball sind auf Grund der kovalenten

4 Bindungen um GroéBnordnungen stdrker

als die van der Waals Wechselwirkungen
der Bdlle untereinander. Diese
Separation der Energieskalen spiegelt
sich in allen physikalischen Eigenschaften
von Fullerenen wieder. Unter geeigneten
Bedingungen, z.B. Dotierung mit Alkali-
Atomen £.B. Rb) kénnen sich die C6
Molekiile kovalent aneinanderketten. Es
entstehen Makromolekiile Polymere) die
im Festkdrper hochsymmetrisch
angeordnet sind. Neben den im unteren
Bild gezeigten Ketten beobachtet man
auch 2-dimensionale Schichtpolymere.

Juni 30, 2005
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‘ Helium-Atom

Atomkern mit Ladungszahl Z wird als unendlich
schwerer Massenpunkt betrachtet.

Die potentielle Energie aller Elektronen ist:
Ze® e’
Epo‘f - _Z‘ A + Z o=
i dmsgr; jeidmeg "”i - rj‘

wobei der 2.Term die Wechselwirkung der Elektronen
untereinander beriicksichtigt.

Die Schréodinger-Gleichung des Helium-Atoms

hZ
_%(AI +A2)+Epot W:Egesw

(4

mit der potentiellen Energie
2 2 2
Ze Ze . e
Ameon  Amegry  Ameglh — B
Modell unabhéngiger Teilchen:

* Vernachlassige Elektron-Elektron-
Wechselwirkung

b Ldsungen wie im H-Atom
Bindungsenergie, je 1 Elektron in Zustanden a und b:

/o)

pot —

E=E,+Ep =-RghcZ* L2+i2
By Hp

Bei Helium im Grundzustand (beide Elektronen in 18)
ist E = -2x2%x13.6=-2x54,4=-108,8 €V.

Tatséchliche Bindungsenergie: -24,6 eV fiir erstes

Elektron, -54.4 eV fiir das zweite. Die Differenz folgt

aus Abschirmung des Kerns durch das erste Elektron.
]
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Wellenfunktion des Heliumatoms

Bahnanteil der Wellenfunktion

Wahrscheinlichkeit, Elektron 1 bei r, und Elektron 2

bei rpzu finden, wenn e7 im Zustand a und e2in b ist:

w(n, 1) = wa(n wp(n )= v,y (2)
Elektronen sind aber ununterscheicdbar, die
Wellenfunktion muss symmetrisiert werden.

Spinanteil der Wellenfunktion

Symmetrische Wellenfunktion

2171 (2)
7,2

1
2sL2N2 =1 W2 @2+ 11 (2) 2, 1)
W

Gesamtspin S=1, PI‘D]ektIO M_=1,0-1
Symmetrische Wellenfunktion

Ws(1=2) = (Wa (UWE) (2)+ Wa(2)Wb

Antisymmetrische Wellenfunktion

Antisymmetrische Wellenfunktion

(1)/2
240202= Wz (2)- 11 (2) 2, 1)

va(12)= (w, (D (2)-y,(2)yp(1)/~/2 1 mitS=0und M, =0
b_)eT _q}e‘l /’)\
e?2 e
8 — e ,}e2 \.3/
W@ w2y (D2 2w (2)

Die antisymmetrische Wellenfunktion verschwindet fiir = )
\— -

Ya=boderr,=r, Singulett Triplett
] . Symmetrisch ti trisch
daher geringere Abstofung der Elektronen als bei ¥ antisymmetrise
und stérker Bindung
Juni 30, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 5

Energieniveaus bei mehreren Atomen
- >Bandstruktur

ein Atom

zwei Atome (Molekiil):
Aufspaltung symmetrisch f antisymmetrisch
bonding f antibonding

Y= \Pl + LPZ
"_“‘\\\ //ﬂ—\\ //’__r‘ LcAe
near
\\ // \-\ f/ Combination of
Atomic 6fbitals)

viele Atome (FestKdrper):
unendlich-fache Aufspaltung — Bander

— T Pt P Tunneln
\\ f/ \\ ,’ \\ .ff \\ // laubt
3 i b9 i kY Fi kY i eriau
". '{ v/ ‘\ ,,’ \ /‘ Transport
Vs v f S — von Elektr.
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£ Wasserstoff-Molekiilion
Besteht aus H-Atom und einem Proton. Molekiile: Valenzelektronen bilden ein gemeinsames
Elektronensystem. Elektronen in abgeschlossenen
Approximation der Molekiilwellenfunktion: LCAO Schalen bleiben weitgehend unbeeinflusst.
(Linear Combination of Atomic Orbitals) H-Atom H-Molekiilion
Gerade Wellenfunktion ks
- . |/
W =Coy1(F)+yn (7)) ogls s
¥ Elektronendichte zwischen Kernen y,
» Bindendes Orbital Y
Ungerade Wellenfunktion ungerade
- - bl
Yy :Cg(WI(r)_WZ(F)): oyls
» Keine Elektronendichte zwischen Kernen
* Nicht bindendes Orbital
F 3
X
=
q') £ . .
\"'g U_|1S Patentielle Energie dar
LLIQ Elektronenzustande als
Funktion des
1 N gff.”ahbsm.“dhis- bDetr ¢ Links: Potential und 1s-wellenfunktion im “Wasserstoffatomn. Rechts:
L | elchgle:wz 1SSESAaSnd Elektron bewegt sich in Potential mit 2 Zentren. Die Wellenfunktion ist
= 1s r, egtoRip =l _ die Addiion bzw. Subtraktion zweier 1s-Wellenfunktionen der beiden
o die Dissoziationsenergie Fentren.
D bei D = 2 548 eV,
Juni 30, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 7
H Wasserstoff-Molekiilion

Besteht aus H-Atom und einem Proton.

Approximation der Molekiilwellenfunktion: LCAO
(Linear Combination of Atomic Orbitals)

Gerade Wellenfunktion
We =Con(F)+yn(F)): ogls

» Elektronendichte zwischen Kernen
* Bindendes Orbital
Ungerade Wellenfunktion

Y = Cgyn(F) =y (F): oyls

» Keine Elektronendichte zwischen Kernen
» Nicht bindendes Orbital

Molekiile: VValenzelektronen bilden ein gemeinsames
Elektronensystem. Elektronen in abgeschlossenen
Schalen bleiben weitgehend unbeeinflusst.

H-Atom H-Molekilion
i gerade
Y,
s
1 i,
ungerade

F 3
x
q') W,
™ U_|1S Patentielle Energie der
L-LIQ Elektronenzustande als
Funktion des
Ty . é?;?cahbssi?cdhiz'ag:{and Links: Potential und 1s-Wellenfunktion im “Wasserstoffatorm. Rechts:
Lt lie thegu v =108 A und Elektron bewegt sich in Potential mit 2 Zentren. Die Wellenfunktion ist
18 5 9 Z die Addition bzw. Subtraktion zweier 1s-Wellenfunklionen der beiden
Oy die Dissoziationsenergie Fentren.
D bei D = 2648 eV
Juni 30, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 8




Bestehen aus Atomen der gleichen Sorte.
» Wegen axialer Symmetrie ist nur die Projektion L,
des Bahndrehimpulses, nicht der Betrag definiert.
» Es gibt gerade und ungerade Orbitale.x=
» Notation: A = |m| =0, ¥1, 2, +3... (5.,%.8...)
» Die Ladungsverteilung ist symmetrisch.
» Die Bindung ist kovalent.

Atom Molekil Entartung
z ay 2
P f:’_’.——frg 4
ST e—, 2
= TEL| 4
§ om0,
Cree— @ 2

b}

Beispiele fiir kovalente Bindungen(vgl. ea):

| D(eV) g (A) p(mC)

S-Orbitale

 ——
P,-Orbitale

sose. TP

AN

& g

P,- oder P-Orbitale

__________ 8

H, 4,5 0,7 0,0 —
Links: Atornorbitale, die sich zu den Molekillorbitalen rechts werhinden.
02 5:1 1:2 030 Die “orzeichen deuten positive (+) und negative (-3 Amplitude der
CO 1 1 1 1 0 1 YWellenfunktion an.
2 2
Juni 30, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 9

Homonukleare Molekiile

Bestehen aus Atomen der gleichen Sorte.
¥ Wegen axialer Symmetrie ist nur die Projektion L
des Bahndrehimpulses, nicht der Betrag definiert.
* Es gibt gerade und ungerade Orbitale e=
» Notation: & = |m| =0, X1, £2, £3... (o, ®,8...)
» Die Ladungsverteilung ist symmetrisch.
* Die Bindung ist kovalent.

S-Orbitale

oo

P,-Orbitale

Atam Molekal Entartung — —
9]
2 o, 2 0( .O g
p e 4 -
— 4 Oxsdcu0) o
P,- oder P,-Orbitale
s —a o
Cte——, 2
Beispiele fiir kovalente Bindungen(vgl. ma): | = — &k e
| D(eV) g (A)  p(mC) i i
H, 4,5 0,7 0,0 B ’
Links: Al hitale, die sich den Molekdlorbital ht: hinden.
O, 5.1 1,2 0,0 Die Vorzelthen deuten positve (+) ung negatve () Ampltue der
Wellenfunktion an.
CO 11 1,1 0,1
Juni 30, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 10




Homonukleare Molekiile

1

Das Molekiil ist bestimmt durch die Molekiilzustinde
hesetzt durch die Valenzelekronen.

Projektion des Gesamtdrehimpulses <LZ>=Mﬁ.
mit
M= }:nq

Elektronen
Gesamtmolekiilspin: S

Notation
Gesamtmolekiilzustand beschrieben durch 25*TA

Zusammenfassend:
» Einzelne Atome: 1s,2s,2p...
» Molekiilorbitale fiir einzelne Elektronen: crg1s.

g, ls, ng2p...

¥ Gesamtmolekiil: 'Y, %, 1, m

H, Dissoziationsenergie (eV) 2,65
Iy B
ol 1] y
Nolaliol .
o, [ [ [ [ ) .
CH MW
o [ [ [
o [ [ [ [ [ [ [ oo

Pt [t (4] (][] (1] [t 2s0

Elektronenkonfigurationen won hamanuklearen Maolgkilen.

Juni 30, 2005
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Heteronukleare Molekiile

o

Bestehen aus ungleichen Atomen
» Keine rdumliche Symmetrie.
P Keine geradle und ungerade Wellenfunktionen.
¥ Auftreten von lonenbindungen ist méglich.

lonenbindung

b Tritt auf, wenn Elektronenverteilung asymmetrisch
zu einem Kern hin verlagert ist.

» Ubergang zu zwei lonen ist leicht méglich.
b Haben elektrisches Dipolmoment p.e=

¥ Sind meist Verbindungen zwischen Elementen
aus 1. bzw. 2. und 2.- hzw. 3 -letzter Spalte des

Periodensystems.

Beispiel: NaCl bestehend aus
F Na mit einem 3s-Elektron
b Cl mit einem 3s-Loch

&
ik
& Na+(C
o
g
L
[
i r=254
| r.(A)
50 T g
-1.3 A
i Na=+Cl
i "'1/& %
i )
i Na+CI .
i )

Y N A

Beispiele fiir lonenbindungen (vgl. e=)

| D(eV) g (A) p(mC)
NaCl | 3,6 2,5 g,0
HCL 4.4 13 L0

Juni 30, 2005
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O

Ist eine empirische Form, die das Potential von
Molekiilen beschreibt.

Epor(r) = D(l_ e‘a(?’—?‘;c))z

Die Parameter hdngen vom Molekiil ab:
* Dissoziationsenergie D (V)
» Gleichgewichtsabstand r, A

b Steifeparameter a (1/A)

Morse-Potential

F 3

E [+l (e V)

IDL-Prograrmin

Juni 30, 2005 Atomphysik SS 05,

Prof. W. de Boer 13

Vielatomige Molekiile

Wichtige Eigenschaften:
¥ Molekulare Symmetrie
¥ Geometrische Anordnung

* Bindung durch tiberlappende nicht voll besetzte
Orbitale

Beispiel: H,O (Wasser)
0:(2s)(2p)’
i

T

&) e

H: 1s

Ps
H

Durch die Bindung wird das p-Orhital deformiert. Es handelt sich hier
um o-Bindungen.

Eigenschaften:
¥ 2 g-Bindungen
» Offnungswinkel: 104,5°
» Dipolmoment: p = 6 10" mC

Beispiel: NH, (Amoniak)

Eigenschaften:
¥ 3 g-Bindungen
* Pyramidenform mit Offnungswinkel von 107°
» Dipolmoment: p =5 10" mC

Juni 30, 2005 Atomphysik SS 05,

Prof. W. de Boer 14




sp3 -Hybridwellenfunktion

Hypridisierung von einem s- und drei p-Orbitalen bei
Kontakt z.B. mit vier H-Atomen.

Beispiel: Athan(C,Hy)

C:{2sY(2pY sp’-Hybrid

R e (RN

x

n% 3T

Beispiel: Methan (CH,)

D

¥ “’“g“

In beiden Fille liegen 4 o-Bindungen vor.

Juni 30, 2005
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Weitere Hybridwellenfkt.

spz-HybridweIIenfunktion besteht von einem s- und
zwei p-Orbitalen. Uberlagert ist das p_-Orbital.

sp’-Hybrid

{iherlagart

p.-Orbital |

' spQ-OrbitaIe liegen in einer Flache

¥ SchlieRen Winkel von 120° ein
¥ Ein Elektron besetzt p-Orbital

Beispiel: Aethylen (H,C=CH,)

Doppelbindung aus
} einer M-Bindung aus p,-Orbital

» g-Bindung aus sp-Orbital.
b Molekiil ist starr gegen Verderhung der Atome.

Weiterhin gibt es die sp-Hypridwellenfuntion

i bestehend aus einem s- und einem p-Orhital.

Beispiel: Acetylen (HC=CH) mit 3-fach-Bincung
b aus 2 m-Bindungen aus p-Orbitalen
b und 1 o-Bindung aus 1s-Orbitalen.

Juni 30, 2005
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Konjugierte Molekiile

T-Bindungen bilden iiber viele Atome hinweg
gemeinsame (delokalisierte) Molekiilorbitale.

Beispiel: Butadien (C,H;)

s antisy mmetrizch
1
ERntY
LA
MY, synihatrisch o N
o j=3
z
g,
=
=1
antisymmatriach ' ' E ? *
[
symmetisch
W mittlerer Atomahstand
I

1 2 3 4
Links: aus den 4 p-Orbitalen kann man 2 symmetrische und 2
antisymmetrische Molekdlorbitale bauen. U1 ist fir alle Atome binden,

Yo micht fir 2-3. Rechts: dazugehdrige Bindungsenergieen.

Bindungen im Butadien:
* o-Bindungen iiber spQ-Hybriden.
* 7t-Bindung mit 4 delokalisierten Elektronen.

4 Elektronen in dem 7-Orbital kénnen sich entlang der
Kette frei bewegen => gute Polarisierbarkeit.

Beispiel: Benzol (C4Hg)

delokalisierte

a-Bindungen :
n-Bindung

H

Bindungen im Benzol:
' g-Bindungen aus spQ—Hybriden.
* m-Bindung mit 6 delokalisierten Elektronen

6 Elektronen in dem 1-Orbital kénnen sich im Ring frei
bhewegen == starker Diamagnetismus.

Juni 30, 2005
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Molekilare Rotation

Starre Rotation eines Molekiils mit 2 Atomen
L

SP\ r

3-

Das Tragheitsmoment ist

2 2
I'= ZMiy =y
lonen
und die Rotationsenergie

1,5, &°
E,,=—L"=—I(I+1)=Bhcl(I+1
rot 27 57 ( ) ( )
Das Tragheitsmoment wird angegeben als
h
dml

Fir Ubergange mit Al=1 gilt:
AE,,; = 2Bho(l+1)

Rotationsniveaus und charakteristische Werte
4

{
| n2/21(eV) B(1/cm)
T H 8.01073 60,8
Al =
,_ 0, | 1810 L4
i———co | 2410 1.9

* Rotationszustdnde sind bei Zimmertemperatur
(1/40 eV) angeregt.

» Uberginge im Infraroten bis Mikrowellenbereich
*» Auswahlregel fiir elektrische Ubergange: Al=%1

» Elektrische Uberginge gibt es nur wenn ein
Dipolmoment vorhanden ist

» Also keine reinen Rotationsspektren bei
homonuklearen Molekiilen.

Rotationsabsorptionsspektrum mit Aquidistante Linien:

-

o

100
£
g
F o >
Energie {a.u.)
—
Juni 30, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 18




Molekilare Schwinqungen

Atome kénnen um ihre Gleichgewichtslage schwingen.
Nahere Morse-Potential e durch harmonischen
Oszillator an (vgl. ).

Potential

B
Ll

0 r

Der quantenmechanische Oszillatorea bestimmt die
Schwingungsniveaus:

B, = (n+3)hao,

Die Dissoziationsenergie muss um die
Nullpunktsenergie korrigiert werden:

D, =D 3hw,

Firr Uberginge mit An = %1 gilt

AE = h&)o
Beispiele sind
hwg (eV)
H, | 0,543
O, | 0194
CO 0,268

Fiir Vibrationsspektren gilt:
» Uberginge liegen im Infraroten.
» Auswahlregel filr elektrische Uberginge: An=11

» Elektrische Uberginge gibt es nur wenn ein
Dipolmoment vorhanden ist

* Also keine reinen Vibrationsspektren hei
homonuklearen Molekiilen.

Juni 30, 2005
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Rotation-und Vibrationsspektren

Rotations- und Vibrations-Spektren treten gemeinsam
auf:

7’12
E = (n+ Loy + =11 +1
(n+3)hewg o7 (I+1)

Sie sind aber wegen E [E, .~ 1000 spektral
getrennt.

Zu jedem Vibartionsiibergang gehdrt eine

Rotationsbande
E =hwy+2Bc(l+1)
mit

¥ R-Zweig fiir Al = +1
» L-Zweig fiir Al = -1

Transmissionsspektrum von Vibrations-Rotations-

! AT 0 " . )
4 Ubergangen in HCL.
i1
3 100
2 - 1
4
3 pt v E\%
21 e -
U - U 4 8
k. r g
01 ev 0.0001 8¥ ; | | E
- = ] ®
4] 10\\\ ¥ r S F
‘ibration Rotation P-Zweig
V‘" o
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Elektronische Uberqdnge

o

Uberginge zwischen Zusténden mit verschiedenen Auswahlregeln:
Molekiilorbits. » Al=0+1
» Atomabstand &ndert sich »As=0
* Tragheitsmoment dndert sich » Av nach Franck-Condon-Prinzip
* Vibrationsenergie ﬁﬂ)g andert sich Ubergang zwischen elektronischen Zustinden nach
Energie Niveaus insgesamt: Franck-Condon-Prinzip
hz A
= 1 il Rotations-
E=E,+(n+Lnw, + > I+ \ R /
. - "f
Fiir die Ubergénge gilt: _% n,
AE=AE,+AE, + AE,.; E
mit: e
i |elekonisch
AEH = (?’32 + %)ha)z — (?’31 + %)hwl g Ubedange
=]
h h =
A, = ——Dh(l+1)-—4 (4 +1) /o
21, 21
Jeder Ubergang ist folge von Banden bestimmt durch 0 >
n, —+n,und allen /, —1/.. 0 r, r, Kernabstand
wahrend des Ubergangs bleibt der Kernabstand unverdndert. Die
griigte  Ubergangswahrscheinlichkeit findet man in den klassischen
Umkehrpunkten =) der  Elektronen, auzer  bei den
Schwingungsgrundzustanden, dort erfolgen Ubergange aus der Mitte
(ke
Juni 30, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 21

Zum Mitnehmen

Molekiile: Wellenfunktion aus Linearkombinationen
der Produkte der Wellenfkt. der Einzelatome
ie bei Mehrelektronenatome:
Wellenfkt. ist Linearkomb. der Wellenfkt.
der Einzelelektr.)

Paritdt wieder eine gute R, d.h. bei identischen
Atome die Ununterscheidbarkeit wieder
Rechnung tragen durch Symmetriesierung der
Produkte-> bindende und nicht-bindende
Kombinationen abhdngig von der Elektronendichte
zwischen den positiv geladenen Kernen.
positive Paritat =symmetr. Wellenfkt. =
max. AW der Elektronen zwischen Kernen

=bindende Kombination)

Juni 30, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 22




Vorlesung 23:

o

Roter Faden:

Mehratomige Molekiile

Folien auf dem Web:
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~deboer/

Siehe auch:

http://www.uni-stuttgart.de/ipf/lehre/online-skript/

Juli 5, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 1

Molekiile

o

Molekiile sind Atomverbdnde, wobei zwischen den Atomen genligend starke
Bindungskrdfte herrschen, damit das Molekiil nach auBen als abgeschlossene
Einheit betrachtet werden kann. Andererseits ist die Bindung der Atome zu
einem Molekiil schwdcher als die Bindungskraft innerhalb eines einzelnen
Atoms, so dass die elektronische Struktur der einzelnen Atome weitgehend
erhalten bleibt. Die Bindung der Atome zu einem Molekiil beeinflusst in der
Regel nur die Elektronen in der duBersten Schale der beteiligten Atome, die
so genannten Valenzelektronen, die fiir die chemischen Eigenschaften der
Atome von zentraler Bedeutung sind. Die Bindung der Atome zu einem
Molekiil beeinflusst daher maBgebend die chemischen Eigenschaften,

so dass wir bei Molekiilen hinsichtlich der chemischen Eigenschaften von
einer neuen Substanz sprechen kaonnen.

o Wamm verbinden sich neutrale Atome zu Molekiilen?
s Wie sieht die Energiemiveaustruktur von Molekiilen aus?

¢ Wie kann man chemische Reaktionen auf emer molelularen Basis verstehen?

Juli 5, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 2




Energieniveaus bei mehreren Atomen
- >Bandstruktur

ein Atom

Zwei Atome (MoleKil):
Aufspaltung symmetrisch f antisymmetrisch
bonding 7/ antibonding

Y= \Pl + LPZ

/" (CABInear

viele Atome (FestKdrper):
unendlich-fache Aufspaltung — Bander

v/ Combination of

Atomic 6bitals)

Tunneln

N

S— fﬁ\ ::_:::_:.‘?'zf; erlaubt
{ /

\ \

Transport

—f— T = von Elektr.

-

v ! s

Juli §, 2005
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Wasserstoff-Molekiilion: Bindung durch Austausch”des Elektrons,

das zwischen Protonen hin- und her tunnelt.

Besteht aus H-Atom und einem Proton.

Approximation der Molekiilwellenfunktion: LCAO
(Linear Combination of Atomic Orbitals)

Gerade Wellenfunktion
We =Con(F)+yn(F)): ogls
» Elektronendichte zwischen Kernen
* Bindendes Orbital
Ungerade Wellenfunktion
- - +*
Yy =Cogyn(r)—yna(r)): oy,ls
» Keine Elektronendichte zwischen Kernen
» Nicht bindendes Orbital

Molekiile: VValenzelektronen bilden ein gemeinsames
Elektronensystem. Elektronen in abgeschlossenen
Schalen bleiben weitgehend unbeeinflusst.

H-Atom H-Molekilion
i gerade
Y,
s
1 i,
ungerade

F 3
x
q') W,
™ U_|1S Patentielle Energie der
L-LIQ Elektronenzustande als
Funktion des
Ty . é?;?cahbssi?cdhiz'ag:{and Links: Potential und 1s-Wellenfunktion im “Wasserstoffatorm. Rechts:
Lt lie thegu v =108 A und Elektron bewegt sich in Potential mit 2 Zentren. Die Wellenfunktion ist
18 5 9 Z die Addition bzw. Subtraktion zweier 1s-Wellenfunklionen der beiden
Oy die Dissoziationsenergie Fentren.
D bei D = 2648 eV
Juli 5, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 4




Lésung der 3-D Schrédingergleichung

sin=8 29 n’
R

D (p) =

(g

Einsetzen in Schradingergl. in Kugelkoordinaten

2 (E V(r)rising = -+

Fuar rechte Seite:

Lﬁsungsfunktion: A e Cio
O muly im ganzen Raum eindeutig sein —

D(p + n.2m)

Normierung:

)_,_‘1113 a (111359 )+

o 52 I
T @tl.':r2

Separationsansatz

Linke Seite hangt nur von r und 9 ab, rechte nur von ¢
Gleichung muB fiir ALLE Werte von r,3, ¢ gelten —
Beide Seiten mussen gleich einer Kostanten C; sein —

Ejilr

o D

= —(C,;.D m ganzzahlig
Fhagnetische”
@ntenzahl durch

Randbedingung in &

— e mmitm e Z

HJCy 2o ] = Jﬁ

Damit ergibt sich fur die Lésungsfunktionen @©,,(¢) = 4.e™7

g

| (@) ©p(e)dep =
0

T

] = 4 = L

2
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Zylindersymmetrie -> Drehimpuls & entlang z erhalten

o

y
X B .
__ o
o Q- . = 745 Dur von ¢.
A fB abhdngig.
/ Ebene v=10 '(I) ( qo ) — EFHT(P

Ebene p=10

Randbedingungen fiir 2.

-| | fihrt zur Gantisierung

Rotationsellipsoid |

K = const

von |z-> Drehimpuls
entlang Verbindungsachse

gute &

Abbildung 9.4 Zur Definition der elliptischen Koordinaten. Die beiden Kerne befinden sich in den Brenn-
punkten des Rotationsellipsoids. Der durch den Vektor r charakterisierte Ort P des Elektrons wird
bezuglich eines Uber u = (ry +rz)/R definierten Ellipscids festgelegt. P liegt somit auf der Oberflache
des Ellipsoids. Die weitere Festlegung der Position von P auf der Oberflache (2-D Mannigfaltigkeit)
verlangt nach zwei weiteren Koordinaten v und ©. v = (ry —rg)/R entspricht Schnitten des Ellipsoids
senkrecht zur Verbindungsachse der Brennpunkte. Die Grenzflachen dieser Schnitte sind Kreisbahnen.
Der Winkel ¢ = arctan(y,/x) gibt den Ort P auf dem Kreis an.

Juli 5, 2005
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Gesamt-Drehimpuls -> j, R

o

!\\qﬂ\

(@ (o (b) |
N i ,\\\.S ;__

%)
%

\\\
i* _.:
W !

o
QOw

4 Th >

Abbildung 9.6: (a) Prazession des Bahndrehimpulses 1 des Elektrons um seine zeitlich konstante Pro-
jektion ;= Ah. (b) Die Projektionen /. = A% und s, = mh addieren sich zur Gesamtprojektion . = th.

Der Zustand eines Elektrons in einem zweiatomigen Molekdl ist durch die beiden Haupt-
quantenzahlen n, und n,, die Bahndrehimpuls-Projektionsquantenzahl A und die Spin-
Projektionsquantenzahl m, eindeutig bestimmt. Wir charakterisieren den Zustand also
mit den vier Quantenzahlen (n,,n,, A ,m,).

Juli 5, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 7

H-Atom: Kugelflachenfunktionen fir 41,2,3

o

7 om ) |
0 ] ﬁ
: 1 :F%\/gsmﬁeiﬂp
0 % \/%cos (5]
2 +2 T\ 27 sin” Des? A
1 F3 \/gcos U sin Yet? I)N
0 i\/g{Zcosz ¥ —sin® ) —__>
3 +3 Fi \/gsimf Ye®3® Cj
+2 % \/ 1205 cos ¥ sin® Yet2i? 1
1 ;é\/gsinﬁ(icoﬁ ¥ —1)e™?
0 %\/g[ﬁcosﬂ?v—}}cosﬁ)

Das Absolutquadrat der Kugelflachenfunktionen [177(3.¢)[* gibt die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit eines Teilchens im kugelsymmetrischen Potenzial als Funktion der Winkel
¥ und @ an.
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0.0

084

044
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02
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024

044
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0
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300

240

210

180

ir 81,2

0.6
044

0.2+

024

0.4+

0s-

0.6 q

0.4

0.2 1

0.0 3

0.2 1

0.4 1

06 -

Abbildung 3.7: Polardarstellung des Absolutquadrats der normierten Kugelflachenfunktionen. Die Lange
des Vektors vom Ursprung zu den Kurven gibt |17"(cos®)|* fiir die verschiedenen Winkel © an. Alle
| Diagramme sind rotationssymmetrisch um die z-Achse, die hier als vertikale Achse gewahlt wurde.
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@drat der Kugelfldchenfunktionen fir #1,2

|
m

=0
=0

.1
1]

Abbildung 3.8: Dreidimensionale Darstellung der Quadrate der normierten Kugelflachenfunktionen |17”
flr 7 =0,1,2 und 3. Zeichnet man einen Vektor vom Zentrum der betreffenden Figur in eine bestimmte
Richtung, so gibt die Lange eines Vektors vom Ursprung zum Schnittpunkt mit der Oberflache der Figur
den Wert von [17%]? an.

| 2
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Molekiilarorbitale des H,*-Ions

: O,

1soG 250

¢

0
0

2

2pm ‘

Abbildung 9.7: Beispiele fir Molekilorbitale des Elektrons. In den blauen Bereichen ist w = 0, in den
roten ¥ < 0. Das gestrichelte Rechteck deutet an, dass die yz-Ebene die Knotenebene (¥ =0} ist. Jur
Charakterisierung des Zustandes (ohne Spin) bendtigt man 3 Quantenzahlen. Ublicherweise werden
die beiden Hauptquantenzahlen wie beil den Atomorbitalen mit einer ganzen Zahl (n, = 1) und einem
Buchstaben (s, p.d,...), die Bahndrehimpuls-Projektionsquantenzahl wie oben diskutiert mit einem grie-
chischen Buchstaben (o,m.4,...) beschrieben.
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Homonukleare Molekiile

Bestehen aus Atomen der gleichen Sorte. _ ;
¥ Wegen axialer Symmetrie ist nur die Projektion L S-Orbitale G,
des Bahndrehimpulses, nicht der Betrag definiert. __@_____@_,
* Es gibt gerade und ungerade Orbitale e= z
» Notation: % = |m| = 0, £1, 22, 33... (5,7,5...) S

» Die Ladungsverteilung ist symmetrisch.
* Die Bindung ist kovalent.

P,-Orbitale

Atom Molekal Entartung — _
GQ
. a2
T e 7} 2
4

P

- L]
-

R — +

- +
(Ox>aw( ) o
P,- oder P,-Orbitale

s . ——at > e
C —, 2
—— e ———— —_—

u

Beispiele fiir kovalente Bindungen{vgl. =a):

‘D(GV) rg (A)  p(mC) (‘T‘&I -
H, | 45 07 00 F =l

O 5 1 1 2 0 0 Links: Atomorbitale, die sich zu den Molekilorbitalen rechts werhbinden.
2 > > > Die “orzeichen deuten positive (+) und negative (-) Amplitude der
Wellenfunktion an.

CO 11 1,1 0,1
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Homonukleare Molekiile

1

Das Molekiil ist bestimmt durch die Molekiilzustinde
hesetzt durch die Valenzelekronen.

Projektion des Gesamtdrehimpulses <LZ>=Mﬁ.
mit
M= ng

Elektronen
Gesamtmolekiilspin: S

Notation
Gesamtmolekiilzustand beschrieben durch 25*TA

Zusammenfassend:
» Einzelne Atome: 1s,2s,2p...
» Molekiilorbitale fiir einzelne Elektronen: crg1s.

g, ls, ng2p...

¥ Gesamtmolekiil: 'Y, %, 1, m

H, Dissoziationsenergie (eV) 2,65
Iy B
ol 1] y
Nolaliol .
o, [ [ [ [ ) .
CH MW
o [ [ [
o [ [ [ [ [ [ [ oo

Pt [t (4] (][] (1] [t 2s0

Elektronenkonfigurationen won hamanuklearen Maolgkilen.
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Heteronukleare Molekiile

o

Bestehen aus ungleichen Atomen
» Keine rdumliche Symmetrie.
P Keine geradle und ungerade Wellenfunktionen.
¥ Auftreten von lonenbindungen ist méglich.

lonenbindung

b Tritt auf, wenn Elektronenverteilung asymmetrisch
zu einem Kern hin verlagert ist.

» Ubergang zu zwei lonen ist leicht méglich.
b Haben elektrisches Dipolmoment p.e=

¥ Sind meist Verbindungen zwischen Elementen
aus 1. bzw. 2. und 2.- hzw. 3 -letzter Spalte des

Periodensystems.

Beispiel: NaCl bestehend aus
F Na mit einem 3s-Elektron
b Cl mit einem 3s-Loch

&
ik
& Na+Cl
o
g
L
[
i r=254
| r.(A)
50 T g
-1.3 A
i Na=+Cl
i "'1/& %
i )
i Na+CI .
i )

Y N A

Beispiele fiir lonenbindungen (vgl. e=)

| D(eV) g (A) p(mC)
NaCl | 3,6 2,5 g,0
HCL 4.4 13 L0
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Periodensystem

2
He
o ] T a} a n
E C M O F JHE
143 14 15 16 17  Id
Al S P 5 Cl BAP
22 23 | 2 23 26 27 28 29 30 A d2 33 34 35 [ a6
T % Cr Mn Fe Co M Cu Zn Ga Ge Az Ze Br Kr
4 4 4 1
1] 1 42 443 4 45 46 47 48 49 50§ 52 53 54
Zt Nb Mo Tc Au Bh Pd Ag ©d Im Sn Sb Te | [XE
Y2 Ta M T8 JEOFT FE ™3 dn &l df¢ B3 A4 B5  Bh
Hf Ta ¥ FRa Os Ir Ft Au H3 TI Pb Bl Fo Al [
14 105
Rf Ha
a6 53 B0 i1 BE i l5] B 63 GE A7 G 68 0
Ce Pr Md Fm Sm Eu Gd Th Dy Ho Er Tm Yb Lu
0 9 92 93 a4 95 e2 1] 97 88 35 100 131 102 103
Th Fa U Np PFu Am Cm Bk &f Es Fm Md No Lr
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£ Elektronenanordnung im Grundzustand
] |schale K| L M N |ISchale K| L M N o
z Element 1s | 2s |2p|3s |3p | 3d | 4s Z Element 1s |2s |2p | 3s |3p|3d |4s |4p| 4d | 5s | 5p
1 H |Wasserstoff 1 28 Ni |Nickel 2 2 6 2 6 8 2
2 | He |Helium 2 29 | Cu |Kupfer 2|l2]|6]|2]|86]|10]|1
30 | Zn |Zink 2|2]|6|2]|6|10| 2
3 Li |Lithium 2 1 31 Ga |Gallium 2 2 6 2 6 |10 2 1
A Be Beryllium o 2 32 Ge |Germanium 2 2 6 2 6 10 2 2
33 | Ar |Arsen 2|l2|6|2]|6|10|2|3
2 2 Eg;|en5mﬁ : 2 ; 34 | Se |Selen 2|2|6|2|6|10|2]4
7 N |Stickstoff > 2 3 35 Br |Brom 2 2 (3 2 (-3 10 2 5
8 0O |Sauerstoff 2 2 4 36 | Kr |Krypton 2 2 6 > 6 |10 2 6
9 F |Fluor 2 2 5
10 [Ne [Neon 2121° 37 | Rb |Rubidium 2|l2]|6]|2|610|2]s 1
11 | Na |Natrium 2 2 & 1 38 | Sr |Strontium 2 2 (-] 2 6 |10] 2 5] 2
12 |Mg|Magnesium |2 |2 |6 | 2 39 | ¥ |Yttrium 2|2|6|2]|6|10|l2|6]|1]|2
13 | Al |Alumninium al2lel2]4 40 | Zr |Zirkonium 2|2]|6|2]|6|10o|l2|6]|2]|2
12 | si |sitizium slalslz2]2 41 | Nb |Niocb 2|l2|6|2|6|10|2|86)| 4|1
42 | Mo |Molybdin 2|l2|6|2|6|10|]2|86|5&]|1
12 g :2:32::' ; g : ; 3 43 | Te Tecznetium 2 2 6 2 6 |10] 2 6 6 1
17 | c1 lenior al216l215 44 | Ru |Ruthenium 2|l2|6|2|6|10)2|86| 7|1
18 | Ar |Argon a|l2lelz2le 45 | Rh |[Rhodium 2|2|6|2|6|10|2|6|8]|1
46 | Pd |Palladium 2|2]|6|2]|6|10]2]|8]|10
ol wleanom 2 l2falae| [1ffer(anfsmer o fzfzie)z]e]io)z el
20 | ca |calcium 2|l2|6]| 2|8 2 admium
21 | Sc |Scandium 2 2 (] 2 (] 1 2
20 | Ti |Titan 2|l2|6|2]|6|2]2 49 | In |[Indium 2|2|6|2|86|10]2|6]|10] 2] 1
23 | V |Vanadium 2|12|6)]2|6]3]|2 50 | Sn |Zinn 2|l2]|6|2|6|10]|2]|6|10]| 2| 2
24 | Cr |Chrom 2|]2|6|2|6]5]1 51 | Sb |Antimon 2|2|6|2|6|10]|]2]|6|10] 2| 3
25 |Mn|Mangan 2|]2|6|2|86]|86]|2 52 | Te |Tellur 2|l2]|6|2|6|10]|2]|6|10]| 2| 4
26 | Fe |Eisen 2|2|6|2|6|6]|2 53| 1 [lod 2|2|6|2|6|10|2|86]|10| 2] 5
27 | Co |Kobalt 2|12|6|2|86|T7|2 54 | Xe |Xenon 2|2]|6|2|6|10]|2]|6|10]| 2| &
]
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sp-Hybridisierung

N EEEERNRRRAP R SrOnETS
| O /fb%\% '
Sely bR
e |

ISR

0.1

Abbildung 9.19: Schematische Darstellung der Bildung einer Linearkombination von s- und p-Orbitalen
zur Bildung sines sp-Hybridorbitals.
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o

sp-Hybridisierung

0.5 -
0.4 —
0z -
0.0 -
0z —

0.4

05 -

180

Abbildung 9.20: Polardarstellung der Orbitale der sp-Hybridisierung. Der Winkel @ wird gegen die z-
Achse gemessen.

D = cad(s)+eip:) flfb,-l-drf = 1 .1 ¢4=_l
@ = af(s)+esd(p:) [olmar = 5 1= =8 7 7

1
@ = —=(@(s)+¢(p:) — 1

1'12 _ _ P = EH%CGEJ} oh(0) = ﬁiﬁ(liv@cﬂsﬂ)
2 = E(Ns)—ﬂpﬂ}

Juli 5, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 18




Vielatomige Molekiile

Wichtige Eigenschaften: Eigenschaften:
* Molekulare Symmetrie + 2 g-Bindungen
¥ Geometrische Anordnung » Offnungswinkel: 104,5°
* Bindung durch tiberlappende nicht voll besetzte » Dipolmoment: p = 6 1030 mC

Orbitale
Beispiel: NH, (Amoniak)
Eigenschaften:
0:(2s)'(2p)’* ¥ 3 o-Bindungen

. H: 1s » Pyramidenform mit Offnungswinkel von 107°

‘ » Dipolmoment: p =5 10" mC
H !

Durch die Bindung wird das p-Orhital deformiert. Bs handelt sich hier
Lirn g-Bindungen.

Beispiel: H,0 (Wasser)

H: 1s

P
H

Juli 5, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 19

sp3 -Hybridwellenfunktion

Hypridisierung von einem s- und drei p-Orbitalen bei Beispiel: ﬁthan(CQHG)
Kontakt z.B. mit vier H-Atomen.

C:{2s) (2p) sp™Hybrid h h
Mt ] T[] Rt

. . - )K Cﬂ‘ih

P,
Beispiel: Methan (CH4) In beiden Fille liegen 4 o-Bindungen vor.

h

» “73

Juli 5, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 20




Weitere Hybridwellenfkt.

spz-HybridweIIenfunktion besteht von einem s- und
zwei p-Orbitalen. Uberlagert ist das p_-Orbital.

sp’-Hybrid p,-Orbital |

(berlagart

) spQ-OrbitaIe liegen in einer Flache

¥ SchlieRen Winkel von 120° ein
* Ein Elektron besetzt p-Orbital

Beispiel: Aethylen (H,C=CH,)

Doppelbindung aus
» einer M-Bindung aus p.-Orbital

» g-Bindung aus sp-Orbital.
b Molekiil ist starr gegen Verderhung der Atome.

Weiterhin gibt es die sp-Hypridwellenfuntion
bestehend aus einem s- und einem p-Orhital.
Beispiel: Acetylen (HC=CH) mit 3-fach-Bincung
b aus 2 m-Bindungen aus p-Orbitalen
b und 1 o-Bindung aus 1s-Orbitalen.

Juli 5, 2005 Atomphysik SS 05,

Prof. W. de Boer 21

Konjugierte

Molekiile

T-Bindungen bilden iiber viele Atome hinweg
gemeinsame (delokalisierte) Molekiilorbitale.

Beispiel: Butadien (C,H;)

s antisy mmetrizch

g
g,
|, syrmatrisch M

antizymrmetrisch ' . ; # *
syrmmetsch

Bindungsenergis

W mittlerer Atamabstand
I

1 2 3 4
Links: aus den 4 p-Orbitalen kann man 2 symmetrische und 2
antisymmetrische Molekdlorbitale bauen. U1 ist fir alle Atome binden,

Yo micht fir 2-3. Rechts: dazugehdrige Bindungsenergieen.

Bindungen im Butadien:
* o-Bindungen iiber spQ-Hybriden.
* 7t-Bindung mit 4 delokalisierten Elektronen.

4 Elektronen in dem 7-Orbital kénnen sich entlang der
Kette frei bewegen => gute Polarisierbarkeit.

Beispiel: Benzol (C,H)

delokalisierte

o-Bindungen
g H m-Bindung

Bindungen im Benzol:
* o-Bindungen aus spQ—Hybriden.
* 1t-Bindung mit 6 delokalisierten Elektronen

6 Elektronen in dem 1-Orbital kénnen sich im Ring frei
bhewegen == starker Diamagnetismus.

Juli 5, 2005 Atomphysik SS 05,
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Zum Mitnehmen

o

Molekiile: Wellenfunktion aus Linearkombinationen
der Produkte der Wellenfkt. der Einzelatome
vie bei Mehrelektronenatome:
Wellenfkt. ist Linearkomb. der Wellenfkt.
der Einzelelektr.)

Homonukleare Molekiile:

alle Atomorbitale gleich berechtigt

Heteronukleare Molekiile:

Atomorbitale nicht gleich berechtigt- >
Kovalenzbindung

Tonenbindung

v.d. Waals Bindung

Hybridisierung der Atomorbitale

Juli §, 2005
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Vorlesung 24:

o

Roter Faden:

Molekiilbindungen
Hybridisierung
Vibration und Rotation der Molekiile

Folien auf dem Web:
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~deboer/

Siehe auch: Demtréder, Experimentalphysik 3,

Springerverlag
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Kovalente Bindungen

Die kovalente oder homdopolare Bindung erfolgt durch den Austausch gemeinsamer Elektronen zwi-
schen zwei Atomen und die dadurch erfolgte Umordnung der Dichteverteilung der Elektronen, die zu
emer Erhohung der Dichte der Elektronen zwischen den beiden Kernen und damit emer gerichteten
elektrostatischen Anziehung fuhrt. Sie spielt nur dann eine Rolle, wenn R < ry +rg, d.h. wenn der Ab-
stand der Kerne klemn gegeniiber der Summe der Atomradien der beiden Atome 1st. Dieser Effekt schlagt
sich im Falenzbindungsmodell der Chemie nieder.

Ferner teilen sich, wie oben bereits diskutiert wurde, bei der kovalenten Bindung beide Atome ein
oder mehrere Elektronen. Die im Vergleich zum Atomorbital grofere rdumliche Ausdehnung des Mo-
lekulorbitals verringert die mittlere kinetische Energie der an der Bindung beteiligten Valenzelektronen.
Dieser Effekt trigt zum Minimum 1n der Potenzialkurve bei, in der ja die mittlere kinetische Energie
enthalten ist. Dieser Beitrag zu Molekiilbindung wird auch Austauschwechselwirkung genannt, weil er
auf dem Austausch ununterscheidbarer Elektronen resultiert, und 1st rein quantenmechanischer Natur.

Beide zur Bindung fihrenden Effekte spielen fir R < ry +rp, also fiir Abstinde, bei denen sich die
beiden Elektronenhullen der Atome uberlagern, eine Rolle. Es gibt also hier gemeinsame Elektronen.

Juli 7, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 2

Tonische Bindungen

Die 1onische Bindung erfolgt zwischen positiven und negativen Ionen. Sie tritt dann auf, wenn der Elek-
tronenaustausch zwischen zwei Atomen zu einer erhohten Dichte am Atom A4 und zu emer reduzier-
ten Dichte am Atom B fithrt. Dies resultiert dann in einer gerichteten elektrostatischen Anzichung. Die
Wechselwirkungsenergie der ionischen Bindung fillt mit 1/R ab, sie ist also langreichweitig.

Die ionische Bindung ist immer dann sehr eftektiv, wenn durch den Elektronentransfer die Partneratome
eine stabile Edelgaskonfiguration erreichen kénnen. Typische Vertreter sind also Verbindungen zwischen
Atomen der ersten Hauptgruppe (mit einem Valenzelektron) und solchen der siebten Hauptgruppe (mit
einem freien Platz in der Valenzschale). Fur die Elemente der ersten Hauptgruppe ist die Ionisierungs-
energie Ej,, besonders klein (z.B. Ej,y, = 4.34 eV fiir Kalium), da diese Atome durch Abgabe des emen
Valenzelektrons eine Edelgaskonfiguration erreichen koénnen. Andererseits filhrt das Auffiillen der Va-
lenzschale des Elements der siebten Hauptgruppe zu einer Energicabsenkung. Diese Energicabsenkung
nennt man Elektronenaffinitat F. Ist F positiv (zB. F = +3.61 eV fiir Chlor), so 1st das negative Ion
stabil.

Die bei der 1onischen Bindung ablaufenden Prozesse kénnen wir wie folgt anhand der Bildung von KCl
darstellen: K4+ Ein (+4.34eV) — Kt4e
e +Cl — Cl +F(+3.6leV)
Kt +Cl- — KCl+D...(+5eV) .
Hierbei 1st Dj,, die Dissoziationsenergie, die man aufbringen muss, um das KCl-Molekiil wieder in die
beiden Ionen zu trennen. Will man das Molekiil nicht in K* und C1~ dissoziieren, sondern in die beiden
Atome K und CL, so muss man die Dissoziationsenergie Day = F — Ejon+ Dion aufbringen.
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Die van der Waals Bindung

Die van der Waals Bindung tritt zwischen zwei neutralen, polarisierbaren Atomen auf. Sie beruht auf der
anzichenden Wechselwirkung elektrischer Dipole. Sie tritt nur dann zu Tage, wenn die kovalente oder
ronische Bindung nicht vorhanden oder sehr schwach sind. Dies 1st z.B. bei den Edelgasen der Fall. Die
ionische Bindung tritt hier nicht auf, da beide Atome bereits in der stabilen Edelgaskonfiguration sind.
Ebenso kann die kovalente Bindung nicht wirksam werden. Die beiden Edelgasatome konnen kein Elek-
tron teilen, da keine gemeinsamen Elektronenorbitale existieren kénnen. Die van der Waals Bindung ist
demnach bei Edelgasatomen vorherrschend. Allerdings besitzen die Edelgasatome nicht von vornehe-
rein ein Dipolmoment. Ein solches kann aber durch die Nachbarschaft eines anderen Atoms induziert
werden. Also ist auch bei der van der Waals Bindung die Ladungsverschicbung der eigentliche Grund
fiir die Bindung.

Wird ein neutrales Atom A in ein elekirisches Feld E gebracht, so entsteht durch die entgegengesetzte
Kraft auf negative und positive Ladungen ein induziertes Dipolmoment

pi' = o4E, (9.4.1)

das von der Polarisierbarkeit ogy des Atoms 4 und der Feldstarke E abhingt. Wird das elektrische Feld
z.B. durch die Ladung gz eines Ions B 1m Abstand R erzeugt (siche Abb. 9.15b), so gilt

ind Ca-qB 5
= ~R . 042
P 4dregR- ( )

Juli 7, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 4

Anziehendes van der Waal Potential

(a) <Pa>=0 (b)

Abbildung 9.15: (a) Momentanes elekirisches Dipolmoment einer kugelsymmetrsichen Ladungsvertei-
lung. (b) Induziertes Dipolmoment durch Polarisierung der Elektronenhulle.

-P.i-jrld = oty -Eg und P_iéld =op-Ey
Epot(R) o —pi*-p5® = —ouos- [E|
OLa0iB

Epﬂt':R] = —C RG
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sp-Hybridisierung

o

N EEEERNRRRAP R SrOnETS
| O /fb%\% '
Sely bR
e |

ISR

0.1

Abbildung 9.19: Schematische Darstellung der Bildung einer Linearkombination von s- und p-Orbitalen
zur Bildung sines sp-Hybridorbitals.
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sp-Hybridisierung

o
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Abbildung 9.20: Polardarstellung der Orbitale der sp-Hybridisierung. Der Winkel @ wird gegen die z-
Achse gemessen.

D = cad(s)+eip:) flfb,-l-drf = 1 .1 ¢4=_l
@ = af(s)+esd(p:) [olmar = 5 1= =8 7 7

1
@ = —=(@(s)+¢(p:) — 1

1'12 _ _ P = EH%CGEJ} oh(0) = ﬁiﬁ(liv@cﬂsﬂ)
2 = E(Ns)—ﬂpﬂ}
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Vielatomige Molekiile

Wichtige Eigenschaften:
* Molekulare Symmetrie
¥ Geometrische Anordnung

* Bindung durch tiberlappende nicht voll besetzte
Orbitale

Beispiel: H,0 (Wasser)

0:(2s)(2p)’

i [

L

H: 1s ‘

i

Durch die Bindung wird das p-Orhital deformiert. Bs handelt sich hier
Lirn g-Bindungen.

Eigenschaften:
+ 2 g-Bindungen
» Offnungswinkel: 104,5°
» Dipolmoment: p = 6 10" mC

. Beispiel: NH, (Amoniak)

Eigenschaften:
* 3 g-Bindungen
* Pyramidenform mit Offnungswinkel von 107°
» Dipolmoment: p =5 10" mC

Juli 7, 2005
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Wassermolekiil mit und ohne Hybridisierung

(a)

(b)

Abbildung 9.18: (a) Bindung zwischen den 1s-Orbitalen der H-Atome und den 2p;- und 2p,-Orbitalen
des Sauerstoffatoms ohne Hybridisierung. (b) Bildung des Wassermolektls mit hybridisierten Orbitalen.
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sp2-Hybridisierung

spz-HybridweIIenfunktion besteht von einem s- und
zwei p-Orbitalen. Uberlagert ist das p_-Orbital.

Beispiel: Aethylen (H,C=CH,)

sp’-Hybrid

p,-Orbital |

(berlagart

Doppelbindung aus

) spQ-OrbitaIe liegen in einer Flache

¥ SchlieRen Winkel von 120° ein
* Ein Elektron besetzt p-Orbital

» g-Bindung aus sp-Orbital.
b Molekiil ist starr gegen Verderhung der Atome.

» einer M-Bindung aus p.-Orbital

Weiterhin gibt es die sp-Hypridwellenfuntion

i bestehend aus einem s- und einem p-Orbital.

i Beispiel: Acetylen (HC=CH) mit 3-fach-Bindung
b aus 2 m-Bindungen aus p-Orbitalen
b und 1 o-Bindung aus 1s-Orbitalen.

Juli 7, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 10
£ sp2-Hybridisierung
oF = (¢ (5)+ V20 (p)) 9.6.12)
¥ = (¢ - H¢ px)+ \f 9(py ) (9.6.13)
o = (¢, ,; 0 (ps) — fqa (py ) (9.6.14)
Die Winkelanteile dieser Funktionen sind durch (vergleiche hierzu Tabelle 3.3)
sp 1
dF T (7 +v2cos (p) (9.6.15)
. 1 [ 1 3
¢>2P2 ﬁ (_3—7 osqu+\/7cos (p) (9.6.16)
op? 1 1 1 3
oF ﬁ (—3——2005(10 — \/;cos (p) (9.6.17)
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sp3 -Hybridwellenfunktion

o

Hypridisierung von einem s- und drei p-Orbitalen bei Beispiel: ﬁthan(CQHS)
Kontakt z.B. mit vier H-Atomen.

C:{2s) (2p) sp™Hybrid h h
Mt ] ] [ ~

W\ - a‘} Csh

P,
Beispiel: Methan (CH4) In beiden Fille liegen 4 o-Bindungen vor.

h

y CQ}?
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sp3-Hybridisierung

o

Ganz analog zur sp- und sp?-Hybridisierung lsst sich die sp’ -Hybridisierung behandeln, die z.B. beim
Methanmolekiil CHy vorliegt. Im Falle einer sp*-Hybridisierung mischen wir das s-Orbital mit allen 3
p-Orbitalen. Die daraus entstehenden normierten und orthogonalen Hybridorbitale sind

3 1

o7 = 5(¢(3)+~/§¢(sz) (9.6.18)
o = = (0)+1/30(p)— 3007 (96.19)
2 2 3P\ P~ 30 .
e 1 2 1

oF = 5({9(51— Z9(p) +V20(py) - g@’(Pz)) (9.6.20)
e 1 2 1

of = E(Mﬂ—\/;mpﬂ—x/impy)— gcv(m) (9.621)

Setzen wir in diese Ausdriicke die Winkelanteile ¢in, so erhalten wir fiir die 4 sp*-Hybridorbitale Maxi-
ma, die in den Ecken eines Tetraeders liegen. Der Tetracderwinkel 6 betrigt 109,477 (siche Abb. 9.22b).
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sp3-Hybridisierunq

o

Abbildung 9.22: (a) Orientierung der vier sp*-Hybridorbitale bei der Bindung im CHy-Molekll. (b) Die
aus der spg—Hybridisierung resultierende Tetraederstrukiur.
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Zusammenfassung Hybridtypen

o

Hybridtyp Anzahl  Geometrie Beispiel
sp 2 linear C>H;
sp* 3 eben, 120° C,Hy
sp’ 4 tetraedrisch CH,
sp*d 4 eben, quadratisch XeFy
spd 5 dreiseitige SF,
Doppelpyramide
spid” 6 Oktaeder SFg

Tabelle 9.1: Hybridisierungstypen, Anzahl der Hybridorbitale und resultierende Molekulgeometrie.
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Konjugierte Molekiile

T-Bindungen bilden iiber viele Atome hinweg Bindungen im Butadien:
gemeinsame (delokalisierte) Molekiilorbitale. » o-Bindungen iiber spQ-Hybriden.

Beispiel: Butadien (C,H) * T-Bindung mit 4 delokalisierten Elektronen.

s antisymmietrisch 4 Elektronen in dem T-Orbital kénnen sich entlang der
1:

1 . ] .

Kette frei bewegen => gute Polarisierbarkeit.
1 e . s
- Beispiel: Benzol (C4H6)

|, synihatrisch L N

antizymrmetrisch ' . é # * m

symmetisch

W mittlerer Atamabstand
CAAAL o

1 2 3 4
Links: aus den 4 p-Orbitalen kann man 2 symmetrische und 2 e e
antisymmetrische Molekilorbitale bauen. ‘4, st fir alle Atome binden, G—Blndungen elogKalisierie

1, nicht fiir 2-3. Rechts: dazugehdrige Bindungsenergieen. H R_Bindung
Bindungen im Benzol:

' g-Bindungen aus spQ—Hybriden.

* m-Bindung mit 6 delokalisierten Elektronen

6 Elektronen in dem 1-Orbital kénnen sich im Ring frei
bhewegen == starker Diamagnetismus.
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Molekilbewegungen

Translation: Die Bewegung des gesamten Molekiils in die
drei Raumrichtungen.

Rotation: Drehung des gesamten Molekiils um die drei
Drehachsen.

Schwingung: Periodische Bewegung einzelner Atome
oder Atomgruppen eines Molekiils relativ
zueinander.
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Molekilschwingungen

o

Molekiile schwingen, da die Atome nicht starr
sondern elastisch, vergleichbar mit Federn in der Mechanik,
miteinander verbunden sind.

Wie in der Mechanik gilt auch hier das Hookesche Gesetz:

F =-k*x
Juli 7, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer 18
3 ' Freiheitsgrade

Allgemein gilt fiir Schwingungsfreiheitsgrade, wenn N die
Anzahl der Atome eines Molekiils ist:

Fiir lineare Molekiile:
Zahl der Schwingungsfreiheitsgrade = 3N-5

Fiir nichtlineare Molekiile:
Zahl der Schwingungsfreiheitsgrade = 3N-6

Juli 7, 2005 Atomphysik SS 05, Prof. W. de Boer
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Arten von Molekilschwingungen

o

Am Beispiel des CO, (Freiheitsgrade der Schwingung: 4)

Symmetrische Valenzschwingung

Asymmetrische Valenzschwingung

Deformationsschwingungen

Juli 7, 2005
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Energieniveaus der Schwingungen

o

Atome kénnen um ihre Gleichgewichtslage schwingen.
Nahere Morse-Potential e durch harmonischen
Osazillator an (vgl. ).

A
D
- T harm.
2 Oszillator
L
ﬁénp
0 >
4] i

Iy

Der quantenmechanische Oszillatorea bestimmt die
Schwingungsniveaus:

E, = (n+3hao

Die Dissoziationsenergie muss um die
Nullpunktsenergie korrigiert werden:

D, =D 3hw,

Firr Uberginge mit An = %1 gilt

AE = h&)o
Beispiele sind
hiwg (eV)
H, | 0,543
O, | 0194
CO 0,268

Fiir Vibrationsspektren gilt:
» Uberginge liegen im Infraroten.
» Auswahlregel filr elektrische Ubergénge: An=11

» Elektrische Uberginge gibt es nur wenn ein
Dipolmoment vorhanden ist

* Also keine reinen Vibrationsspektren hei
homonuklearen Molekiilen.

Juli 7, 2005
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Morse Potential

25 .
. \ Morse Potengial
0 5
= L \ /,-—-’—'_'
S -1 ; =
0 | =
~ \ /
-2 1 Vi
\ 5 //
-3 / Ej.=475eV
R, =0.742 nm
-4 aR;=1.44 i
vy, =4395cm’
- H ] i
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
R (nm)

Abbildung 9.17: Das Morse Potenzial  Die angegebenen Parameter entsprechen dem Wasserstoffmo-
lekal. Die parabolische Naherung des Potenzials nach (9.5.21) ist ebenfalls gestrichelt gezeigt. Die
Schwingungsniveaus nach (9.5.22) sind als horizontale Linien angedeutet. Fur groliere v variiert der
Abstand zwischen aufeinanderfolgenden Niveaus in Folge der Anharmonizitat des Morse Potenzials.

Die Dissoziationsenergie stimmt wegen der immer prasenten Nullpunktsfluktuationen nicht mit der Tiefe
Egiss des Potenzialtopfs Gberein.
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Molekilare Rotation

Energie eines klassischen starren Rotators mit Rotationsfrequenz w, Trigheitsmoment J und

Drehimpuls L = Jw

1 L2 L2
[ 1 Ep=_"Jw="_=_"_
=3 27~ 2uxd
A m,
! . - dabei J = m.lrlz —+ m.zrg = p:cﬁ
[ E 1 2

; : mit = AL wie frither
. : iy + T
: X0 £

Erinnere bei Atomen: Gesamtmasse im nahezu punktformigen
Kern konzentriert

Freier Rotator in der Quantenmechanik: direkte UThernahme der Resultate zum Ein-Elektron-
System (4.3.2) fiir L? und oy,

L% =I(l + 1)h2 Eigenwerte des Drehimpulses; [=1,2,...

Yim = Om(6) - B (i) Eigenfunktionen der Rotation

hZ

Eigenwerte der Rotationsenergie
2ury

Ep =
R (aus Egr = L?/(2ur§))

Il +1)
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Molekilare Rotation

Nlustration des Termschemas der Rotation (Abkiirzung B = I [2uxg)

© 1=3 ——— E;=12B
6B

@® 1=2 —1—— E,=6B
4B

e 1=1 —1! E,=2B

@® 1=0 —+ B g _g

Termenergien ~ quadratisch mit [
zunchmend

1. Beisgpiel: HC1-Molekiil

-

0 2 4 6

& AE/B
1=0 2+1 3+=2 43
Termdifferenzen  (Ubergangsenergien)

linear mit [ zunehmend

Permanentes Dipolmoment (s. 4.4.2) = alle Rotationszustiinde sind realisiert

1=3

E;=0016eV —E—imlg,ln—iﬁx\f
27 2ux} - i
B B Ubergiinge mit Auswahlregel Al = £1 zwischen be-
1=2 E;=0008eV nachbarten Zustinden (wie im H-Atom); Emission
oder Absorption elektrischer Dipolstrahlung, dabei
I=1 E|=0003 eV Anderung der Paritiit der Wellenfunktion (wie im H-
1=0 Eg=0 Atom und bei der Vibration)
— —
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Zusammenfassung:

Molekiilare Rotation

Starre Rotation eines Molekiils mit 2 Atomen

L
3-

Das Tragheitsmoment ist

2 2
I'= ZMiy =y
lonen
und die Rotationsenergie

SP\ r

f,

1,5, &°
E,,=—L"=—I(I+1)=Bhcl(I+1
rot 27 57 ( ) ( )
Das Tragheitsmoment wird angegeben als
h
dml

Fir Ubergange mit Al=1 gilt:
AE,,; = 2Bho(l+1)

Rotationsniveaus und charakteristische Werte

4
{
| n2/21(eV) B(1/cm)
T H 8.0107 60,8
Al =
,_ 0, | 1810 L4
i———co | 2410 1.9

* Rotationszustinde sind bei Zimmertemperatur
(1/40 eV) angeregt.

» Uberginge im Infraroten bis Mikrowellenbereich
*» Auswahlregel fiir elektrische Ubergange: Al=%1

» Elektrische Uberginge gibt es nur wenn ein
Dipolmoment vorhanden ist

» Also keine reinen Rotationsspektren bei
homonuklearen Molekiilen.

Rotationsabsorptionsspektrum mit Aquidistante Linien:

-

o

< 100
£
B
F 20 >
Energie {a.u.)
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Elektronische Uberqdnge

Ubergénge zwischen Zustanden mit verschiedenen
Molekiilorbits.

» Atomabstand andert sich
» Tragheitsmoment andert sich
* Vibrationsenergie ﬁmo andert sich
Energie Niveaus insgesamt:
1 n’
E=E,+(n+5)hwyg+—I(I+1)
¢ 2 0 ¥
Fiir die Ubergénge gilt:
AE = AE, + AE, + AE
mit:
_ 1 1
AEH = (?’32 + E)ha)z = (?’31 + E)ha)l

Fol

h h
AByo = flz(lz +1)- fll (h+1)
2 1

Jeder Ubergang ist folge von Banden bestimmt durch
n, —+n,undallen /, =/,

Auswahlregeln:
» Al=0,%1
»As=0
* Av nach Franck-Condon-Prinzip

Ubergang zwischen elektronischen Zustinden nach
Franck-Condon-Prinzip

A
\ Rmtations/
banden
m g

Bindungsenergie

o

0 r, Kernabstand’

Wiahrend des Ubergangs bleibt der Kernabstand unverandert. Die
grizte  Ubergangswahrscheinlichkeit findet man in den klassischen
Umkehrpunkten (a) der  Elektranen, auRer  bei den
Schwingungsgrundzustanden, dort erfolgen Ubergénge aus der Mitte
{b.c).
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Rotation-und Vibrationsspektren

Rotations- und Vibrations-Spektren treten gemeinsam
auf:

Zu jedem Vibartionsiibergang gehért eine
Rotationshande

. 72 E =hwy+2Be(l+1)
E:(n‘l'z)h&)()‘l'gl(l‘l‘l) mit
N S
Sie sind aber wegen E /E, . = 1000 spektral . ZWE‘.Ig fur Al=+1
¥ L-Zweig fiir Al = -1
getrennt.
LA 0 Transmissionsspektrum von Vibrations-Rotations-
4 Ubergéngen in HCL.
! %1 1004
2 -
4 /-’/ =
3 ‘I.I' =
1 - i 5 5
3 ¥ 3
016V 0.0001 &V g £
= 721 r 1r" S
i N = = £
Yibration Rotation P-Zweig inat
L1011 .
1 i)
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£ ' Raman-Streuung
Bestrahlt man Molekiile mit monochromatischem Licht, so wird das eingestrahlte
Licht gestreut. Nach Zerlegung des Streulichts zeigen sich neben der intensiven
Spektrallinie der Lichtquelle zusdtzliche Spektrallinien, die gegeniiber der Frequenz
der Lichtquelle verschoben sind. Die letzteren Linien nennt man Raman-Linien. Sie
sind nach dem indischen Physiker Chandrasekhara Venkata Raman benannt, der im
Jahr 1928 als erster iiber die experimentelle Entdeckung dieser Linien berichtete.
5, s, s
Mol. vorher | | Raman Spektroskopie
Mol. vorher nicht im G6Z | | sehr hilfreich bei
im Grundzust. Dipolanrequng T Identifizierung von
Kohlenwasserstoff -
SET Verbindungen ->
Wmlm, N — 1 N . N Umweltverschmutzung
feststellen durch Laser
S R v, |auf Schornstein zu
S S S richten!
R Etrﬂglt'lu-;?:].uuﬂg Fayleigh-Strauung R aarnnatill-ws-fr%?realﬁang
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Beispiel IR Spektrum

O
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E | Auswahlregeln bei Schwingungen
- Anhand von Aulswahlregeln kann varhergesagt werden, welche Schwingungen Infrarot- bzw. Raman-
akitiv sind. Da bei derWechselwirkung von Molekilen mit Photonen der Gesa_r_‘ntdrehir‘npuls irm
glektronischen Grundzustand kanstant bleiben mulz, kinnen nur hestimmte Ubergange induzien
warden. Allgemein gilt, dal filr ein Molekil mit Symmetriezentrum alle Schwingunogen, die
symmetrizch zum Symmetriezentrum edolgen, im IR-Spekirum verboten sind, und alle
Schwingungen, die antisyvmmetrisch sind, im Raman-Spektrum verboten sind. Diese Regel ist als
Alternativ-"Yerbot bekannt.
Eine Infrarot-Absarption wird dann beobachtet, wenn durch die Mormalschwingung eine Anderung
des Dipolmoments Y irm Molekdl eintritt. Die Intensitat der IR-Schwingungsbande §oist proportional
Zum Suadrat der Anderung des Dipolmoments o mit der Mormalkoordinaten o
2
=L
Ipoc
&g /1,
Eine Mormalschwingung ist Raman-aktiv, wenn wahrend der Schwingung die Polarisierbarkeit a
des Molekdls sich andert. Die Intensitat o ... einer Raman-Bande ist proportional zum Quadrat der
Anderung der Polarisierbarkeit 2 mit der Maormalkoardinaten o
2
e
IRamancc
&y )
Als Folge der Auswahlregeln kann far aorganische und hiochemisch interessante Molekile gesagt
wwarden, dai die Infrarot-Spekiroskopie mehr Ober funktionelle Gruppen aussagt und die Raman-
Spektroskopie hesaonders hilfreich fir die Charakterisierung des Kohlenstoffgeriists ist
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— oe L3 e
H Wadrmekapazitat

Spezifische Wiirme/Molekiil bei konstantem Volumen

- aESEF\. _ 1 B
Cv = ( aT )‘,._ 3k

2-atomige Molekiile

3 Freiheitsgrade der Translation: Ey, = —(p? + p‘; +p?)
n

2m T
. 1 o 1 2
2 Freiheitsgrade der Vibration: Eiip = 2—ﬂpmm| + 5“71-.91
L2 2
2 Freiheitsgrade der Rotation: E.oi = —% sowie —Z
' 2J, 2J,

(Rotation um die Symmetrieache entfillt, da sie quantenmechnisch nicht definierbar ist: keine
Randbedingungen fir ®())

-

i

Somit zu erwarten: Cy = 2,1,1
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Temperaturabh. der Warmekapazitat

Beobachtung stattdessen: 7/2k nur als Grenzfall bei sehr hohen Temperaturen, darunter weniger:

“Einfrieren von Freiheitsgraden™ moglich (bekannt bereits vor 1900, doch damals rétselhaft)
Beispiel: Ha-Molekiil
o,
T2k /—
[T T Elin+ E e S

- / Empirischer Verlauf von
Ik bin Cv = Cv(T)

10 100 1000 10000 leg T [k]

ET = Q025 eV
Interpretation

Im thermischen Gleichgewicht bei Temperaturen >10" K freier Austausch aller Energieformen
(kinetisch, Rotation, Vibration) in inelastischen Stofen zwischen den Molekiilen. Bei kleineren
Temperaturen jedoch: Behinderung des Austausches wegen (Quantelung von Rotation und Vibra-
tion.
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Zusammenfassung

« Bei einem schwingenden und rotierende Molekll ist die kinetische Energie der Kernbe-
wegung im Allgemeinen klein gegenlber der elektronischen Energie. Dies erlaubt eine
Separation der Gesamtwellenfunktion (adiabatische Naherung) in ein Produkt aus elek-
tronischer Wellenfunktion und einer Funktion, die die Kernbewegung beschreibt. Die Ge-
samtenergie eines Moleklls ist in dieser N&herung durch die Summe

E = -Ee] + Erot + E\'ib

aus elektronischer, Schwingungs- und Rotationsenergie gegeben.

« FUr ein starres Einelektronen-Molekil lassen sich die elekironischen Wellenfunktionen
Y(r,R) analytisch bestimmen. In elliptischen Koordinaten faktorisiert die Wellenfunktion
in

W(r,R) = M{u)-N(v) Do) .

Der Zustand des Elektrons ist durch die beiden Hauptquantenzahlen », und #,, die
Bahndrehimpuls-Projektionsquantenzahl A und die Spin-Projektionsquantenzahl m, ein-
deutig bestimmt. Wir charakterisieren den Zustand also mit den vier Quantenzahlen:

Ry Hy Ay ————
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Zusammenfassung

¢ Die Potenzialkurve E(R) eines zweiatomigen Einelektronen-Moleklls gibt die Summe der

mittleren kinetischen Energie (Ey,) des Elektrons, seiner mittleren potentiellen Energie
und der KernabstoRung als Funktion des Kernabstandes an. Besitzt E(R) ein Minimum,
so ist das Molekdl in diesem Zustand stabil (bindender Zustand). Fallt E(R) mit wachsen-
dem R monoton ab, so dissoziiert der Zustand.

Fir ein starres Einelektronen-Molekill lassen sich die elektronischen Wellenfunktionen
und die Potenzialkurve E(R) naherungsweise durch Linearkombinationen atomarer Wel-
lenfunktionen bestimmen: LCAO-Methode.

Das symmetrische Molekllorbital V= ergibt einen bindenden Zustand, wahrend das anti-
symmetrische Molektlorbital ¥ einen abstolenden, antibindenden Zustand ergibt.

Das Vielelektronen-Molekll kann nédherungsweise mit der Molekllarbital-N&herung oder
der Heitler-London-Naherung beschrieben werden. Erstere Uberbewertet den ionischen
Anteil der MolekUlbindung, wéhrend letztere den Kovalenten Anteil Uberbewertet.

In einer verbesserten Naherung kann das Molekilorbital ¥**/¢ durch eine Wichtung des
ionischen und kovalenten Anteils erzielt werden:

q_;:,_lIC’ = (1 + A )quomﬁch + “ —A jqu:m'alem 0 i A : 1
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H Zusammenfassung

e Die Rotationsenergie eines zweiatomigen Moleklls kann naherungsweise durch das

Tragheitsmoment I = MR? und die Rotationsquantenzahl J beschreiben werden:

JI+ 1)

Ey = o7

Durch die Zentrifugalaufweitung des Kernabstandes nimmt 7 zu und deshalb £, ab.

e Die Schwingung der Kerne erfolgt in dem Potenzial E,(R), das fur niedrige Schwin-

gungsenergien durch ein harmonisches Potenzial angendhert werden kann, wodurch das
schwingende Molekll als harmonischer Oszillator mit der Schwingungsenergie

1
Eiin = }?_mﬂ(\"ﬁ-?) v = 0,1,2,3,...
behandelt werden kann.

Bei hohen Anregungsenergien versagt die harmonische Naherung. Der Potenzialverlauf
lasst sich qualtitativ gut mit dem Morse-Potenzial

beschreiben. Durch die Anharmonizitat nimmt der Abstand der Schwingungsniveaus mit
steigender Schwingungsquantenzahl ab.
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Zum Mitnehmen

o

Molekiile:

Hybridisierung der Atomorbitale
Rotation und Schwingungen
quantisiert und charakteristisch
fiir jedes Molekiil

Uberginge im Mikrowellenbereich
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