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Kapitel 1

EinfUhrung in die Quantenphysik

Zu Beginn des 20. Jahrhunderts gab es mehrere experimentelle Ergebnisse, die nicht mehr im Rah-
men der “klassischen Physik” eékt werden konnten und Anlass zur Entwicklung der Quantenphysik
gaben. Die wichtigsten Beispiele daf namlich die Diskrepanz zwischen theoretisch vorhergesagter
und experimentell gemessener Spektralverteilung der Hohlraumstrahlung, der photoelektrische Effekt,
der Compton-Effekt oder der Franck-Hertz-Versuch wurden bereits im Rahmen von Physik Ill vorge-
stellt. Es zeigte sich, dass sowohl das Teilchenbild der klassischen Mechaniir ket Teilchen bei
bekannten Anfangsbedingungen eine wohldefinierte Bahn vorhersagt, als auch das Wellenhiid, das f
elektromagnetische Wellen durch die Maxwell-Gleichungen \élidity beschrieben wird, einer Kriti-

schen Revision bedarf, wenn man in den Bereich mikroskopischer Teilchen vordringt. In diesem Kapitel
wiederholen wir zuachst die bereits im Rahmen der Physik Il eirigeten grundlegenden Konzepte

der Quantenphysik und fassen die wichtigsten Eigenschaften von Quantenteilchen zusammen. Dieser
Abschnitt dient also zu einer Vertiefung der Grundlagen zur Quantenphysik.

Wir haben bei der Diskussion von Quantedpbmenen in Physik Il bereits gesehen, dass klassische
Teilchen wie z.B. dag&lektronWelleneigenschaften besitzen. Umgekehrt zeigen klassische Wellen wie
z.B. Lichtwellen auch Teilcheneigenschaften. Wir haben diese LichtteilchdPhal®nenbezeichnet.

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass im Rahmen des Vorlesungskurses Physik | bis IV die
Eigenschaften klassischer Teilchen und Wellen im Rahmen von Physik | und 1l behandelt wurden. Eine
austihrliche Darstellung der Welleneigenschaften des Lichts und einéliuniig in die Quantenphysik
erfolgte dann im Rahmen der Physik IIl.

In diesem Kapitel wird anschliel3end an die Diskussion des Welle-Teilchen Dualismus und die Diskus-
sion von Materiewellen eine Eiahrung in die Grundlagen der Quantenmechanik gegebeniidiie
Diskussion des weiteren Stoffes von Physik IV essentiell sind. Dabei werden einige Sachverhalte, die
bereits im Rahmen von Physik Il diskutiert wurden, wiederholt und vertieft. Aufbauend auf den experi-
mentellen Fakten sollen in diesem Abschnitt die Griirggzder Quantenmechanik nur in dem Umfang
skizziert werden, wie edif das Versindnis der diskutierten Beobachtungen erforderlich ist. Dement-
sprechend ist die Darstellung in Breite und Tiefe angelegt. Sie soll lediglich an die quantenmechani-
schen Gedanke@agge gewhnen, nicht jedoch eine strenge Theorie ersetzen. Dies wird im Rahmen der
theoretischen Quantenmechanik gefan.

1siehe z.B.
F. Schwabl: Quantenmechanik Springer Verlag Berlin (1993)
oder
H. Haken, H. C. Wolf: Atom- und Quantenphysik, Springer Verlag Berlin (1996).
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R. GrRosSS Kapitel 1: Einfuhrung in die Quantenphysik

1.1 Der Welle-Teilchen Dualismus

1.1.1 Dualismus des Lichtes
Licht als klassische elektromagnetische Welle

Im 18. Jahrhundert gab es einen langen Stiedr die Natur des Licht@Wéhrendlsaac Newtonund

seine Ankanger postulierten, dass Licht aus Partikeln besteht &Erkh der geradlinigen Ausbreitung

und des Brechungsgesetzes), vertr&aristiaan Huygensund andere die Auffassung, dass Licht eine
Welle ware (Erkhrung von Beugung, Brechung, und Interferenz). Das Wellenmodell des Lichtes schien
sich enddiltig durchzusetzen, aldeinrich Hertz die elektromagnetischen Wellen entdeckte und da-
durch Kklar wurde, dass sichtbares Licht nur ein auf den Weilleggnbereich von etwa 400 bis 700 nm
begrenzter Spezialfall elektromagnetischer Wellen ist. Licht wurde als elektromagnetische Welle be-
schrieben, die einedsung der elektromagnetischen Wellengleichungen

02E 1 0%E
0%E — s = [PE- > == = 1.1.1
EUEUD 8t2 V‘%h atz 0 ( )
9°H 1 92H
2y — M2H_ — —
0%H £lt€oto— > [0°H 2, ot 0. (1.1.2)

ist, die aus den Maxwell-Gleichungen abgeleitet werdénnien. Hierbei iskg die elektrische Feld-
konstanteg die Dielektrizifitskonstanteyy die magnetische Feldkonstantedie Permeabilit, E die
elektrische Feldérke,H die magnetische Feldske undvpn die Phasengeschwindigkeit der Welle. Eine
Losung der Wellengleichung ist die ebene Welle

E(r,t) = Egexpi(k-r—ot+¢)] . (1.1.3)

Hierbei istk der Wellenvektoreo = 2rv die Kreisfrequenz und eine Phasenkonstante. Die Welkmje
istdurchA = 27/|k| = ¢/nv = c2r/nw = vpn2r /@ gegeben, wobei = ,/eu der Brechungsindex und
c=1/./gflo = 2.9979x 10°m/s die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ist.

Mit Hilfe der Maxwell-Gleichungen lie3en sich lange Zeit alle bekannten elektrischen und optischen
Phanomene im Rahmen einer Wellentheorie quantitativ richtig beschreiben. Erste Hinweise auf eine
Korrektur der Annahme einer kontinuierlichen Energie des elektromagnetischen Feldes kamen dann aus
der experimentellen Untersuchung der Hohlraumstrahlung und deren theoretischer Deutung.

Der Teilchencharakter des Lichtes

Um 1900 wurden experimentelle Ergebnisse bekannt, die der Auffassung von Licht als klassischer Wel-
le widersprachen. Neben dem Spektrum der Hohlraumstrahlung war dies vor allé?tncuteeffekﬂ

Es wurde beobachtet, dass die kinetische Energie von Elektronen, die durch Lichteinstrahlung aus der
Atomhillle ausgabst werden, durch

Zsiehe z.B. F. Rosenbergésaac Newton und seine physikalischen Prinziplfissenschaftliche Verlagsanstalt Leipzig,
(1997).
3Eine ausfihrliche Behandlung der Hohlraumstrahlung und des Photoeffekts wurde in Physik |1l gegeben.

© Walther-Meil3ner-Institut



Abschnitt 1.1 RyYsik IV 5

Ekin = ﬁa)—EB (1.1.4)

beschrieben werden kann. Hierbei istdie Frequenz des einfallenden Licht&s, die atomare Bin-
dungsenergie des Elektrcﬁhsnd h = 1.0546x 10~34Js die Planck’sche Konstante. Dieses Ergebnis ist
unablangig von der Intensit des eingestrahlten Lichtes und widerspricht klar dem klassischen Wellen-
bild des Lichts. Hier viurde man einen kontinuierlichen Energiertrag erwarten, der mit wachsender
Intensitit zunimmt, da sowohl die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes

1
Uem == 80E2 == 280(80E2 + ,LLOHZ)

als auch die Intensit

| = cepE?

kontinuierliche Funktionen der Feldske sind.

Einen weiteren sehr deutlichen Hinweis auf die Uangllichkeit des Wellenmodells des Lichtes lieferte
der vonArthur Holly Compton im Jahr 1922 entdecktéompton-Effek{siehe Physik III).

Albert Einstein gelang es im Jahr 1905 durch die Eihfung der Photonenhypothese eine 8ssige
Erklarung fir die beobachteten experimentellen Fakten zu liefern. Epfta dabei an Aspekte der Licht-
theorie vonNewton an und nahm an, dass die vom Licht mitgfefte Energie nicht wie bei einer klas-
sischen Welle kontinuierlich im Raum verteilt ist, sondern diskontinuierlich gdguanteltDie physi-
kalischen Objekte, denen die einzelnen EnergieportionenEmiengiequantezuzuordnen sind, nannte
EinsteinLichtquantenoderPhotonen Er beficksichtigte dabei die Quantenhypothese Planck, die
besagt, dass ein harmonischer Oszillator nur diskrete Energiargstinzunehmen vermag, die sich um
ganzzahlige Vielfache vonv unterscheiden. Im Photonenmodell wird diéfkige” Energiestruktur des
Lichtes und damit die teilchenartige Eigenschaft mit der dem Wellenmodell entlehrii®e Grequenz
verkniipft. Einstein postulierte:

Licht besteht aus Photonen (Lichtquanten) der Energie

E = hv =ho (2.12.5)
mit h=2rh = 6.626 068 7652) x 10 %*J s
= 4135667 2% 10 eV .

Photonen besitzen keine Ruhemasse und bewegen sich mit Lichtgeschwindigkeit.

Im Einzelprozess kann also Lichtenergie nur als ein Vielfaches des Energieghantes auf Materie
Ubertragen werden. Dem Lichtquant oder Photon kommen damit Teilcheneigenschaften zu, da den lo-
kaliserten Energigertrag auf ein einzelnes Materieteilchen das Wellenbild nicht beschreiben kann. Im
Rahmen eines Teilchenbildes lassen sich dagegen die beobachteten experimentellen Tatsachen zwanglo-
se erkéren (siehe hierzu Physik Il1).

Mit E = mc& undE = hw erhalt man fir die relativistische Masse des Photons

4Beim Ausbsen von Elektronen aus einem Metall tritt an die Stelle der Bindungserigsgiee Austrittsarbeit\, siehe
hierzu auch Physik III).
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R. GrRosSS Kapitel 1: Einfuhrung in die Quantenphysik

m = — . (1.1.6)

Mit p = mv undv = c ergibt sich tir den Impuls des Photons

hw
:7’\:5
p cC

N

T
— ¢ =hk . 1.1.7

T (11.7)
Es sei hier angemerkt, dass dieser Gedanke Einsteins wissenscléaffiefst revoluticir war und zu-
erst von vielen Physikern strikt abgelehnt wdﬂjje Anwendung des relativistischen Energie- und
Impulssatzes auf die Streuung eines Photons mit der EnErgiehw und Impulsp = hk an einem

schwach gebundenen Elektron des Streumaterials liefert den bereits im Rahmen von Physik 11l bespro-
chenen Compton-Effekt.

Komplementaritat von Wellen- und Teilcheneigenschaften

Wir haben bereits bei der Diskussion von Quantémmmenen im Rahmen von Physik Il gesehen, dass

die Frage, ob nun die Auffassung vétuygensund Fresnel Uiber das Licht (Wellenhypothese) oder
diejenige vorEinstein (Photonenhypothese) richtig ist, falsch formuliert ist. Vielmehr ist festzuhalten,
dass mit beiden Modellvorstellungen verschiedenen Eigenschaften des physikalischen Objektes Licht
beschrieben werden. Licht zeigt Wellen- und Teilchencharakter je nach Art der Experimente, die man
mit ihm durchfihrt. Widerspiache treten nur dann auf, wenn man Licht sowohl mit einer klassischen
Welle als auch mit einem klassischen Teilchen identifiziert, da man dann die teilweise widét®ren
Aussagen dieser beiden Modelle auf das Ligertagt. NachBohr bezeichnet man die Eigenschaften,

die sich gegenseitig ausschliersen,laimplemerﬁrﬁ

Zusammenfassenahknen wir folgenden Sachverhalt nochmals betonen:

Licht ist weder Welle noch Teilchen. Es ist ein physikalisches Objekt, fir das uns die
klassischen Vorstellungen fehlen.

1.1.2 Dualismus der Materie

Die Eigenschaften des Lichtes und der elektromagnetischen Wellen sind weder allein durch ein klas-
sisches Wellen- noch allein durch ein Teilchenmodell vaiigig zu erfassen. Diese Schlussfolgerung
trifft auch auf alle physikalischen Objekte mit einer von Null verschiedenen Ruhemasse zu, also z.B. auf
Elektronen, Neutronen, Atome oder Molig&.

5So schrieb z.B. Max Planck am 3. Juli 1913 in seinem Gutachten zur Aufnahme von A. Einstein in die PreuRische Akademie
der Wissenschaften u.a.: “....., dass er in seinen Spekulationen gelegentlich auchikientds Ziel hinausgeschossen sein
mag, wie zum Beispiel in seiner Hypothese der Lichtquanten, wird man ihm nicht allzusehr anretifieen Benn ohne
Risiko zu wagen,dsst sich auch in der exaktesten Wissenschaft keine wirkliche Neueruiigreinf..."1921 erhielt Einstein
fur diese Erkenntnis den Nobelpreis Physik.

6Komplementaritsprinzip, formuliert vomNiels Bohr im Jahr 1927.

© Walther-Meil3ner-Institut
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Klassische Teilchen

Die statischen und dynamischen Eigenschaften von Teilchen im Raum lassen sich im Rahmen der klas-
sischen Physik beschreiben. Die Bewegung von Teilchen lassen sich durch lokalisierte Bahnen beschrei-
ben, die man entsprechend den Gesetzenlsaac Newton(im nicht-relativistischen Grenzfall) oder

Albert Einstein (im relativistischen Grenzfall) beliebig genau berechnen kann, falls man die Anfangs-
bedingungen und die auf die Teilchen wirkende@fike kennt. Dies stimmt mit unserer Alltagserfahrung,

die sich meist auf makroskopische Systeme bezighdrein. kir Teilchen mit atomaren Dimensionen
werden allerdings Eigenschaften beobachtet, die dem klassischen Teilchéflimldvidersprechen. So

kann man Beugungs- und Interferenzeffekte beobachten, wie bereits in Physik Ulhdigsf disku-

tiert wurde. Dies ist ein klarer Hinweis darauf, dass mikroskopische Teilchen auch Welleneigenschaften
besitzen.

Der Wellencharakter von Teilchen

Louis de Broglie machte 1924 den Vorschlag, die duale Beziehpng hk zwischen Teilchen- und
Wellenbild, die sich bei Licht gut beahrt hatte, auch auf mikroskopische Teilchen wie Elektronen oder
Neutronen ziibertragen, deren Wellencharakter bis dahin allerdings noch nie beobachtefwurde.

Wendet man die Beziehurg= hk auf Teilchen der Massm an, die sich mit der Geschwindigket
bewegen, so muss man im dualen Modell welgen2z /A den Teilchen diele Broglie Wellerdnge

h h h
A = —= = de Broglie Beziehun 1.1.8
p_ mv  2mBa J J (1.18)

Die Herleitung von[(1.1]8) &gt hypothetischen Charakter. De Broglie konnte die Existenz von Materie-
wellen nicht aus einer gesicherten Theorie ableiten, wie dies arBléktromagnetische Wellen aus den
Maxwell-Gleichungen raglich ist. Deshalb war der experimentelle Nachweis von Materiewellen sehr
wichtig. Davissonund Germerﬁ gelang dies 1927 durch den Nachweis der Beugung von niederener-
getischen Elektronenstrahlen auf Kristallob#efien. 1928 wies darithomsondie Elektronenbeugung
beim Durchstrahlen voniothnen Metallfolien nach.

Bis heute wurde eine Vielzahl von Beugungs- und Interferenzexperimente mit Materiewellen auf3er mit
Elektronen vor allem mit Neutronen sowie H- und He-Atomen durdiigef 1991 gelang es z.BAly-

nek mit Hilfe eines Materiewellen-Interferometers, die Beugung von He-Atomen am Doppelspalt nach-
zuweisen. Heute wissen wir, dass die Wellenhypothese von de Broglie gleicherriiaBehviere und
leichte Atome gilt, wir kbnnen deshalb ohne Einsénkung folgende Feststellung tref@n:

"Fur diese Arbeit erhielt de Broglie 1929 den NobelpréisPhysik.
8Clinton Joseph Davisson (1881-1958), Nobelpraisthysik 1937; Lester Halbert Germer (1896-1971).
97ur Herleitung der Beziehung zwischen Phasen- und Teilchengeschwindigkeit gilt:

(a) nicht-relativistische Teilchen:

Es gilt
21,2
00 _EKR _E(p Gy Ak
Ph= "k Ak P Ak 2m’
Fur die Teilchen (bzw. Gruppengeschwindigkeit) gilt
JE(p) _10E(k) _p Ek_z\,
" 9p h dk m m °PM

(b) relativistische Teilchen:
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Abbildung 1.1:0ben: Vergleich der Elektronenbeugung (a) und der Rontgenbeugung (b) beim Durch-
strahlen einer diinnen Metallfolie. Unten: Vergleich der Elektronen (c) und der Lichtbeugung (d) an der
Kante eines MgO-Einkristalls. Der Abstand rg zur Photoplatte wurde so eingestellt, dass das Produkt
roA in (c) und (d) gleich groR3 ist (aus H. Raether: Elektroneninterferenzen, in Handbuch der Physik, Bd.
32, 443 (1957)).

Bewegt sich ein Objekt mit nicht verschwindender Ruhemasse mit dem Impuls p =
mvr, dann kann ihm eine Materiewelle der Wellenlange A, der Kreisfrequenz o und
der Phasengeschwindigkeit vpn zugeordnet werden:

Ein Uberzeugendes Beispiélrfden Wellencharakter von mikroskopischen Teilchen ist in AbB. 1.1 ge-
zeigt. In Abb[T.lla und b wird die Elektronenbeugung uiitigenbeugung an eineidnen Metallfolie
dargestellt, wobei die Energat)s (e ist die Ladung des Elektronslg die Beschleunigungsspannung)

Es muss die volle Dispersionsrelation aus der Dirac-Gleichung benutzt werden. Es gilt

mit f2=1— g Fur die Phasengeschwindigkeit &thman damit

2
v E® _me &

p o omv v’
Andererseitsdsst sich zeigen, dass
Vgr = a—E -_P_ v
or ap m T-
Das heifl3t, es gilt
VphVgr = €2.

© Walther-Meil3ner-Institut
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PyYsik IV

der Elektronen so geihlt wurde, dass die de Broglie Welléanige der Elektroneri(= h/\/2melk) der
Wellenlange der Rntgenstrahlung entspricht. Man erkennt, dass mit Materiewellen (Elektronen) und
“klassischen elektromagnetischen Wellen'd(Rgenstrahlung) ein identisches Ergebnis erhalten wird.
In Abb.[I.1c und d wird die Beugung von Licht und Elektronenwellen an der Kante eines MgO-Kiistalls
verglichen. Dabei wurde der Abstangider Photoplatte so eingestellt, dass in beidaitela das Produkt

roA gleich grof3 ist und damit wiederuriirf Materiewelle und klassische Welle gleiche Beugungsbilder

erhalten werden.

Zum Vergleich sind in Tabellp 1.1 die Teilchen- und Welleneigenschaften von Teilchen mit endlicher

Ruhemassay und von Photonen gegébergestellt.

] | Eigenschaft \ Teilchen:mg # 0 Photon
Ruhemasse Mo 0
Geschwindigkeit % c
Teilchen- Masse m m=E/c?
Eigenschaft Impuls p=mvr p=E/c
Energie E =mc = /p?c? + (myc?)2 E=mc
Drehimpuls L=rxp s=+h
Frequenz o =E/h=mc&/h o=E/h
Wellen- Wellenlange A=h/p A =hc/E=c/v
Eigenschaften Phasengeschwindigkeit Vph = C2/ vy Vph=C
Gruppengeschwindigkeit Vgr = VT Vgr=C
Energie E=ho E=ho

Tabelle 1.1:Vergleich der Teilchen- und Welleneigenschaften von Teilchen mit endlicher Ruhemasse

und von Photonen.
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1.2 Materiewellen und Wellenfunktionen

In der klassischen Physik wird ein physikalisches Objekt stets nur entweder als Teilchen oder als Welle
beschrieben. Die Objekte der Quantenwelt zeigen dagegen sowohl Teilchen- als auch Wellencharakter.
Weder das Teilchen- noch das Wellenmodell ist in der Lage, eine &otigge Beschreibung zu lie-

fern. Das heil3t, jedes der beiden Modelle kann nur einige Eigenschaften der physikalischen Objekte
richtig beschreiben. Teilchen- und Wellenmodell enthalten damit Elemente, die zur Beschreibung der
beobachteten physikalischen Erscheinung notwendig sind, aber auch Elemente, die der experimentellen
Erfahrung nicht entsprechen. Die sich daraus ergebende Problémfgkt sich in den bereits eifwnten
Widerspiichen und wird al&Komplementartt bezeichnet. Wichtig ist, dass die Komplementdnion
Teilchen- und Welleneigenschaften nicht nur eine Problematik des Lichts, sondern von allen physikali-
schen Objekten ist.

Wir wollen nun zurachst die Wellenbeschreibung eines freien, nichtrelativistischen Teilchens mit der
Massem, dass sich mit der Geschwindigkeit in x-Richtung bewegen soll, vertiefen. Wirahlen fir
die Materiewelleeine zur Lichtwelle analoge Darstellung:

PYxt) = Woexpli(kx—ot)] = Yo exp[:T(px— Et)] . (1.2.2)

Hierbei ist die Frequena der Materiewelle mit der kinetischen Energie= Eyi, = p?/2mdes Teilchens
(Epot = O fiir freies Teilchen) durckv = E /h verkniipft. Sowohl fir Materielwellen als auch Lichtwellen
gelten ferner die Beziehungen

E = ho und p = hk (1.2.2)

mit |k| = 2 /A. Es besteht jedoch ein wichtiger Unterschiedilggizh der Phasengeschwindigkeit,
die man aus der Bedingung

E(kx— wt) = 0 = — = Vph = (1.2.3)

dx [
dt dt k
erhalt. Wahrend @ir elektromagnetische Wellen wegkr= w/c die Phasengeschwindigkeith = ¢ =

const ist, d.h. die Dispersion von elektromagnetischen Wellen im Vakuum gleich Null ist, gilt dies f
Materiewellen nicht.

Aus (1.2.2) erlilt man mitE = Exn = p?/2m fir ein freies Teilchen (das Teilchen bewegt sich im
konstanten Potenzi®l) unter Benutzung vop = hkundw = E/h

h 0] h
= om = Voh = % T 2m
= P (1.2.4)

© Walther-Meil3ner-Institut
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Die Phasengeschwindigkeit der Materieweléapt also vom Wellenvektds, d.h. vom Impuls des Teil-
chens ab. Mit der Teilchengeschwindigkeit= p/m = hk/mfolgt dam@

Materiewellen zeigen Dispersion und ihre Phasengeschwindigkeit

1
Vph = évT. (1.2.5)

ist gleich der halben Teilchengeschwindigkeit.

Wir sehen also, dass die Materiewel[le (1.2.1) nur sehr eingéskhzur Beschreibung der Teilchenbe-
wegung geeignet ist, zumal die ebene Welle (].2.1) sich ja im ganzen Raum ausbreitet. Im Gegensatz
dazu ist das Teilchen wenigstens uridafan einer Stelle lokalisiert. Diesen Mangel kann man durch
EinfUhrung von Wellenpaketen beheben. Wellenpakete wurden bereits in der Physik |IUamgkh
folgenden Abschnitt werden die wichtigsten Aspekte kurz rekapituliert.

1.2.1 Wellenpakete

Bei einerUberlagerung von unendlich vielen Wellen, deren Frequemzém Intervall o = wg + Ao
und deren Wellenzahlen im Intervidl= kg + Ak liegen, erlalt man

ko+Ak
Wixt) — / Wo(k) expli(kx— wt)] dk . (1.2.6)
ko—Ak

WennAk < ko gilt, kann man die Funktiom (k) in eine Taylorreihe

ok = a>o+<(jﬁ()>kko-(k—ko)+... (1.2.7)

entwickeln, derendhere Glieder vernachssigt werdenénnen. Wenn sich ferner die Amplitude in dem
engen Intervall 2k nichtandert, lbnnen wirlq (k) durchW(ko) ersetzen und erhalten durch Einsetzen
von (1.2.7) in[(1.2)6) unter Benutzung der Alskungen

K=k—ko und u= (do/dK)t —x

den Ausdruck

+Ak

Wxt) = Wo(ko)expli(kox— wt)] / expliuk] dK . (1.2.8)
—Ak

Durch Ausfihren der Integration edéit man

10Fur den relativistischen Fall eéllt manvpvr = ¢2, siehe hierzu Sei@ 7.
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Abbildung 1.2:Wellenpaket als Uberlagerung von unendlich vielen Wellen mit Frequenzen o im Bereich
o = Aw und konstanten Amplituden W(k) = Wo(ko) (&) und einer Gauss-formigen Amplitudenverteilung

nach (1.2.14).

WPxt) = Axt)exp[i(kox— aot)] (1.2.9)

mit

sin(uAk/2)
—

A(xt) = 2Wo(ko) (1.2.10)

Die FunktionW(x,t) beschreibt also eine ebene Welle, deren AmplitAdeei u = 0, also beXmax =
(dw/dKk)i,t ein Maximum hat (siehe Abb. 1.2). Wir bezeichnen diese Funk#ignt) als Wellenpaket.
Die Funktion [1.2.10) hat Nullstellen die ersten Nullstellen &k/2 = 4+, das heif3t der Abstand
zwischen den beiden ersten Nullstellen iAu2= 4z /Ak. Fir eine feste Zeit = tp erhalten wir damit
20X = 47 | DK.

Die genaue Form des Wellenpake#sgt von der Gil3e des Interval&k und von der Amplitudenvertei-
lung Wo(k) ab. Sein Maximum bewegt sich mit der Geschwindigkeit

do
Vg = <dk>k_ko (1.2.11)

in x-Richtung. Aus den Relationen

p2 ﬁkz

E
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folgt dann

_ (deo\ _ hk pr _

Wir kdnnen damit folgende wichtigen Punkte zusammenfassen:

e Teilchen konnen durch Wellenpakete beschrieben werden. Die Gruppenge-
schwindigkeit des Wellenpakets ist gleich der Teilchengeschwindigkeit.

e Der Wellenvektor kg des Gruppenzentrums bestimmt den Teilchenimpuls py =
hko.

e Im Gegensatz zur ebenen Welle ist das Wellenpaket raumlich lokalisiert. Seine
Amplitude hat nur in einem beschrankten Raumgebiet Ax eine grof3e Amplitude.
Fur die FuRBbreite des zentralen Maximums erhalt man wegen Ak < 2kg die Bezie-
hung Ax = 4n/Ak > 21 /kg = A. Die Breite des Wellenpakets ist also mindestens
so grof3 wie die de Broglie Wellenlange.

Es sei hier noch darauf hingewiesen, dass diétzlishen Nebenmaxima in Abp. 1.2a verschwinden,
wenn man iir die Amplitudenverteilung der Teilwellen eine Gauss-Verteilung

_ 2
Wo(k) = Wo(ko)eXp<—(;(Akk§;> (1.2.14)

annimmt (siehe Ablp. 1.2b).

Obwohl es zuichst so aussieht, als ob wir das Wellenpaket als geeignetes Wellenmodell des Teilchens
betrachten &nnen, treten beidaherer Betrachtung doch folgende Probleme auf:

e Die Funktion®(x,t) kann komplexe und auch negative Werte annehmen, die nicht unmittelbar mit
einer Messgil3e verkiipft werden Bnnen.

e Die Breite des Wellenpakets wird aufgrund der Dispersion der Materiewellen im Laufe der Zeit
groRer (siehe unten). Es ardert also im Gegensatz zu einem klassischen Teilchen bei der Aus-
breitung im Raum seine Form.

e Ein elementares Teilchen wie das Elektron stellen wir uns als unteilbar vor. Ein Wellenpaket kann
dagegen mit Hilfe eines Strahlteilers in zwei Komponenten aufgeteilt werden, die sich dann in
verschiedene Richtungen weiterbewegen.

Diese Schwierigkeiten bewogdtax Born 1927 dazu, eine statistische Deutung der Materiewellen zu
geben, die im Abschnift 1.3.1 vorgestellt wird.

1.2.2 Die Heisenbergsche Unséhnferelation
Wir betrachten ein Wellenpaket mit einer Gaugmfigen Amplitudenverteilung
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Wo(k) = Woexp[—202(k—ko)?] . (1.2.15)

Mit dieser Amplitudenverteilung erhalten wir afis (1|2.8) flen Zeitpunkt = 0 die Wellenfunktion

1 \Y* X2
Y(x,0) = <2n02> exp<—462>exp(ik0x). (1.2.16)

Das Absolutquadrat dieser so normierten Wellenfunktion ist

5 1 \Y2 NG

und erfillt die Normierungsbedingung

400
/|w(x,0)|2dx ~ 1. (1.2.18)

Das WeIIenpakef(Ele) hat seine maximale AmplitudexeiO. Beix, = +o ist die Wahrschein-
lichkeitsdichte|%(x,0)|< auf 1/,/e ihres Maximalwertes abgefallen. Man definiétilicherweise das
Intervall Ax = 2¢ als die volle Breite des Wellenpakét.

Nach [1.2.1b) setzt sich das Wellenpaket aus ebenen Wellen mit einer Amplitudenvertigillngu-
sammen. Die volle BreitAk der Amplitudenverteilung beigt entsprechentk = 1/a. Damit ertalt man
das folgende wichtige Ergebnis:

Das Produkt aus raumlicher Breite Ax des Wellenpakets und der Breite Ak des Wellen-
zahlintervalls der das Wellenpaket bildenden Materiewellen ist

AXAK = 1. (1.2.19)

Mit der de Broglie Beziehungy = hk fur den Impuls des Teilchens, das sichxiRichtung bewegt,

ergibt sich auq (1.2.19)

ApAX = R . (1.2.20)

Man kann zeigen, dass ein Gaussnrfiiges Wellenpaket das minimale Prodd¥i,Ax hat und sich iir

alle anderen Amplitudenverteilungerd@ere Werte ergeben. Wir kommen damit zu einer Aussage, die

11im Gegensatz dazu bezeichnet Bidl Width atHalf Maximum (FWHM) die volle Breite der Kurve bei halbem Funkti-
onswert. Wir lonnen leicht zeigen, dass FWHM+/8In2c.
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Werner Heisenberg (1901 -1976), Nobelpreidif Physik 1932:

Werner Heisenbergwurde am 5. Dezember 1901 iniM#burg geboren. Er
war der Sohn von Dr. August Heisenberg und seiner Frau Annie Wecklein.
Sein Vater wurde siter Professorifr Griechische Sprachen an der Univeisit
Miunchen.

Heisenberg ging bis 1920 in dvhchen zur Schule und begann dann an derg
Ludwig-Maximilians Universiat Miinchen bei Sommerfeld, Wien, Pringsheim, &
und Rosenthal zu studieren. Im Winter 1922-1923 ging er ndittirgen, um z putS %‘
bei Max Born, Franck, und Hilbert Physik zu studieren. 1923 promovierte er arl "l LJ

der Universiat Miinchen und wurde dann Assistent bei Max Born an der Uni- \( s

versitat Gottingen, wo er 1924 die Lehrbefugnis erhielt. Von 1924 bis 1925 ar-
beitete er mit Niels Bohr an der Univei&itkopenhagen, von wo erim Sommer,
1925 nach @ttingen zuiickkehrte. 1926 wurde er im Alter von 26 zum Profes
sor fur Theoretische Physik an der Univeésit eipzig ernannt. 1941 wurde e
dann Professorif Physik an der Universit Berlin und Direktor des dortigen
Kaiser-Wilhelm-Institutsifir Physik.

Nach dem 2. Weltkrieg reorganisierte Heisenberg mit einigen Kollegen dag
stitut fir Physik in Gttingen, das dann in Max-Planck-Institiit fPhysik um-
benannt wurde. 1955 war Heisenberg mit dem Umzug des Max-Planck-Insti
fur Physik nach Ninchen besgiftigt. Immer noch Direktor diesen Instituts

ging er mit ihm mach Ninchen und wurde dort im Jahr 1958 zum ProfespPhysik an der Universit Miinchen
ernannt. Sein Institut wurde dann in Max-Planck-InstitutPPhysik und Astrophysik umbenannt.

Heisenberg’s Name wird immer mit seiner Theory zur Quantenmechanik, die er 1925 im Alter von 23 Jahren publi-
zierte, verbunden bleibeniiFdiese Theorie erhielt er 1932 den Nobelpréisfhysik. Sater formulierte Heisenberg
die nach ihm benannte Unsitfierelation. Nach 1957 besftigte sich Heisenberg hauptshlich mit Problemen def
Plasmaphysik.
Als er 1953 Pasident der Alexander von Humboldt Stiftung wurde, setzte er sich gekivditerentwicklung dieser
Stiftung ein. Eines seiner Hobbies war klassische Musik: Er war ein sehr guter Pianist. 1937 heiratete Hejsenberg
Elisabeth Schumacher. Sie hatten sieben Kinder.

Werner Heisenberg starb 1976.

erstamls voriWerner Heisenbergformuliert wurde und nach ihrileisenbergsche Unsétferelation
genannt wird:

Ax-Ap, > R . (1.2.21)

Die Beziehung besagt, dass das Produkt aus der Unbestimifsthedr Ortsbestimmung und der Im-
pulsunschrfe Apy, gegeben durch die Breite der Impulsverteilung der das Wellenpaket aufbauenden
Teilwellen, immer golRer oder gleictn ist Entsprechende Unsélferelationeniir Ort und Impuls
gelten auchiir diey- undz-Komponenten.

Basierend auf der Heisenbergschen Uasfgrelation kann man formal zwischen eiridakrophysik

und einerMikrophysikunterscheiden. Bei ersterer ist die Un&dh stets so klein, dass sie unterhalb

der Messgenauigkeit liegt. Die Heisenbergsche Uadehelation braucht dann nicht beachtet werden.

Ort und Impuls sind gleichtzeitig mit gro3er Exaktheit messbar. In diesem Fall macht es z.B. Sinn, von
einer Bahn bei der Bewegung eines Teilchens zu sprechen. Mit letzterer bezeichnet man den Teilbereich

12E5 sei hier darauf hingewiesen, dass als BraAiteeiner Gauss-Verteilung oft auch das Intervall zwischen den beiden
Punkten gewhlt wird, bei denen die Funktion auf/& statt auf ¥ /e ihres Maximalwertes abgesunken ist. In diesem Fall
ergibt sichAxApy > 4v/2R. Wahlt man als Breite des Wellenpakets die Nullstellen auf beiden Seiten des zentralen Maximums
(siehe Abb[T.pa), so et manAxApy > h. Man sieht, dass der Zahlenweti fdie untere Grenze des Produkie\py von
der genauen Definition der Ortsunacfe und der entsprechenden Impulsuidstghablangt. Abb[ 1B zeigt, dass eine grofe
Ortsunschrfe mit einer kleinen Impulsunsatfe und umgekehrt verbunden ist.
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Abbildung 1.3:Darstellung der Unscharferelation durch die Orts- und Impulsunscharfen von zwei Wel-
lenpaketen mit kleiner (a) und grofRer Ortsunschérfe (b).

der Physik, in dem die Heisenbergsche Urdstdrelation baicksichtigt werden muss. Der Bahnbegriff
macht hier keinen Sinn mehr.

Wir wollen die Ausfihrungen zur Makro- und Mikrophysik durch Beispiele belegen. Ein freies Objekt
der Massen soll zur Zeitt = 0 auf den Bereiclty 4+ Axg lokalisiert sein. Die Frage ist nun, auf welchen
Bereichxg £ Ax es sich nach der Zeiit= 1 sec ausgedehnt hat. Nach HeisenbergngitAxy = h oder

Av = h/mAxg, woraus fir den gesamten Unsétfebereich nach Sekunder\x = tAv = ht/mAxg folgt.
Wahlt manm = 1g und reduzierfAxg durch eine sehr genaue Ortsmessung gufl so wird diese
Lokalisierung nach 1s umix ~ 10-2°m veiandert. Diese Vémderung ist um viele ®Renordnungen
kleiner als die vefigbare Messgenauigkeit, sie wird also vom Beobachter gar nicht bemerkt. Handelt
es sich dagegen bei dem betrachteten Objekt um ein freies Elektron mit Miass@1 x 10-3kg,
dass zur Zeit = 0 auf einen Bereich voAxg = 10-1°m (Atomradius) lokalisiert werden kann, so kann
man das Elektron nach 1s im Bereixdtt: Ax = Xg + 1000 km finden. Die Kenntnigber den genauen
Aufenthaltsort des mikroskopischen Objekts Elektron geht also im Laufe der Zeit verloren.

Energie-Zeit Unscharferelation

Betrachtet man ein Wellenpaket wieder als diffeerlagerung von Teilwellen entspreche@.lﬂ), in-
tegriert jetzt aber nichiiber dak-Intervall Ak sonderniber das Frequenzintervadlto, so Bsst sich ent-
sprechend zur Ort-Impuls-Unsatierelation eine Energie-Zeit-Unsiffierelation ableiten (siehe hierzu
auch Physik II):

AE-At > R. (1.2.22)
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Die Energie-Zeit-Unsdchrferelation besagt, dass zu einer beliebig genauen Energiebestimmung beliebig
viel Zeit zur Verfigung stehen muss. Nur eiillig statiorarer Zustand kann deshalb eine scharfe Energie
E besitzen. Nichtstaticire Zusande sind grundszlich hinsichtlich ihrer Energieeigenwerte unscharf.

1.2.3 Messprozess und Observable

In der klassischen Physik (z.B. klassische Mechanik) setzte man voraus, dass die bei einer Messung auf-
tretende Sirung im Prinzip unter jede ga@mschte Schranke reduziert werden kann. Diese Voraussetzung
widerspricht allerdings dem Messvorgang in der Quantenphysik. Die Heisenbergscharferstdtion

zeigt, dass die im Bereich der Mikrophysik nicht mehr zu verrisigenden, durch den Messprozess
auftretenden $rungen von prinzipieller Natur sind und nichts mit Messfehlern zu tun haben. Der zur
Realisierung der Messung notwendige Wechselwirkungsprozeéstgelbst mit zur physikalischen Er-
scheinung und bestimmt diese mit. Das heil3t, in der Mikrophysik wird das Ergebnis der Messung stets
durch die Wechselwirkung mit der Messapperatur beeinflusst. Der Messprozessindhrstalso den
Zustand des zu messenden Systems.

Dies trifft fur den Bereich der Makrophysik nicht zu. Um diesen Unterschied zwischen Mikro- und Ma-
krophysik herauszuheben, benutzt man in der Mikrophysik nicht mehr den Bagysftkalische Gil3e
sondern den dédbservablenMan unterscheidet dabei verglich und unvertigliche Observable:

Zwei Observable heilRen komplementar oder unvertraglich zueinander, wenn bei ih-
rer gleichzeitigen Messung die Genauigkeit ihrer Messwerte durch die Heisenbergsche
Unscharferelation eingeschrankt ist.

Um den Einfluss des Messprozesses klarer zu machen, betrachten wir ein aktuelles Beispiel: die Mes-
sung von Gravitationswellen mit Hilfe eines an Federn audigeglten schweren Metallzylinders (etwa 10
Tonnen). Gravitationswellen, die z.B. bei der Explosion eines Sterns (Supernova) entsigien, @ne
periodische Kontraktion und Expansion des Zylinders um etwa'hd bewirken (theoretische Vorhersa-

ge). Um diese Bngernderung zu messen, muss die Messungenauigkeit bei der Ortsmessung mindestens
Ax = 10~?Im sein. Durch diese sehr genau Messung wird aber eine ImpulsifeseonAp = h/Ax be-

wirkt. Das heil3t, war der Zylinder urgjmglich in Ruhe, so edit er durch die Messung eine endliche
Geschwindigkeity = Ap/m = h/Ax m Die Periode der Gravitationswelle ist etwa= 10-3sec. In die-

ser Zeit verursacht die endliche Geschwindigkeit eine Oréswdgrung vo\x, = vt = ht/Ax m Mit

m= 10*kg undt = 10~3s erlilt manAx, ~ 10-2°m, was oberhalb der erforderlichen Messgenauigkeit
liegt. Die durch die Unsdirferelation bewirkte Ortsunsalfe ist also gil3er als die zu erwartende Ver-
schiebung durch die Gravitationswelle. Einen Ausweg bildet die Verwendung eiifsergin Masse und

die Mittelungiiber viele Messdaten.

1.2.4 Dispersion von Materiewellen

Nach [1.2.1B) besteht zwischen der Gruppengeschwindigkesines Wellenpakets und dem Impyls
des entsprechenden Teilchens die Beziehung

Da der Anfangsimpuls des Teilchen nur mit einer UrgsthA p bestimmt werden kann, ergibt sich eine
Unsclarfe
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Abbildung 1.4:Auseinanderlaufen eines Wellenpakets bei anfanglich kleiner (a) und bei groRer (b)
Ortsunscharfe.

1

1 R
g = SAp= o (1.2.24)

wobei Axg die urspiingliche Breite des Wellenpakets, d.h. die Uréséd der Ortsbestimmung ist. Die
Unsclarfe Ax(t), mit der man zu einem $§peren Zeitpunkt den Ort des Teilchens bestimmen kann,
wachst aufgrund der Unséte der Gruppengeschwindigkeit mit der Zeit an:

h

Die Flache unter dem Wellenpaket bleibt dabei wegen der Normierungsbedingung gleich (siehe
Abb.[1.4). Die Zunahme der Breit®x ist um so gofRer, je schmaler die urdprgliche BreiteAxp war,

weil dann die urspingliche Impulsbreite und damit die Unsafe der Gruppengeschwindigkeit beson-
ders grof} ist. Insgesamt sehen wir, dass die Lokalisierbarkeit des Teilchens im Laufe der Zeit abnimmit.
Das Gebiet, in dem es sich aufhalten kann, wird mit der Zégr.
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Abbildung 1.5:Unbestimmtheitsgrenzen der Teilchenbahn durch die Unscharferelation.

1.2.5 Gegeiberstellung Quantenphysik — klassische Physik

Wir wollen in diesem Unterabschnitt kurz zusammenfassen, was die klassische Physik von der Quan-
tenphysik unterscheidet. Wir haben bisher an vielen Beispielen vor allem den Welle-Teilchen-Dualismus
herausgearbeitet. Wir wollen diesen Dualismus hier zusammenfassend nochmals verdeutlichen, um die
Essenz der quantenphysikalischen Beschreibung herauszuarbeiten und um nochmals klarzumachen, dass
Wellen- und Teilchen-Modell keine widerdgmhlichen, sonderkomplemerire Beschreibungen der Na-

tur sind.

Klassische Teilchenbahnen — quantenphysikalische Wahrscheinlichkeitsdichten

In der klassischen Physik kann die Bewegung von TeilcheTeilithenbahnebeschrieben werden, die

bei bekannten Anfangsbedingungen und auf das Teilchen wirkenddteKim Prinzip @ir alle Zeiten
angegeben Werderbhnerﬁ In der Quantenphysik existiert durch die atdiche Unschrferelationen

eine prinzipielle Besckinkung der Berechenbarkeit der zeitlichen Entwicklung eines Systems. An die
Stelle der Angabe von exakten Bahnen einzelner Teilchen timrscheinlichkeitsaussagésiehe
Abb.[1.5 und Abschnift 1.3|1). Fernandert der Messprozess den Zustand des Mikrosystems entschei-
dend. Die Ortsunséife eines Teilchens entspricht der de Broglie WelagkeA = h/p. Wahrend diese
Wellenlange tir Mikroteilchen eine entscheidende Rolle spielt, ist &ieMakroteilchen mit groRer Mas-

se vernacldssigbar klein.

Interferenzerscheinungen

Fur Licht und mikroskopische Teilcherbknen Interferenzerscheinungen beobachtet werden. Die In-
terferenzerscheinungen bei Licht und Teilchenwellen resultieren aus der prinzipiellen Unkenntnis des
genauen Weges durch die Interferenzanordnung.

Fur makroskopische Teilcherdknen Interferenzerscheinungen nicht beobachtet werden. Dies liegt aber
an deren extrem kleiner de Broglie Well@nge und nicht an einer prinzipiellen physikalischen Ursache.

13Bei nichtlinearen Systemerahgen die Bahnen allerdings sehr empfindlich von den Anfangsbedingungen ab, so dass
bereits kleinsté\nderungen der Anfangsbedingungen zu exponentiell anwachsenden Abweichungen der Teilcheiibedmen f
(chaotische Bahnen).
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Abbildung 1.6:Die Rolle des Strahlteilers mit (a) und ohne (b) Interferenz.

Die Rolle des Messprozesses

Bei der quantenmechanischen Beschreibung der Messung von Ort und Impuls beeinflusst der Messpro-
zess den Zustand des zu messenden Systems.

Bedeutung der Quantenphysik fir das Naturverstandnis

Die Quantenphysik kann viele experimentelle Tatsachen (St Atome, Beugung von Elektronen,
Photoeffekt, Schwarzkperstrahlung) befriedigend beantworten. In ihrer Erweiterung zur Quantenelek-
trodynamik befinden sich ihre Aussagen illiger Ubereinstimmung mit allen bisherigen experimen-
tellen Ergebnissen.

Die Wahrscheinlichkeitsinterpretation und die Urédarelation in der Quantenphysik haben bedeutsa-

me philosophische Konsequenzen. Dasimilige Verhalten eines Mikroteilchens ist nicliilig durch

seine Vergangenheit bestimmt, wie dies ja in der klassischen Mechanik der Fall ist. Erstens kann der
Anfangszustand nicht exakt bestimmt werden und zweitens hat auch der Endzustand eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung um den von der klassischen Physik vorausgesagten Wert.

Ein wichtiger Aspekt betrifft auch die Rolle des Experimentators bei einem Messprozess. Durch die
Messung einer Gif3e beeinflusst der Experimentator immer die zu dieseR&komplemeifdre GoRRe.

Durch die Messung wird also der Zustand des Systeraadgrt. Dadurch kann das untersuchte System
nicht mehr getrennt vom Experimentator betrachtet werden. Mied, fwie durch folgendes Beispiel
gezeigt, zu erstaunlichen Ergebnissen:

Ein Lichtstrahl wird an einem Strahlteil&in zwei gleich intensive Teilstrahlen aufgeteilt und dann von
zwei DetektorerD; und D, analysiert (siehe Ablp. 1.6). Jeder der Detektor&hltzdie statistisch auf-
treffenden Photonen und misst im zeitlichen Mittel die gleiche Anzahl. Da ein Photon aber nicht teilbar
ist, kommt es entweder an Detektor 1 oder Detektor 2 an, d.h. &ssen statistisch verteilt entweder
von Sreflektiert oder durclstransmittiert werden. Jetzt wird ein zweiter Strahlteiler eingebracht. Durch
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unterschiedliche Phasendifferenzen durch die unterschiedlichen Laufwege der Teilstrahlerf in]Abb. 1.6b
beobachtet man nur eine endliche Intedts#tnD1 (konstruktive Interferenz), &ahrendD, keine Photo-

nen detektiert (destruktive Interferenz). Dies wird auch beobachtet, wenn die Lichtiatesusigering

ist, dass immer nur ein Photon sich in der ganzen Anordnung befindet. Es stellt sich dann die Frage,
woher die Photonen wissen, dass sie jetzt nur einen Vieglich zum Detektor 1 geheruden. Dieses
Experiment zeigt, dass man Photonen keinen Weg zuordnen kann, sondern nur eine Nachweiswabhr-
scheinlichkeit am Detektor. Eine Zuordnung des Wegésd@/Ax endlich machen und dadurch auch

eine endliche Impulsunsélfe der Photonen verursachen, die wiederum die Interferenzerscheinung be-
einflussen wirde.
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1.3 Grundlagen der Quantenmechanik

In den vorangegangen Abschnitten haben wir meist nur qualitatdezlegungen gemacht. Durch Ana-
logieschiisse haben wir eingbertragung des Wellenbilds auf Teilchen vorgenommen. Wir wollen uns
jetzt mit einer quantitativen Analyse befassen. Quantitdiiberlegungen zur Physik von Quantenteil-
chen ldnnen aber nur dann zu befriedigenden Resultatieren, wenn die Natur der betrachteten mikro-
skopischen Objekte in ihrem Unterschied zu den MakroobjekteiadBsichtigung findet. Dies geschieht

in derQuantentheorieEbenso wie das Veihdnis der verschiedenen Teilgebiete der klassischen Physik
ein Eingehen auf die Begriffssysteme und die Axiomatik der Newton’schen Mechanik, der Thermody-
namik und der Elektrodynamik erforderytnen die Gebiete der Quantenphysik nicht loggelon der
guantentheoretischen Betrachtungsweise verstanden werden. Wir wollen deshalb in diesem Abschnitt
die Grundgedanken und Begriffe d@chtrelativistischen Quantenmecharisiriegen, mit der viele von

der klassischen Vorstellung abweichende Eigenschaften von Atomen, iletelind auch Elementar-
teilchen erkért werden Bnnen.

Wir werden uns im Wesentlichen auf die Satlinger-Darstellung der Quantenmechanik, der so ge-
nannten Wellenmechanik besahken. Die Sclirdinger-Gleichung ist nicht Lorentz-invariant, d.h. sie
beschreibt nur nichtrelativistische Teilchen. Gewisse Eigenschaften von Quantenteilchen, speziell im
Zusammenhang mit deren magnetischem Verhalten, werden durch diese nichtrelativistische Beschrei-
bung nicht richtig wiedergegeben. Das relativistische Pendant zué@olger-Gleichung ist di®irac-
Gleichung Ihre Losung ist allerdings mathematisch viel aafvdiger und wir wollen hier darauf nicht
eingehen. Wir werden uns mit dem Sgtinger-Formalismus zufrieden geben und wenden notwen-
dige relativistische Korrekturen nachglich an. Es sei hier aber darauf hingewiesen, dass die Dirac-
Gleichung ganz grundlegende Eigenschaften von Quantenteilchen wie etwa den Spin und die Existenz
von Antiteilchen beinhaltet. Dies zeigt deutlich, dass die Forderung nach Lorentz-Invarianz eine funda-
mentale Bedingunglif die richtige Beschreibung der physikalischen Zusamraegé ist.

Wir haben bereits gesehen, dass wir wegen der Wrgatelation Ort und Impuls eines mikroskopi-
schen Teilchens nicht mit beliebiger Genauigkeit gleichzeitig angebendn. Anstelle der klassischen
Teilchenbahn, dieifr einen Massenpunkt durch eine wohldefinierte Raumk(tedargestellt werden

kann, tritt die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zu einem Zeitptimkteinem VolumenelemertV zu

finden. Wir werden sehen, dass das eigentlich Neue an der Quantenphysik die Beschreibung von klas-
sischen Teilchen durch eine so genarfiistandsfunktioneist. Die deterministische Beschreibung der
zeitlichen Entwicklung von Ort und Impuls wird dabei ersetzt durch eine statistische Beschreibung, in
deren Rahmen man lediglich Wahrscheinlichkeiténdie Ergebnisse von Messungen angeben kann.
Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, wie die Zustandsfunktion berechnet werden kann. Wir werden
ferner anhand von einfachen Beispielen die physikalischen Grundlagen der Quantenmechanik und ihre
Unterschiede zur klassischen Mechanik illustrieren.

1.3.1 Schpdinger-Gleichung und Materiewellen
Die Schrodinger-Gleichung

Ausgehend von der Existenz der Materiewellen §awin Schrodinger im Jahr 1926 durch gewisse
Analogieschilisse zur Wellenoptik den Anstol3 zur Entwicklung Wéllenmechanikndem er zuachst
versuchte, eine klassische FeldtheoiieQuantenobjekte zu entwickeln. Nach Satinger kbonnen Ma-
teriewellen durch die welledfmige Ausbreitung eineZustandsfunktion¥(r,t) beschrieben werden,
wobei fur diese analog zur Wellenoptik die Beziehungen
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WYr,t) = Aexpi(k-r—owt)] = Aexp[iﬁ(p-r—Et)] (1.3.1)

gilt.

Wir betrachten zuéchst den Fall eines freien Teilchenis; tlas die potentielle Energig,o: gleich Null
ist und deshallE = Eyjn gilt. Aufgrund der Analogie zur Wellenoptik liegt es ferner nahe, von der
Wellengleichung

Y-~ _ = 0 (1.3.2)

fur Wellen mit der Phasengeschwindigkeit auszugehen. Bei statiaren Problemen, bei denprundE
nicht von der Zeit abaingen, &sst sich die Wellenfunktion in einen vom Ort dblgigen Anteil(r,0) =
Aexp(ik -r) und einen von der Zeit adngigen Phasenfaktor expiwt) aufspalten, so dass wir

Yr,t) = W(r,0) exp(—imt) (1.3.3)

schreiben knnen. Geht man mit diesem Ansatz in die Wellengleichung, stertan wegen

2 2
5 [0} p 2mEqn 2mo
k:VTph:?: P = R (1.3.4)
die Gleichung
Ry — ey — _2MEin (1.3.5)
ﬁZ

Im allgemeinen Fall kann sich das Teilchen in einem PoteNzizwegen. Ist das Potenzial konservativ,
so kdnnen wir jedem Raumpunkt eine potentielle Enekg zuordnen, wobei die Gesamtenerfie-
Exin + Epot konstant ist. MitEyjn = E — Epot erhalten wir dann au@.S) dstatioriire Schodinger-
Gleichunf}’

2
<_zﬁmDZ+Epm> W(r) = EW(r) (1.3.6)

1piese Gleichung stellt das quantenmechanische Analogon zum EnediggsatEpot = E dar.
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Differenziert man[(1.3]1) partiell nach der Zeit, sod@thman

iﬁiwmu = Exn W(r,1) | (1.3.7)

woraus wir mit [1.3.p) die zeitaldimgige Gleichung

miwuo——-ﬁmwun (1.3.8)
ot 7 T 2m e =

Fir nichtstatioére Probleme (d.HExin = Exin(t) und p = p(t)) lasst sichkd?W¥/adt? nicht mehr als- w?W
schreiben und damit aus der Wellengleichuagdie Materiewelleniir Teilchen herleiten. Scbdinger
postulierte nun, dass auch bei einer zeitaigigen potentiellen Energie die Gleichung

miwan-— —Eﬂhf (r,t) ) W(r,t) (1.3.9)
ot T 2m R ’ "

gelten soll. Diese allgemeineeitabliingige Schiddinger-Gleichungwurde von Schidinger erstmals
1926 angegeben (siehe hierzu auch Physik 1. Sie ist mittlerweile duréthlige Experimente besigt
worden und stellt die Grundgleichung der Quantenmechanik dar.

Es sei hier auf einige wichtige Sachverhalte hingewiesen:

e Erstens ist festzuhalten, dass die Sdinger-Gleichung eine Differenzialgleichung erster Ord-

nung in der Zeit und zweiter Ordnung im Ort ist. Ort und Zeit werden deshalb nicht gleichwertig
behandelt. Sie kann daher nicht relativistisch invariant sein. Dies verwundert uns nicht, basierte

doch unsere Motivation der Saitinger-Gleichung auf der nicht-relativistischen Energie-Impuls
Beziehunge = p?/2m. Relativistische Verallgemeinerungen der Safinger-Gleichung wurden

relativ frih vorgeschlagen. Dabei boten sich zwei Wege an. Es galt entweder eine Gleichung zu fin-

den, die nur zweite Ableitungen eidh (Klein-Gordon-Gleichung), oder aber eine Gleichung die
sich auch beim Ort mit den ersten Abbleitungen liggr(Dirac-Gleichung). Beide Wege haben
physikalisch ihre Berechtigung undHren auf Wellengleichungeriif Bosonen und Fermionen.
Diese Gleichungen, digbrigens automatisch die Antiteilchen sowie den Spin implizieren, sollen

hier nicht diskutiert werderiiplicherweise werden diese Gleichungen in den Theorievorlesungen

zur Quantenmechanik diskutiert).

e Ein zweiter wichtiger Punkt ist, dass die Setinger-Gleichung die Masse als Parameterahth
Sie bezieht sich daher auf ein System, in dem die Teilchenzahl erhalten ist.

o Drittens entlalt die Schédinger-Gleichung explizit die ®Reh. Dies ist bei der Wellengleichung
des elektromagnetischen Feldes nicht der Fall (verglejche(1.1.1)).

¢ Im Unterschied zur linearen Dispersionsrelatio(k) = ck elektromagnetischer Wellen giltif
Materiewellen wegef = ho = p?/2mund p = hk einequadratische Dispersionsrelatian(k) =
(h/2m) - k2.
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Erwin Schrodinger (1887 -1961), Nobelpreisiir Physik 1933:

Erwin Schrodinger wurde am 12. August 1887 in Wien geboren. Nach der
Schulausbildung am k. u. k. Akademischen Gymnasium in Wien studie
Schibdinger Mathematik und Physik in Wien. 1910 wurde er mit einer A
beit “Uber die Leitung der Elektrizit auf der Oberfiche von Isolatoren an
feuchter Luft” promoviert und begann als Assistent am 2. Physikalischen |
tut der Universiat Wien. Hier habilitierte er sich im Jahre 1914. Anschliel3e
nahm er als Offizier der Festungsartillerie am ersten Weltkrieg teil. Nach
reren Aufenthalten an verschiedenen deutschsprachigen UriwensiiWien
und Jena, Dozent; Stuttgart, Extraordinarius; Breslau, Ordinarius) ging er
an die Universit Zirich undiibernahm nach Albert Einstein und Max vo
Laue den Lehrstuhlifr Physik. Am 1. Oktober 1927 folgte er einem Ruf a
den Lehrstuhl @ir Theoretische Physik der UniveiitBerlin und wurde so-
mit Nachfolger von Max Planck. Die Machtergreifung Hitlers im Jahre 19
war fur Deutschland nicht nur in politischer, sondern auch in wissenscha
cher Hinsicht ein Wendepunkt. In den ersten Wochen des Naziregimes
den tausende Gelehrte infolge politscher und rassischer Verfolgung aus i
Amtern entlassen. Die Zerschlagung Berlins als physikalische Hochburg
nerseits, eine zutiefstingerlich-humanistische und antifaschistische Grundhal-
tung Schédingers andererseits, veranlassten ihn im Oktober zur Emigration nach Oxford. Kurz darauf erhielt er die
Nachricht, dass ihm zusammen mit dem Emgler Paul Dirac der NobelpreigrfPhysik des Jahres 1933 (in Aner-
kennung der Entdeckung und Anwendung neuer fruchtbarer Formulierungen der Atomtheorie) zugesprochen worden
war. Nach drei Jahren des Exils zog es ihn 1936 an die Uni@ef3iaz. Nach Anschlu@sterreichs an Hitlerdeutsch
land im Jahre 1938 wurde Sdéftinger aber frist- und pensionslos aus dem Grazer Ordinariat entlassen, worjach er
fluchtartig das Land verliel3. Nach Aufenthalten in Oxford und Belgien ging er im Oktober 1939 an das Institute for
Advanced Studies in Dublin, wo er bis 1958ig war. Im April 1956 kehrte er nach Wien zigk, trat wenige Tage
nach seiner Ankunft ein “ad personam Ordinariat Theoretische Physik” an. 1957 erfolgte Siingers Emeri-
tierung. Er schied aber erst nach einem so genannten Ehrenjahr 1958 aus dem Dienst aus. Seine letzten Lebensjahre
verlebte er relativ ziirckgezogen im Alpendorf Alpbach, in Tirol.

Erwin Schibdinger verstarb am 04. Januar 1961 in Wien.

e Gleichung [(1.3J6) und (1.3.8) sind lineare homogene Differentialgleichungen. Desivailerk
verschiedene @isungen lineatiberlagert werdenSuperpositionsprinzjp Das heif3t, sind; und
W, Losungen der Schdinger-Gleichung, so ist es auédh = a¥; + bWs.

e Schlief3lich ist die Sclidinger-Gleichung komplex und damit auch derdislingen. Zwar hat
auch die Wellengleichung des elektromagnetischen Feldes kompbsxegien, wir knnen aber
immer reelle physikalische Wellenfelder durch Linearkombinationen ert@ﬂmPhotonenbild
impliziert dies die Kombination von Quanten mit entgegengesetzten Impulsen.

Die Schidinger-Gleichung wurde aus Analogiebetrachtungen gewonnen. lhre echte Bedeutung wird erst
durch die folgenden Abschnitte deutlich. Durch den Gidrezgandh — 0 kdnnen aus der Sobdinger-
Gleichung die Gesetze der klassischen Mechanik hergeleitet werden. D.h. es kann immer dann die klas-
sische Mechanik Anwendung finden, wenn Wirkungen von déf¥&nordnung der Planck-Konstanten
vernachlssigbar sind. Damit ist die klassische Mechanik ein Grenzfall der Quantenmechanik und nicht
umgekehrt. Die Gesetze der Quantenmechaditaken also nicht aus denjenigen der klassischen Mecha-

nik heraus begmdet werden.

15Die komplexe Schreibweise der elektromagnetischen Wellen ist nur zur Vereinfachung der Winkelfunktion und deshalb
lediglich eine mathematische Bequemlichkeit aber kein@énate Eigenschaft. Die komplexe Natur der Zustandsfunktion
W(r,t) spiegelt wider, das¥(r,t) nicht die reale physikalische Bedeutung zukommt wie etwa der elektrischen &rkédst
E(r,t).
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Ldsungen der statiorren Schrodinger-Gleichung

Fur einige einfache, eindimensionale Probleme (z.B. Teilchen im unendlich hohen Potenzialtopf und
harmonischen Oszillatorpotenzial, Durchgang durch Potenzialschwelle) wurdenodienden der
Schibdinger-Gleichung bereits in der Physik Il abgeleitet. Auf eine Diskussion digssirigen wird
deshalb hier verzichtet.

Die Interpretation der Zustandsfunktion

Bisher wissen wir nur, dass die Zustandsfunkti(r,t) eine Losung der Sclidinger-Gleichung ist.
Wie aber muss diesedsung physikalisch interpretiert werden? Die erste Interpretation gab@ober
selbst und basiert auf dem Begriffsbild der klassischen Physik. Die Wellenoptikiygtksmlich mit
dem Absolutquadrat der Amplitude&|? = E*E die Intensiat einer Welle. Es stellte sich deshalb die
Frage, ob nicht auch die GRe|W|? = W*W einer messbaren Eigenschaft des mit der Zustandsfunktion
beschriebenen Quantenobjekts zugeordnet werden kann. Um diese Frageenuy Knnen wir einen
Teilchenstrom voneinander unabigiger, nicht wechselwirkender Teilc@rbetrachten und uns die
Frage stellen, wie viele ObjektiN sich zu einer bestimmten Zdiin einem bestimmten VolumedV
befinden.

Wir haben bereits in Physik Ill gesehen, dass wir aus derdamger-Gleichung eine Art Konti-
nuitatsgleichung

;pT+V.JT = 0 (1.3.10)
mit
J = L_(Lu*vw+wvw*) (1.3.11)
2mi
und
pr = |W(r,t)]? =W (r,H)¥(r,1) (1.3.12)

ableiten lbonnen. Interpretiert mady als Teilchenstromdichte, das heil3t den Teilchenstrom durch die ein
VolumendV einschlieRende Obeifthe, dann entsprictjt (1.3]10) der Kontiétsgleichung der Elektro-
dynamik. Die GolRept = W*W entspricht dann der Teilchenzahldic@e.

18pie Schibdinger-Gleichung entit keine Wechselwirkungsterme.
17Man erkennt dies, wenn man (1.3, iler ein endliches Volumen integriert

P
/DJTdV: —ﬁ/mdv
\% \

und das linke Integral mit Hilfe des Gaul3schen Satzes in ein @bbehintegraliber die das Volumen umschlieRende Ober-
flacheA Giberfihrt: 5
J =—= .
7{ TdA= -5 / prav.
A \Y

Das rechte Integral gibt die zeitlictinderung der Teilchenzahl im Voluma&han. Diese kann nur durch einen Teilchenfluss
durch die das Volumen umschlieRende Ofgetie erfolgen. Deshalb git eine Teilchenstimung undt eine Teilchendichte
an.
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Max Born (1882 - 1970), Nobelpreisiir Physik 1954

Max Born wurde am 11. Dezember 1882 in Breslau geboren. Als Sohn ei-

ner wohlhabenden Familie konnte er sein Studium, frei von Geldsorgen, t‘ ; T
anlegen. So orientierte er sich Aafst in Breslau, Heidelberg undich in % '
diversen Studierigngen, bis er 1904 ein Mathematikstudium igttBigen be- &
gann. Nach der Promotion im Jahre 1906 bildete er sich in Breslau und Cam-
bridge in Physik weiter. 1908 kehrte er an die Univéts@ottingen zuiick und
habilitierte sich 1909. Er untersuchte 1912 theoretisch diglithen Schwin- i
gungen der Atome in einem Gitter und leitete daraus den Verlauf der speziz s ﬁ
fischen Warme als Funktion der Temperatur mit Benutzung der Quantenthe: ﬁ S

rie ab. Albert Einstein hatte schon mit einer sehr groben Annaiipes die
Schwingungen den Verlauf bei tiefen Temperaturen dargestellt, doch die?ﬁ
gebnisse von Max Born entsprachen den Messungen viel besser. 1914 wurde er
an die Universit Berlin als auRerordentlicher Professmrtheoretische Physik &
und kinetische Theorie festerdifper berufen. Durch sein Buch “Dynamik de
Kristallgitter”, das 1915 erschien gilt er als Bégder der Kristallgittertheo-
rie. 1918 vereinbarte er mit dem in Frankfurt in einer vergleichbaren Stell
wirkenden Max von Laue einen Tausch der Leling. So wechselte Max von
Laue 1919 an das Kaiser Wilhelm InstitiitrfPhysik in Berlin und Max Born
nach Frankfurt. Hier war Otto Stern Privatdozent und wurde Borns Assistent.
1921 erhielt er einen Ruf an die UnivegdiGottingen. Hier arbeitete er mit James Franck und Robert Pohl zusam-

men. Gemeinsam mit seinen Assistenten verfasste er 1925 eine umfassende Theorie der atomaren Erscheinungen,
der so genannten Quantenmechanik. Mit der Mialohitnahme durch die Nationalsozialisten in Deutschland wuirde

er 1933 aufgrund seineiiflischen Abstammung zwangsweise beurlauber Zwischenstationen iniltirol, Indien
und Cambridge erhielt er 1936 einen Ruf nach Edingburgh. 1939 erhielt er die britische Bgatsthaft. 1953 trat
er von seinem Lehrstuhl zikck und kehrte 1954 nach Deutschlandimk Im selben Jahr wird er mit dem Nobel-
preis fir Physik fir seine Arbeiten zur Quantenmechanik und Kristallgittertheorioe ausgezeichnet. Seine Arbeiten
Uiber die Quantentheorie werden jedoch von seinem Freund Albert Einstein nicht anerkannt.

Am 5. Januar verstirbt er in @tingen.

Aus der eben beschriebenen Interpretation der Zustandsfunktion ergeben sich aber Wikergpr
Erfahrung. Betrachtet man z.B. einen Strom von Elektronen, sdkrdim VolumenAV die Ladung
Ag=eW*WAV. Es Bsst sich aber stets eV finden, so dasq < ewird, d.h. ein Ergebnis, das dem ex-
perimentellen Befund der Existenz der Elementarladung widersprichtalnliche Widersprche trifft

man bei der Analyse von Elektroneninterferenzen (z.B. Beugung am Doppelspalt) Ubiedegungen
zeigen, dass die Zustandsfunktion nicht im klassischen Sinne als Feldfunktion verstanden werden kann
und damit das Geschehen im Quantenbereich nicht in einem klassischen Wellenbild zu beschreiben ist.
Die Zustandsfunktiot stellt zwar beiglich des mathematischen Formalismus ein Feld dar, physika-
lisch fehlen abek’ wesentliche Eigenschaften, die ein Feld charakterisiékeist insbesondere keine
physikalische Gif3e und damit auch nicht, wie dgfeine Feldgif3e in jedem Raumpunkt zu fordern ist,
messbar. Wir stellen also fest, dass die Interpretatior¥oH als Teilchenzahldichte zu Widergmhen

mit der Erfahrungiihrt.

Wir haben bereits wiederholt darauf hingewiesen, dass im Quantenbereich weder ein Teilchenbild noch
ein Wellenbild allein ausreichend ist. Sérknen Beugung und Interferenzerscheinungen von Elektro-
nen oder Neutronen nur im Wellenbild gedeutet werden. Photoeffekt oder Compton-Effekt dagegen nur
im Teilchenbild. Weiterhin zeigten Doppelspaltexperimente mit Photonen oder Elektronen (siehe Phy-
sik 111), dass diese zwar mit sich selbst interferierémien, aber immer nur als ganzes von einem Detek-

tor registriert werden énnen. Es muss deshalixrfden Quantenbereich ein Modell entwickelt werden,

in dem nur die der Quantenwelt angepasstageZder beiden klassischen Modellvorstellungen enthalten
sind. Die Doppelspaltexperimente zeigen, dass im Quantenbereich grziiatsnur Wahrscheinlich-
keitsaussagen gemacht werdémken. Es ist deshalb naheliegend, die ZustandsfunktioachMax

Born (1926) alsWahrscheinlichkeitsdichteamplitu@efzufassen. Der Ausdru¢k*WdV gibt dann die
Wahrscheinlichkeit ddéifr an, dass man das Quantenobjekt zur Zéim VolumendV findet. Da das

2003



28

R. GrRosSS Kapitel 1: Einfuhrung in die Quantenphysik

Quantenobjekt sich irgendwo im Raum befinden muss, ergibt sich daradsiiéerungsbedingung

oo -+
/w*wdv = /yw\zdv = 1. (1.3.13)

Wir erhalten damit folgende Interpretation der Zustandsfunktion:

|W(r,t)|? ist die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, dass man bei einer Ortsmessung zur
Zeit t das Quantenobjekt am Ort r findet. Fir die Wahrscheinlichkeit W(r,t)dV das
Quantenobjekt zur Zeitt im Volumen dV zu finden gilt:

W(r,t)dv = |¥(r,t)|?dV . (1.3.14)

Die statistische Interpretation der Zustandsfunktion darf nun nicht so interpretiert werden, dass man mit
einemTeilchen Statistik treiben kann. Vielmehr wird aus den Wahrscheinlichkeitsaussagen auf den Zu-
stand einer Vielzahl von gleichartigen, nicht wechselwirkenden Quantenobjekten, d.h auf den Zustand
einerguantenmechanischen Gesamtigeischlossen. Diese statistische Deutuagttder Tatsache Rech-
nung, dass die experimentellen Ergebnisse Mittelwidner viele Einzelereignisse sind.

Energieeigenwerte und Eigenfunktionen

Die zeitliche Anderung eines quantenmechanischen Systems wird durch diédBuer-Gleichung
(1.3.9) bestimmt. In vielen&len interessieren aber nur statioe Zusénde. Dies gilt insbesondere dann,
wenn das Potenzidl(r) nicht explizit zeitbahngig ist. In diesem Fall faktorisiert diedsungsfunktion
in einen orts- und zeitatdmgigen Anteil, d.h. sieakst sich als Produlk¥(r,t) = W(r,0) exp(—iwt)
schreiben (siehe Physik IIl). Die statiéren Zushinde werden durch die komplexe Amplitudkér) der
Zustandsfunktiort¥(r,t) beschrieben, die destatioraren Schodinger-Gleichungoder Energieeigen-
wertgleichung

ﬁ2
<—2mA+Epot(r)> Wr) = EW(r) (1.3.15)

gehorcht.

Die Energieeigenwertgleichung hat vielfach nur bestimmte, diskret liegende Wellg der Energie
physikalisch sinnvolle bisungen. Dies resultiert daraus, dass disungsfunktionetVy zusatzlichen
Bedingungen (Randbedingungen) unterliegen. Dadurch werden die Eigenfunktionen und Energieeigen-
werte des Systems bestimmt:

Die speziellen Energiewerte Ey, fiir die stationare Losungen der Energieeigenwertglei-
chung existieren, heil3en Energieeigenwerte, die zugehorigen Lésungsfunktionen Wy
Eigenfunktionen.

Es sei hier ohne Beweis festgehalten, dass die zu verschiedenen EnergieeigeBweripigetbrenden
Eigenfunktionert?y und¥, zueinandeprthogonalsind. Bei entsprechender Normierung gilt also
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Joo
/ WrpdV = b . (1.3.16)

Dies qilt allerdings nur dann, wenn zu jedem Energieeigenigertur eine EigenfunktiotVy existiert.
Dies kann, muss aber nicht der Fall sein. Aus diesem Grund wird der BEgtdftungeingefihrt:

Existieren zu einem Energieeigenwert Eyx die m linear unabhangigen Eigenfunktionen
Yy (i=1,2,...,m), d.h. existieren m Eigenfunktionen, fir die

m

Zf‘w"‘ — 0 (1.3.17)

nur dann gilt, wenn samtliche ¢; = 0 sind, dann heif3t der Eigenwert (m—1)-fach entartet.

Die zu einem(m— 1)-fach entarteten Eigenwert gitenden Eigenfunktionen lassen sich wegen ihrer
linearen Unabéngigkeit orthogonalisieren und normalisieren. Die Gesamtheit aller orthonormierten Ei-
genfunktionen bildet eirollstindiges Funktionensystemach dem die Zustandsfunktion entwickelbar
ist:

(o)

wr,t) = Z)Ck(t)wk(r) (1.3.18)

k=

Gegeniberstellung von klassischer Welle und quantenmechanischer Zustandsfunktion

In Tabelle[ 1.2 sind einige wichtige Eigenschaften der quantenmechanischen Zustandsftktton
den entsprechenden Eigenschaften einer klassischen Welt¢ nochmals gegéibergestellt.

1.3.2 Operatoren

Im vorangegangenen Abschnitt wurde zur Beschreibung von Quantenteilchen diédiSgér-
Gleichung abgeleitet. Aus ihrerdsung lassen sich statistische Aussaigieer die Energiezuésde von
Quantenobjekten machen. Um die Tatsache zu unterstreichen, dass sich bei der Messung an einem mikro-
skopischen Objekt dessen Zustand selbst beeinflusst wird, haben wir den Béaysikalische GolRe”

durch den Begriff‘Observable” ersetzt. Unetr einer Observabl&nwverstehen wir eine beobachtbare,
durch eine Messvorschrift definierte physikalisch@@. Der Formalismus der Quantenmechanik ver-
setzt uns in die Lage, Angabéiber die bei der Messung einer Observabdeprinzipiell moglichen
Messwerted; zu machen undber den zu erwartenden Messwert statistische Aussagen zu treffen. Hierzu
istin der Quantenmechanik die Verwendung @eratorernzur Beschreibung von Observablen charak-
teristisch. Die in der klassischen Physikliche Auffassung von einer physikalischendGe als einer
reellen Funktion anderer physikalischeroBe, z.B.Ey, = f(p) = p?/2m, ist dafir zu eng, weil eine
reelle Funktion nur reelle Zahlen miteinander vergft. Deriibergeordnete Begriff Operator beschreibt
dagegen die Zuordnung zwischen zwei Teilmengen aus zwei beliebigen abstraktaemir

In der Schoédingerschen Wellenmechanik geht man davon aus, dass der Zustand eines Systems durch ei-
ne komplexe Zustandsfunktiék beschrieben werden kann. Die Zustandsfunktion stellt aber selbst keine
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Klassische Welle guantenmechanische Zustandsfunktion
GroRRe, die sich wellerdfrmig ausbreitet Zustandsfunktion
f(r,t) = fo(r) expiot] W(r,t) = Wo(r) expiot]
Dispersionsbeziehung Dispersionsbeziehung
2 w?  4n? 2 = 2mE-V) 2me
R ]
Wellengleichung Schidinger-Gleichung
1 9%f h? d
PPf- 5 -5 = 0 —0%— iho- W =
V;2)h 502 <2mD V> qJ—Hﬁat Yy 0
statiorére Wellengleichung statiorére Schidinger-Gleichung
2 2 2m
O°fo+kfo = 0 DzllJo—i—?(E—V) Y =0
fo ist als Amplitude der Welle eine messbar&’y kann als Wahrscheinlichkeitsamplitude
GroRe keiner messbaren GRe zugeordnet werden
|f|? ist proportional zur Intensit |W|?dV ist die Wahrscheinlichkeit d&f, das
Quantenobjekt im VolumenelememtV zu
finden

Tabelle 1.2:Gegeniberstellung der Eigenschaften einer klassischen Welle und der quantenmechani-
schen Zustandsfunktion.

physikalische Gil3e bzw. Observable dar, sondern wird vielméber die Schidinger-Gleichung mit

der physikalischen Begriffswelt verldpft. Im mathematischen Formalismus der Quantenmechanik wird
nun jeder physikalischen Observablarein Operaton& zugeordnet, der auf die Wellenfunktion wirkt,
um eine ndglichst allgemeine und zweckiflige Beschreibung zu erhalten. Wir werden weiter unten
noch sehen, dass aus physikalische@ar@en nur lineare hermitesche Operatoren in Frage kommen. Die
Eigenwerte dieser Operatoren sind dann reell und mit den den experimentaligichen Messwerten
einer Observablen identisch.

Bevor wir einzelne Operatoren diskutieren, wollen wir uns an den klassischen Hamilton-Fornfilismus
erinnern. Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen eines mechanischen Systems lauten

G . JdH api _ JH

= 3= 35 i =1,23,...,f, (1.3.19)

18william Rowan Hamilton (1805 - 1865).
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wobeig; und p; die verallgemeinerten Lage- und Impulskoordinaten fidie Anzahl der mechanischen
Freiheitsgrade sind. Didamilton-Funktionist durch

f
G
H(gi,pi,t) = =, Pi—L(gi,dqi/dt,t) (1.3.20)
2, a

gegeben, wobdi die Lagrange-Funktidh]

L(gi,dqi/dt,t) = Exin <aaczl(t),...,aaclf(t)>—Epot(ql(t),...,Qf(t)) (1.3.21)

ist. Liegen nur konservative lfte vor, dann isH mit der Gesamtenergig identisc@

Um von der klassischen Beschreibung zu einer zwédkigen Darstellung der GesetaBigkeiten im
Bereich der Quantenphysik zu gelangemren wir folgende Operatoren ein:

pi = —iﬁ;qi Impulsoperator (1.3.22
G = q Ortsoperator (1.3.23
H = H(G,pit) Hamilton-Operator (1.3.24
E = —iﬁgt Energieoperator (1.3.25)

Der Energieoperatdf = iﬁ% reprasentiert in der Quantenmechanik die Observable Energibrend
der Hamilton-Operator ihren funktionellen Zusammenhang mit dem Orts- und Impulsoperator des Ob-
jektes darstellt.

Nach der obigen Definition sind einem freien Mikroobjekt£ 3) der Impulsoperator

I A R A
b = BB+ Z_—|ﬁ<ax+ay+az) _ AV (1.3.26)

und der Operator der potentiellen Energie

Epot = V(1) (1.3.27)

zuzuordnen. Damit erhalten wir aus der klassischen Hamilton-Funktion als Hamilton-Opératasf
Quantenobjekt im nichtrelativistischen Grenzfall

1930seph-Louis Lagrange(1736 - 1812).

20Dje Hamilton-Funktion eines Teilchens mit Impysder kinetischen Energig, = p2/2m und der potentiellen Energie
Epot schreibt sich demnach nach dem Energieerhaltungssatz der klassischen Mechaik p2/2m+ Epot.
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_ P2 - h?

Damit lassen sich die Sabdlinger-Gleichung (1.3}9) und die Energieeigenwertgleichung (1.3.15) in Ope-
ratorschreibweise als

Hw — Ew (1.3.29)
AW, = E.W (1.3.30)

ausdiicken. Wir gewinnen also die Sdédinger-Gleichung aus den Gesetzen der klassischen Physik,
indem wir die klassische Hamilton-Funktion durch den Hamilton-Operator ersetzen und diesen entspre-
chend [(1.3.29) auf die Zustandsfunktion anwenden. Dieses Vorgehen erschéichstuiormal, kann

aber auf jede beliebige Observable erweitert werden.

Zur praktischen Handhabungissen wir nairlich jeder ObservableA auch den zugeirigen Operator

A zuordnen knnen. Dabei nutzen wir aus, dass jedes mechanische System durch Angabe seiner Orts-
und Impulskoordinaten bestimmt ist und man aus der klassischen Physik zuimgstef physikalische

GroRe die FunktiorA(p;, gi,t) kennt. Mit dieser Funktion erhalten wir den zu@elgen quantenmecha-
nischen Operatdiber die Vorschrift

A = AP.G.t) . (1.3.31)

Aus der klassischen Definition des Drehimpuleebezogen auf den Nullpunkt= 0) eines Teilchens
mit Massemund Geschwindigkeit

L = mrxv)=rxp (1.3.32)

folgt Gber die Vorschrift[(1.3.31) mit der Definition des Impulsoperatordatehimpulsoperator

L = —if(rxVv). (1.3.33)

In kartesischen Koordinaten édhman

~ . ) d
~ , ) J
= , J J
L, = _Iﬁ<x8y _y8x> (1.3.36)

In TabeII sind einige physikalisched®enA mit ihren zugebrigen Operatoreﬁ zusammengefasst.
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Physikalische GrozeA Operator A
Ortsvektor r T

potentielle Energi€pot Epot=V(r)
kinetische Energi&in Exin = — 1 V2
GesamtenergiE = Eyin + Epot H= —%DZ +V(r)
Impulsp p=—ihVv
DrehimpulsL L = —if(r x V)
z-Komponente des Drehimpulsks L= —iﬁ(x% - y%)

Tabelle 1.3Physikalische MessgréRen mit inren Operatoren im Ortsraum.

1.3.3 Erwartungswerte

Bei der Beschreibung der statistischen Eigenschaften eines Vielteilchensystems benutzt man in der klas-
sischen Physik zur Definition von Mittelwerten den Begriff darteilungsfunktionSo wird z.B. die
mittlere Geschwindigkeit eines Systems von Teilchen mit einer Geschwindigkeitsverteifgwgdurch

j‘o v- f(v) dv 4

v =" - [vifWvdv (1.3.37)
J f(v)dv V=0
v=0

gegeben. Hierbei gibt(v)dv die Wahrscheinlichkeit daf an, dass ein Teilchen eine Geschwindigkeit
im Geschwindigkeitsintervall zwischerundv+ dv besitzt. Das Integral dieser Wahrscheinlichkeger
alle Geschwindigkeiten muss figlich eins ergeben. Analogdkinen wir derMittelwertvon v oder das
mittlere Geschwindigkeitsquadrati

v o= /vz-f(v)dv (1.3.38)

0

angeben.

In der Quantenmechanik wird die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen im Intervall zwiscled r + dr
zu finden, durchW¥(r)|? bestimmt. Wir kbnnen deshalb den Mittelwert

Jrowempav e .
- = [rwmPav = [wiway (1.3.39)
[ wmeEay “

—00

=
I
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als Erwartungswertfir den Ortr eines Teilchens auffassen. Da durgh (1.3.39) also kein Mittelwert
sondern ein Erwartungsweiirfeine Observable definiert wird, werden wir die Schreibweise

ry = /w*?w v (1.3.40)

fur den Erwartungswert verwenden. An Stelle der exakten Ortsangabe in der klassischen Physik tritt in
der Quantenphysik also eine Wahrscheinlichkeitsangabe. Machen wir eine Reihe von Messungen des
Ortesr eines Teilchens, das durch seine staiienZustandsfunktio(r) beschrieben wird, so erhalten

wir eine Verteilung der MessgRer um den Mittelwert. Wichtig ist, dass diese Verteilung nicht durch
statistische Messfehler zustande kommt, sondern durch die Tatsache, dass der Ort des Teilchens aufgrund
der Unscharferelation eine endliche Unsatie Ar > h/Ap besitzt.

Allgemein erhalten wiriir den Erwartungswert einer Observabkemit der Zustandsfunktiok’(r) den
Ausdruck

(A = /w*Aquv, (1.3.41)

wobeiA der zur physikalischen ObservabIArzugeordnet@peratorheiB Wir kdnnen also folgende
allgemeine Definition geben:

Der Erwartungswert einer physikalischen Messgrof3e (Observablen) eines Teilchens ist
der Mittelwert dieser Grol3e, gebildet mit der Zustandsfunktion des Teilchens.

Der Erwartungswert der Observal#lém Zustand¥ repiasentiert den Mittelwert der Messwerte dieser
Observablen an einem System, das sich im Zustbefindet.

1.3.4 Eigenwerte und Eigenfunktionen

Wir haben bereits bei der Diskussion der Sutinger-Gleichung die Begriffe Energieeigenwerte und
Eigenfunktionen eing&hrt. Wir wollen diese Diskussion jetzt auf beliebige Operatoren erweitern. Wenn
bei der Anwendung des Operatoksauf eine ZustandsfunktioWy sich diese Funktion bis auf einen
konstanten Faktofy reproduziert, d.h. wenn

AW, = AW, (1.3.42)

21 Bewegt sich z.B. ein Elektron, dass durch die Zustandsfunkiéddweschrieben wird, in einem elektrostatischen Potenzial
¢(r), so konnen wir seine mittlere potentielle Energie zu

[

(Epo) = —€ [ WH(D)$(RW(r) AV

—o00

angeben.
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gilt, so nennt nennen wir die FunktidH eine Eigenfunktionzum Operator A und die Konstantey
einenEigenwert In diesem Fall folgt au$ (1.3.41)

B = [Widwav = A [ Wy = Ac. (1.3.43)

Wir sehen also, dass der Erwartungsweitdes Operatoré gebildet mit seiner Eigenfunktio#y gleich
dem Eigenwerfy ist, welcher wohldefiniert und “scharf” ist. Die quadratische Schwankung

00 (o] 2
(A2 — (A2 — / WrAZWY, dV — ( / WA, dv)
700 ) [o0] 2
= /w;A-Awk dv — AZ (/w;wkdv)

(o] 00 2
_ Aﬁ/w;wde—Aﬁ (/wwmv)

=0 (1.3.44)

wird in diesem Fall Null, daf W;W¥, dV = 1. Nun gilt ganz allgemeiniii die mittlere quadratische
Abweichung einer MessgRe von ihrem Mittelwert

DA% = (A= (A)?) = (A) + (A2 = (2A-(A)
(A% — (A2 =0, (1.3.45)

da(A-(A)) = (A)2. Daraus knnen wir folgenden wichtigen Schluss ziehen:

Wenn die Zustandsfunktion Wy eine Eigenfunktion zum Operator A ist, dann wird die
mittlere quadratische Schwankung der zugehoérigen MessgrofRe A gleich Null. Das Sy-
stem befindet sich also in einem Zustand, in dem die Messgrof3e Ay zeitlich konstant
bleibt, und man deshalb, abgesehen von Messfehlern, immer den gleichen Wert von A¢
misst.

Die Energie eines statid@nen Zustands ergibt sich als Eigenwert des Hamilton-Operators. Die atation
Schidinger-Gleichung lautet dann

HY, = EWY. (1.3.46)
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Wir weisen hier nochmals darauf hin, dass die zu verschiedenen Eigenwerieiy getbrenden
Eigenfunktionen¥; und W orthogonal sind (vergleichg (1.3]16)). Die Eigenfunktionen bilden ein

vollstandiges orthonormiertes Funktionensystem. Die Zustandsfunktion ist dann nach den Eigenfunk-

tionen entwickelbar:

WY — ch(t)q’k- (1.3.47)
k=0

Entartung

Gibt es zu einem Eigenwe#§ einer Observablen mehrere Eigenfunktiodga, Wy, . .. Wkm, SO nennen
wir den Eigenwer# (m— 1)-fach entartet (vergleiche (1.3]17)).

Paritat

Die Paritat N einer Wellenfunktion charakterisiert ihr Verhalten bei Spiegelung am Koordinatenur-
sprungr — —r. Es gilt

Yi-r)= WY(r) n=+1 gerade Parit (1.3.48)
WY(—r)=—W(r) n=-1 ungerade Paiit (1.3.49)

1.3.5 Zulassige Operatoren

Wir wollen nun nochilberlegen, welche Operatorsir jphysikalische Observable in Betracht kommen.
Die Linearitit der Schidinger-Gleichung erfordert, das# fiede Observable das Superpositionsprinzip
gilt, d.h. es muss

~

AW +W,) = AW +AY,; . (1.3.50)

gelten. Es kommen also nlineare Operatorerin Frage.

Weil A eine Observable sein soll,iresen wir ferner fordern, dass die Messwéteeell sind, d.hA; =
Ax. Wir kdnnen deshalb nur solche Operatorénghysikalische Gif3en zulassen, die reelle Eigenwerte
haben. Dies istifr hermitesche Operatoreerfiillt

22Ein Operator heiBt linear wenn er die Bedinguhgy Wy = 5 AWy erfilllt,
Gilt fur einen linearen Operatgri*AWdV = [ WA*W*dV = [(AW)*WdV, dann heif3t er hermitesch (nach Charles Hermite:
1822-1901).
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Matrixdarstellung von Operatoren

In der durch die Funktione¥;, i = 1,...,N gegebenen Basis kann der Operaﬁmjurch die Matrixele-
mente

Ax = /wrﬂwkdv ik=1.. N (1.3.51)

dargestellt werden. Da die Adsigen Operatoren hermitesch sind, werden Observable in der Quanten-
mechanik durctermitesche Matrizedargestellt, éir dieA; = Ay gilt. Die quadratische Matrix (1.3.51)

wird diagonal, wenn als Basis die orthonormierten EigenfunktidHgwerwendet werden. Als Diago-
nalelemente treten dann die Eigenwekeder Observablen, d.h. diedglichen Messwerte auf.

1.3.6 \Vertiefungsthema:
Quantenmechanische Bewegungsgleichung

Wir wollen in diesem Abschnitt die zeitlichénderung

/Lu* Ry av (1.3.52)

des Erwartungswert§A) einer ObservableA betrachten. DieAzeitIiché\nderung des Erwartungswert
kann auch durch zeitliche Differentiation des Erwartungswgtsggewonnen werden. Durch Augfren
der Differentiation erhalten wir

~ —+o00
A, _ d/w*ﬂw v
at

_ /8; Ay dV+/‘P*—lP c|v+/uJ*AaLP av . (1.3.53)

—00

Durch Benutzen der Sabdinger-Gleichung

- —_Avy = _HW (1.3.54)

erhalten wir weiter
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dA

-+
9y _ HLP*ALIJ dV+ Lu* = w dv — W AH W dV . (1.3.55)
dt

Aufgrund der Hermitezitt des Hamilton-Operators folgt

/Hw*ﬂw v = /w* AAW dv (1.3.56)
und damit
/w* < ﬁ,& EH) g’?) W dv . (1.3.57)

Vergleichen wir[(1.3.57) mi{ (1.3.52), so sehen wir, dass wir der zeitliédraterung der Observableh
den Operator

i /o~ o~ OA
= = ﬁ(HA—AH)Jrﬁ (1.3.58)

zuordnen knnen. Der AusdrucK (1.3.58) gestattet es, die zeitlithderung jedes Operators und da-
mit die zeitlicheAnderung der Messwerte der Observablen zu bestimmen. Man nennt diesen Ausdruck
deshallallgemeine Bewegungsgleichung der Quantenmechanik

Im Allgemeinen ist der KommutatdH,A] = HA— AH # 0. Nur der Kommutator vertauschbarer Ope-
ratoren verschwindet. &hgt der Operato& nicht explizit von der Zeit ab&(ﬂ/at 0) und ist der Kom-
mutator[H,A] = 0, das heiR& vertauscht mit em Hamilton-Operatdr, dann |stOIA 0. Die Observable
Aist dann wie eine Erhaltungsifse der klassischen Mechanik zeitlich konstant wir sprechen von einer
Erhaltungsobservablen

1.3.7 \Vertiefungsthema:
Vertauschungsrelationen und Heisenbergsche Unsalferelation

Das Produk®AB zweier OperatoreA und B ist im Allgemeinen nicht kommutatiAB # BA. Man sagt
dann, dass die Operatoren nicht vertauschbar sind. Zur Charakterisierung der Vertauschbarkeit von Ope-
ratoren verwenden wir den Begrfiommutator

~

[AB = —[BA = AB—BA Kommutator vorA und B (1.3.59)
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Wir sehen, dass nur der Kommutator vertauschbarer Operatoren verschwindet.

Wir wollen nun zwei Operatoreﬂ und B betrachten, die das gleiche System von EigenfunktidHen
besitzen. Es gilt dann

AV, = AW BW, = BW . (1.3.60)

Durch nochmalige Anwendung vahund B erhalten wir

BAW, = BAW( = ABW = ABW (1.3.61)
ABY, = ABW« = BA¥, = BAW , (1.3.62)

woraus wir durch Subtraktion der beiden Gleichungen

(AB-BA)W, = [ABW =0 (1.3.63)

erhalten. Hierbei haben wir ausgenutzt, dasand By reelle Zahlen sind und deshadyBy = ByA gilt.
Da diese Beziehungif alle Wy gilt, folgt insgesamt

A~

(AB—BA) = [AB =0. (1.3.64)

Auch die Umkehrung dieses Satzes kann bewiesen werden unédnviehk festhalten:

Zwei Observable besitzen das gleiche System von Eigenfunktionen, wenn die ihnen
zugeordneten Operatoren vertauschbar sind. Die Observablen sind dann gleichzeitig
scharf messbar.

Wir wollen fur die zugebrigen Observablen eine besondere Bezeichnunglaian:

Die zwei vertauschbaren (nichtvertauschbaren) Operatoren zugeordneten Observablen
bezeichnen wir als vertragliche (nichtvertragliche) Observable.

Wir wollen hier ferner ohne Beweis folgende Tatsache festhgRen:

Vertragliche Observable sind mit beliebiger Genauigkeit gleichzeitig messbar.

Nichtvertragliche Observable sind gleichzeitig nicht mit beliebiger Genauigkeit messbar.
Die untere Grenze wird durch die Heisenbergsche Unscharferelation

.

aAnB > J|([AB))|

gegeben.

23Der Beweis iir diese Aussage kann in den Letichern zur Quantenmechanik gefunden werden.
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Fir die Ortsoperatoreqy und die Impulsoperatorefi gelten die Vertauschungsrelation

—ih fari = k
B0k — D = 1.3.65
PiGk — Okbi {o fur i + ( )
pipk—pkpi = O (1.3.66)
Gk — GG = (1.3.67)

Es lasst sich ferner zeigen, dass der Impulsoperator und der Hamilton-Operator vertauschbar sind.
Es kann ebenfalls gezeigt werden (siehe Abschnitt 3.3.4), dassugelsymmetrische Probleme der
Hamilton-Operator mit. 2 undL , vertauscht, d.nH,L,] = 0 und[H,L?] = 0.

1.3.8 Anwendungen

Wir haben bisher die wesentlichen Gedankimge der Quantenmechanilogert. Der einzige Beweis

fur die Richtigkeit der gemachten Aussagen ist der Vergleich der aus der Quantenmechanik gefolger-
ten Gesetzi@iigkeiten mit den experimentellen Befunden. Bisher gibt es kein Experiment, dass die
Glltigkeit der Quantenmechanik in Zweifel gezogeiith.

Die Ubereinstimmung von theoretischen Vorhersagen und experimentellen Befunden kann explizit an
Beispielen nachvollzogen werden. Einfache Beispiele wie das freie Teilchen, das Teilchen im eindimen-
sionalen Potenzialtopf, der lineare harmonische Oszillator oder das Tunneln durch eine Potenzialschwel-
le wurden bereits im Rahmen der Physik Il diskutiert und sollen deshalb hier nicht mehr wiederholt
werden.

2Mit p; = _iﬁa%i erhalten wir
. oA ow
BAWY=—ih——W+A(-ih)=—
P a4 (=i o
und damit N
oA i~ o~
Fry ﬁ(plA*A i) ﬁ[ i AL
Setzen wir &ir den beliebigen Operatdrden Ortsoperatdyj ein, so erhalten wir
Ay i
Biq: = ﬁ[piﬂj]-
Furi = j erhalten Wirg—g: =1 und damit
[Pi,Gi] = —ih.
Furi # j wird ;Lg =0 und damit
[Fi.Qj] =0
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1.4 Ununterscheidbarkeit

In der klassischen Physik wirdaafig von unterscheidbaren Teilchen ausgegangen. So wird z.B. bei
der Berechnung der Boltzmann-Verteilung von den Voraussetzung ausgegangen, dass die eine stati-
stische Gesamtheit bildenden gleichartigen Teilsysteme (z.B. Elektronen, Protonen, Neutronen) phy-
sikalisch prinzipiellunterscheidbasind. Die basiert auf der Annahme, dass klassisch der Ort und Im-
puls eines Teilchens zur gleichen Zeit beliebig genau gemessen werden kann. Nach der Impuls-Orts-
Unsclarferelation ist diese Aussage abiér Quantenobjekte nicht mehr haltbar. In der Quantenphysik
zeigt es sich vielmehr, dass dimunterscheidbarkeiton zwei identischen Teilchen wie z.B zwei Elek-
tronen eine wesentliche Eigenschaft dieser Teilchen darstellt. Dres 2.B. zu Abweichungen von

den Aussagen der Boltzmann-Statisiilk Quantenobjekte. Diese Erkenntriigfte zur Entwicklung der
Quantenstatistiken (Fermi-Dirac- und Bose-Einstein-Statistik, siehe Kapitel 13).

Wir wollen zuréchst die Probleme und die Folgerungen aus der Ununterscheidbarkeit von Quantenteil-
chen anhand des in Abp. 1.7 gezeigten Experiments veranschaulichen. Die @elled Q> senden
identische Teilchen (z.B. Elektronen odeiTeilchen) aus, die dann in der Streuzahmiteinander kol-
lidieren und dadurch von ihrer urdprglichen Flugbahn abgelenkt werden. Der Nachweis der Teilchen
erfolgt mit Hilfe des Detektor®, der unter dem Winke zur AchseQ;Q, aufgestellt ist. Zur Vereinfa-
chungung machen wir alle Betrachtungen im Schwerpunktsystem.

Detektor D

© > < o
Quelle Q, U Quelle Q,

Streuzone Z

Abbildung 1.7:Anordnung zur Messung der Winkelverteilung zweier aneinander gestreuter, identischer
Teilchen

Es gibt offenbar zwei Niglichkeiten, wie ein gestreutes Teilchen in den Detektor gelangen kann (siehe
Abb.[1.8):

e Teilchen 1 wird an Teilchen 2 um den Wink@lgestreut.

e Teilchen 2 wird an Teilchen 1 um den Winkel- 6 gestreut.

Wie kann man nun zwischen diesen beiden Streuprozessen unterscheiden? Hierzu gibt es zwei
Moglichkeiten:

1. Der Detektor istin der Lage zu erkennen, ob es sich bei dem Nachweis um Teilchen 1 oder Teilchen
2 handelt.

2. Durch geeignete Hilfsmittel werden zu jedem Zeitpunkt die Orts- und Impulskoordinaten der bei-
den Teilchen bestimmt, so dass ihre Bahnen rekonstruiert weidaerek.
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Abbildung 1.8:Streuung zweier identischer Teilchen aneinander.

Fur klassische Teilchen ist Bedingung 1 ohne Probleme zillenf Zum Beispiel knnten wir anderwei-
tig ununterscheidbare Kugeln farblich markieren. Auch Bedingungn&n wir fir klassische Teilchen
erfullen.

Wie sieht es nunifr Quantenteilchen aus? Wibknen Bedingung 1 diflen, wenn die beiden Teil-

chen unterschiedlich in einem Eigenwert sind, der auf den Streuprozess keinen Einfluss hat, aber am
Detektor registriert werden kann. Eine solchédlchkeit bietet z.B. im Falle eines Elektrons dessen
z-Komponente des Spins. Die Spin-Spin-Wechselwirkung innerhalb der Streuzone ist verschwindend
klein, die Streuung erfolgt praktisch ausschlie3lich am Coulomb-Potenzial der Elektronen. Damit bleibt
die Ausrichtung der Spins erhalten. Wir benutzen also als Quellen zwei Stern-Gerlach Apparaturen,
die Teilchen mit einer festen Orientierung delKomponente des Spins erzeugen, d.h. wir verwenden
zwei spin-polarisierte TeilstrahleniiFElektronen sind nur zwei EinsteltiglichkeitenS, = +h/2 und

S, = —h/2 mdglich. Vor den Detektor schalten wir einen Stern-Gerlach-Filter, der nur Teilchen mit einer
bestimmten Orientierung va® durchisst. Die experimentelle Anordung dafst in Abb[1.9 skizziert.

Stern-Gerlach
Filter

S, = il2

@ <---¢--[-0
Stern-Gerlach e Stern-Gerlach
Quelle Q, /* z Quelle Q,

4
4
4

4

Abbildung 1.9:Streuung zweier Teilchen mit orientiertem Spin S, = +-h/2.

Schalten wir in diesem Beispiel den Stern-Gerlach-FilteiSasf +h/2, so stammen die nachgewiesenen
Elektronen aus Quell®; und die Streuung erfolgte um den WinkelSchalten man den Stern-Gerlach-
Filter dagegen au§, = —h/2, so war der Streuwinket — 6. Sind nun aber die beiden Quantenteil-
chen ununterscheidbar, was der Fall ist, wenn Teilchen 1 und 2 die gleiche Spinrichtung haben, so kann
der Detektor nicht mehr zwischen den beidexlén | und Il in Abb[1.8 unterscheiden. Dasselbe gilt
natirlich auch, wenn wir gar keine Stern-Gerlach-Apparatur verwendeden, wenn als®: und Q.
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unpolarisierte Strahlung aussenden.

Die Moglichkeit 2 zur Unterscheidung der beiden Streuparameteirispfiantenteilchen aufgrund der
Heisenbergschen Unsatierelation generell nicht gegeben.

Insgesamt finden wir also, dad# fidentische Quantenteilchen, d.kir fTeilchen, die in all ihren Quan-
tenzahlerilbereinstimmen, durch eine physikalische Messung nicht unterschieden werden kann, ob die
Streuung un® oderr — 6 erfolgt ist.

Streuprozesse kennzeichnet man @emlich durch eine Streuamplitud¢o). Dabei gilt, dass die Wahr-
scheinlichkeit der Streuung um einen Winléeproportional zum Absolutquadrét (6)|? der Streuam-
plitude ist. Liegt eine Unterscheidungéglichkeit zweier Teilchen vor, so ist die im Detektor registrierte
GesamtstreuintensitP durch die Summe der Absolutquadrate der einzelnen Streuamplituden gegeben,
da die beiden Streuprozesse | undallig unkorreliert sind. Es gilt dann

Fir unterscheidbare Teilchen ist die Gesamtstreuintensitat durch die Summe der Ein-
zelstreuintensitaten der maglichen Prozesse gegeben.

R = [f(O)P+If(m—0)° = PP . (1.4.1)

Fir den Fall, dass die beiden Streuprozesse | und Il nicht unterschieden wérdemkidentische Teil-
chen), ist die Streuung um und = — 6 ein und derselbe Streuvorgang. Es liegt volle Korrelation der
Streuvorgnge vor. Dies bedeutet, dass die beiden entsprechenden Streuamgiita@glend f(z — 6)

erst addiert oder subtrahiert werderigaen, bevor zur Berechnung der Gesamtstreuiné&triss Be-
tragsquadrat der Gesamtstreuamplitude gebildet werden darf (auf das Vorzeichen geherawsfrstam
Abschnitt ein). Es gilt dann

Bei der Streuung ununterscheidbarer Teilchen ist in der Gesamtstreuintensitat
zusatzlich ein Interferenzterm | zwischen den verschiedenen Einzelstreuprozessen zu
bericksichtigen.

R = [f(O)£f(m—0)P = [f(6)P+|f(m—0)+]
= P+P+l . (1.4.2)

Um den Unterschied zwischen den Streuintéxteit im Fall von Streuung ununterscheidbarer und unter-
scheidbarer Teilchen deutlich zu machen, betrachten wir die Streuamplitu@le=fz /2. Wir erhalten

identische Teilchen: R =4|f(n/2)? fur positives Vorzeichen
identische Teilchen: R=0 fir negatives Vorzeichen
unterscheidbare Teilche®, = 2| f (7 /2)|? . (1.4.3)

Rutherford- und Mott-Streuung

Fur elastische Streuung am Coulomb-Potenziaaknman nachRutherford die Streuamplitude (siehe

Abschnit{2.4.]1)

f() O —— . (1.4.4)
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L1t

L

Zahl gestreuter Teilchen
pro Raumwinkelelement

L1

|

I I
100° 140°

Streuwinkel
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Abbildung 1.10:Winkelabhangigkeit der Streuwahrscheinlichkeit im Schwerpunktsystem fir die Streu-
ung von 12C an 12C Kernen. Die Messpunkte zeigen deutlich das Interferenzverhalten.

Sind die Teilchen unterscheidbar, so folgt

1 1
si(0/2) | cod(6/2)

Pr(6) (1.4.5)

Dies ist eine glatte Winkelatdimgigkeit der Streuwahrscheinlichkeit symmetrisctoza /2 (falls die
beiden Teilchen die gleiche Masse haben).

Sind die Teilchen jedoch ununterscheidbar, so tritt eirdzli€her Interferenzterm auf und wir erhalten

Ru(6) O Pr(0)=£1(0)f(0)f(x—0) . (1.4.6)

Man spricht vonMott-StreuungAuf die Berechnung voh(0) wollen wir hier nicht eingehen. Wie wir

im nachsten Abschnitt sehen werden, sind die Spineigenschaften der beteiligten Teilchen entscheidend.
Generell beobachtet man, dass die Streuintgénssgzillatorisches Verhalten als Funktion des Streuwin-

kels besitzt, wie diesiir Interferenzterme typisch ist (siehe hierzu Abb. ]L.10).
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1.5 Fermionen und Bosonen

1.5.1 Der Spin von Quantenteilchen

Quantenteilchen &nen neben dem Bahndrehimpuls eine weitere drehimpulsartige Eigenschaft, den
Spin S besitzen. Der Spin wird oft als ein Eigendrehimpuls der Teilchens dargestellt. Dies ist zwar
hilfreich fur die Anschauung, aber nicht korrekt. So besitzen z.B. die Fundamentalteilchen (Lepto-
nen, Quarks) keinedaumliche Ausdehnung (echte Massepunkte), aber dennoch einen 8piginF
punktformiges Teilchen macht aber ein Eigendrehimpuls keinen Sinn. Wir geben deshalb folgende Defi-
nition fur den Spin eines Quantenteilchens:

Der Spin ist eine Quanteneigenschaft, die an der Drehimpulserhaltung teilnimmt und
sich wie ein Drehimpuls transformiert, aber kein klassisches Analogon besitzt.

Der Spin ist im Schidinger-Formalismus nicht enthalten, er erscheint jedoch zwanglos aus der An-
wendung der Dirac-Gleichung. Der Spin ist also eine an die Lorentz-Invarianz gekoppelte Quantenei-
genschaft. Ge&ld den Bedingungeriif quantenmechanische Drehimpulse (siehe hierzu Physik Il und
Abschnit{3.3.4, eine aushrlichere Diskussion des Spins erfolgasgr in Abschnitf 3}4) finden wirlir

den Betrag des Spinvektors

ISi=S = +/s(s+1)h (1.5.1)

und seinez-Komponente

Enrico Fermi (1901 - 1954), Nobelpreisiir Physik 1938:

Enrico Fermi wurde am 29. September 1901 in Rom geboren. Er ist bekannt
fur seine Beitage zur Kernphysik und Entwicklung der Quantenmechanik.
Fermi studierte an der UniveraitPisa, wo er 1922 graduierte. Er wurde a
schlieBendiir 2 Jahre Dozent an der Univeigitvon Florenz und dann Pro-
fessor fir theoretische Physik in Rom. Im Jahr 1934 begann Fermi an
Universi&at von Rom Experimente, in denen er eine Reihe von Elementen
Neutronen beschoss. Er entdeckte, dass langsame Neutronen besonders ¢
bei der Erzeugung radioaktiver Elemente sind. Da er nicht realisierte, dag
Atome gespalten hat, vdikdete Fermi die Erzeugung von Elemente jense
des Urans. Fermi erhielt 1938rfseine Arbeiten zu nuklearen Prozessen d
Nobelpreis @ir Physik. Ebenfalls im Jahr 1938Hrten Lise Meitner und Otto
Frischahnliche Experimente durch, bei denen sie Uran spalteten. Sie bezd
neten diesen Prozess als Kernspaltung.
1938 verliel3 Fermi ltalien. Der offizielle Grund war, dass er um die Sich
heit seiner hel@ischen Frauifrchtete. Die inoffizielle Geschichte war, dass 4
Geld fur die Fortsetzung seiner kernphysikalischen Forschungsarbeiten bra
te. Fermi war einer der vielen Intellektuellen, die nach dem Aufkommen ¢
Nationalsozialismus in Deutschland Europa verlie3en. Fermi lie3 sich 193¢
den USA nieder und wurde Professor an der Columbia University in New York.
Fermi setzte seine Experimente zur Kernspaltung dort fort. 194@tigstFermi’s Arbeitsgruppe, dass die Absorp-

tion eines Neutrons durch einen Uran-Kern diesen spalten kann, wobei mehrere Neutronen und eine Mengé Energie
freigesetzt werden. Damit war eine potentielle nukleare Kettenreaktion in den Bereiclbogkchén geiickt.
1942 wurde Fermi mit dem Manhattan Project an der University of Chicago bertaut. Seine Arbeitsgruppe erzeugte
die erste nukleare Kettenreaktion. Das Projekt wurde 1944 nach New Mexico verlegt und am 16. Juli 1945 wurde die
erste Atombombe auf der Alamogordo Air Base igredet.

Nach dem 2. Weltkrieg setzte Fermi seien Pioneerarbeiten zur Kern und Teilchenphysik fort. Er starb am 28. Novem-
ber 1954 an Krebs.
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Satyendranath Bose (1894 - 1974):

Satyendranath Bosewurde am 1. Januar 1894 in Kalkutta, Indien, geboren.
Er studierte an der Universit Kalkutta, wo er von 1916 an auch lehrte. Von
1921 bis 1945 war er Dozent an der University of Dacca und kehrte dann e
Kalkutta zuiick (1945-56). Er leistete wichtige Beige zur Quantentheorie,
insbesondere zum Planck’schen Strahlungsgesetz.
Bose schickte seinen wohlbekannten Artikel “Planck’s Law and the Hypothd
of Light Quanta” im Jahr 1924 direkt zu Einstein. Er schrieb in dem Begl|
brief: Respected Sir, | have ventured to send you the accompanying articld
your perusal and opinion. You will see that | have tried to deduce the coeffic
.. in Planck’s law independent of classical electrodynamizie. Arbeit wur-
de von Einstein mit Enthusiasmus aufgenommen, da er sofort erkannte, TR
Bose einen wesentlichen Einspruch gegen seine Quantenhypthese des L -
aus dem Weg gaumt hatte. Der Artikel wurde durch Einstein ins Deutsc 1
Uibersetzt und bei der ZeitschrififPhysik eingereicht. Einstein erweiterte Bo- 5 .‘
se’s Betrachtung auf Materieteilchen und publizierte mehrere Aitiet diese \
Erweiterung.

Bose publizierte auch mehrere Artikel zur statistischen Mechanik die zur Bose-
Einstein Statistikfihrten. Dirac pagte daraufhin den Ausdruck “BosoniirfTeilchen, die dieser Statistik gehorchen.

Bose starb am 4. Februar 1974 in Kalkutta.

>

S = mgh mit mg=—-s,—(s—1),...,+(s—1),s. (1.5.2)

Hierbei istms die Orientierungsquantenzahl. Sif8j undS, festgelegt, so bleibe, undS, unbestimmt.

Der Stern-Gerlach-Versuch hat gezeigt, dass das Elektrofi/2 und somitms = —1/2,+1/2 besitzt.

Da es nur zwei Einstelldglichkeiten fir diez-Komponente gibt, spricht man oft lax von Sgirf“auf”)

und Spin| (“ab”) Elektronen, obwohl ja der Spinvektor niemals digrigeh/2 haben kann und somit
niemals parallel oder antiparallel zmAchse steht. Die Fundamentalbausteine der Materie, Leptonen
und Quarks, besitzen alle halbzahligen Spin. In zusammengesetzten Teilchen kann durch antiparallele
Kopplung der Spins der Gesamtspin Null entstehen. Ein Beispielhistfdast-Meson, das aus einem
Quark-Antiquark-Paar besteht (z.B. = ud).

Im Gegensatz dazu besitzen Photonen eine ganzzahlige Spinquantenzdl)l Es gibt also sowohl
Quantenteilchen mitalbzahligenmund solche miganzzahligenSpin. Wir werden sehen, dass der Spin
einen entscheidenden Einfluss auf die Streuintatfit identische Teilchen hat.

1.5.2 Quantenteilchen mit ganz- und halbzahligem Spin

Wir haben gesehen, dass die Streuinténsiir identische Teilchen durch (vergleiche (1]4.2))

R(O) = |f(8)Lf(r—0) (1.5.3)

gegeben ist. Es zeigt sich, dass beide Vorzeichen vorkommen und dass das Vorzeichen dawgin abh
ob die identischen Teilchen halbzahligen oder ganzzahligen Spin besitzen. Es gilt:
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Teilchen mit ganzzahligem SpinB(6) = |f(0)+ f(x—0)|? (1.5.4)
Teilchen mit halbzahligem SpinR(6) = |f(8)—f(r—06)[? . (1.5.5)

Bei Teilchen mit ganzzahligem Spin sprechen wir von Bosonen f| bei Teilchen mit halb-
zahligem Spin von Fermionenﬂ

aBenannt nach dem indischen Physiker Satyendranath Bose.
bBenannt nach dem italienischen Physiker Enrico Fermi.

Die Berechnung des Interferenzterms bei der Mott-Streud@ngtalso davon ab, ob wir es mit Bosonen
oder Fermionen zu tun haben. Als weitere Schwierigkeit kommt hinzu, dass wir unterschéisiesnm
ob wir es mit polarisierten Teilchenstrahlen zu tun haben oder [fidber in Abb[1.10 gezeigte Fall ist
relativ einfach, da es sich bei den verwendéf&@Kernen um Bosonen mit= 0 handelt.

25Fiir eine audihrlichere Darstellung dieses Problems siBh®. Feynman Vorlesungeriiber Physik4. Auflage, Band Il
Kapitel 3 und 4, Oldenbourg Verlag, ivichen (1996).
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1.6 Austauschsymmetrie und Pauli-Verbot

1.6.1 Die Austauschsymmetrie

Der fundamentale Unterschied zwischen Fermionen und Bosonen macht sich in einer weiteren wichti-
gen Gibl3e bemerkbar, der so genanntarstauschsymmetriger Wellenfunktion. Diese wollen wir im
Folgenden kurz e@utern.

Gegeben sei ein System von zwei identischen Quantenteilchen 1 und 2 mit den Koordinateh

r,. Die Zustandsfunktion, die dieses System beschreibt’sej,r,). Fur den Fall, dass zwischen den
Teilchen keine Wechselwirkung besteht, kann die Gesamtwellenfunktion als Produkt der beiden Teilchen
beschrieben werden:

W(ry,ra) = Wa(ry)-Wp(ra) . (1.6.1)

Dabei definierera und b die Quantenzuande der beiden Teilchen. Wir vertauschen nun die Teil-
chen 1 und 2, das heif3t, wir bildéH(r,,r1). Da es sich um identische Teilchen handelt, darf sich

an der Zustandsfunktion nichtsdern, was durch den Ansafz (1]6.1) auch @mleistet wird. Eine
physikalische Bedeutung kommt aber nur dem Absolutquadrat der Zustandsfunktion bei, also muss
|W(rq,r2)|% = |W(ra,r1)|? sein. Hierfir gibt es aber zwei Kiglichkeiten:

symmetrischer Austausch:  W(rq,rp) =+W(ro,ry) (1.6.2)
antisymmetrischer Austausch®(rq,r) =—W(ro,ry) . (1.6.3)

Ob symmetrischer oder antisymmetrischer Austausch vorliégtgthvom Spin des Quantenteilchens
ab. Er ist symmetrischif ganzzahligen Spin (Bosonen) und antisymmetridgohhfalbzahligen Spin
(Fermionen).

Der Produktansatz (1.6.1) liefert nicht das geschte Austauschverhalten. Es ist vielmehr erforderlich,
die Linearkombination

W(ry,ra) = C[Wa(ry) Wp(rz) £ Wa(ra) - Wp(ra)] (1.6.4)

zu bilden, um die Gesamtwellenfunktion zu erhal@rst hierbei ein Normierungsfaktoriif Bosonen
gilt das Plus-, fir Fermionen das Minuszeichen.

Insgesamt sehen wir, dass mit dem Spin ein gratalish unterschiedliches Verhalten von Quantenteil-
chen verbunden ist. Imathsten Abschnitt werden wir noch einen weiteren Unterschied im Verhalten
von Bosonen und Fermionen kennenlernen, der aus der Austauschsymmetrie folgt. Wir haben bereits
erwahnt, dass im Schbdinger-Formalismus der Spin eines Teilchens gar nicht enthalten ist. Um den
Spin eines Teilchens zu harksichtigen, riissen wir die Zustandsfunktion eines Teilchens als das Pro-
dukt einer Ortsfunktiort/(r), die aus der Scldinger-Gleichung folgt, und einer Spinfunktian die

den Spinzustand charakterisiert, schreiben:
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®(r,o) = W(r)-7(ms) . (1.6.5)

Fur das Elektron kann die Spinfunktiannur zwei Eigenwertes; = +-h/2 undo; = —h/2 annehmen
(siehe hierzu Abschnitt 3.4).

Entscheidend ist nun, dass die Gesamtzustandsfurk(ibs?) = W(1,2)7(1,2) das richtige Austausch-
verhalten zeigt. Hierbei charakterisieren die beiden Zahlen die beiden Teilchen in ihnréandarstEs
kommt also auf die Austauschsymmetrie vbran, die den Spin mit einschlief3t, und nicht auf diejenige
von¥, die nur den Ort entldt. Fir Bosonen und Fermionen gilt:

symmetrischer Austausch:  ®(1,2) = +d(2,1) fur Bosonen (1.6.6
antisymmetrischer Austausch(1,2) = —®(2,1) fur Fermionen (1.6.7)

Wichtig ist, dasstiir ein System aus gleichartigen Mikroobjekten die Zustandsfunktionen entweder alle
symmetrisch oder alle antisymmetrisch seifissen. Vire das nicht das nicht der Fall, daninkten

durch dieUberlagerung symmetrischer und antisymmetrischerahut solche entstehen, die weder das
eine noch das andere Symmetrieverhalten zeigen und damit dem Prinzip der Ununterscheidbarkeit wider-
sprecheniirden. Welche der beidenddlichkeiten vorliegt, Angt von der Art der Teilchen ab. Aus der
relativistischen Quantenmechandskt sich begmden, dass daf der Spin maf3gebend ist. Teilchen mit
halbzahligem SpinHermionen sind antisymmetrische Zustandsfunktionen, solchen mit ganzzahligem
Spin einschlie3lich dem Wert NulBpsoneh sind symmetrische Zustandsfunktionen zuzuordnen.

Zur lllustration betrachten wir noch ein System aus drei Fermionen 1,2 und 3 in déindesi, k und

|. Die zugeldrigen Zustandsfunktionen sei@h(1), ®x(2) und ®;(3). Wir mussen jetzt die Zustands-
funktion ®(1,2,3) des Gesamtsystems finden. Es liegtairst nahap(1,2,3) = ®;(1) - P (2) - P (3)

Zu setzen. Wir rassen aber noch bgksichtigen, dass jede Vertauschung zweier beliebiger Teilchen
ebenso wieb(1,2,3) eine Losung der dem Problem entsprechenden Eigenwertgleichung sein muss. Es
existieren also wegen der sechégtichen Permutationen sechs spezieltesiingen®, die beiziglich

der Vertauschung weder symmetrisch noch antisymmetrisch sind. Die allgenisined®, ist nun ei-

ne Linearkombination der spezielletddungen, die aberi{f Fermionen) der Antisymmetriebedingung
gerugen niissen. Das ist diflt, wenn sich bei jeder Permutation das Vorzeichen umkehrt:

P53(1,2,3) = Di(1)- Py(2)- P (3) — Pi(1) - P(3) - Py (2) + Di(2) - Pk(3) - Py (1) —
®i(3) - Px(2) - Py (1) + Pi(3) - P(1) - Pi(2) — Di(2) - P (1) - P(3) . (1.6.8)

Diese Gleichungdsst sich auch als Determinante schreiben:

Di(1) Di(2) Pi(3)
0,(1,23) = | O(l) P(2) D3 | - (1.6.9)
®(1) ®(2) P (3)
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Wolfgang Pauli (1900 - 1958), Nobelpreisiir Physik 1945:

Wolfgang Pauli wurde am 25. April 1900 in Wien geboren.

Grundschule und Gymnasium besuchte er in seiner Geburtsstadt. Nach bestan-
dener Matura zog er nachiMchen und schrieb sich an der dortigen Ludwig-
Maximilian-Universitt ein. Hier lorte er Physik bei Wilhelm Wien und Arnold
Sommerfeld. Sommerfeltibertrug Pauli die zusammenfassende Darstellung
der Relativiitstheorie fir die Enzyklogdie der Mathematischen Wissenschaf-
ten, welche er als Student des 5. Semesters abschloss. Noch 1921 erschien e
als eigensindiges Buch und wurde ein Klassiker. Ebenfalls 1921 wurde er pro-
moviert und ging fir ein Semester als Assistent zu Max Born nadtti@gen.

Ab 1922 war er dann als Assistent bei Wilhelm Lenz in Hambatigt Hier lie-
ferte er 1924 dadusschlieRungsprinzip”(heute als Pauli-Prinzip bekannt) und
damit die Erkérung fir den Schalenaufbau der Elektronen im Periodischen
stem der Elemente. 1945 wurde ihm higrfler Nobelpreis verliehen.

Die 1926 von Pauli zur Errung des Paramagnetismus eirigpefen Spin-
Matrizen bildeten den Ausgangspunkt fdie 1928 von Dirac aufgestellte re
lativistische Wellengleichung des Elektrons. 1927 zeigte Pauli auf, wie
Elektronenspin, der bis dahin nicht unmittelbar in die Quantentheorie ei
zogen war, durch Erweiterung der Sgtlinger-Gleichung béicksichtigt wer-
den konnte. 1928 erhielt Wolfgang Pauli einen Ruf an die ETifdch. Bei der
Suche nach einer Ei&tung der Kernbindungsifte postulierte er bereits 1930 ein neutralesaispNeutrino ge-|
nanntes) Teilchen, dessen Existenz erst 1956 experimentell nachgewiesen werden konnte. Sein Aufeintichilt|/in Z
wurde durch Professuren am Institute for Advanced Study in Princeton in den Jahren 1935/36 und 1940 bis 1946
unterbrochen. Hier wurde er 1946 amerikanischer Staegsb kehrte jedoch noch im gleichen Jahr diitig nach
Zirich zufick, wo er 1949 zuszlich die Schweizer Staat$tyerschaft annahm. Bis zu seinem Todedgekr der
Eidgerossischen Technischen Hochschule an.

Wolfgang Pauli verstarb am 15. Dezember 1958 imi2h.

Fir ein System aubl Fermionen er@ilt man statt einer Determinate dritter eine solbhter Ordnung.

Die Determinantéandert bei Vertauschen von zwei Spalten oder zwei Zeilen ihr Vorzeichen. Auf die
Spalten der Slater-Determinante angewandt garantiert diese Eigenschaft die Antisymmetrie der Wellen-
funktion bei Teilchenpermutation. Des weiteren ist die Determinante Null, falls zwei Zeilen oder Spalten
identisch sind. Aus dieser Determinantendarstellung ist ersichtlich, dass die Zustandsfdgktiodas
Gesamtsystem verschwindet, wenn zwei Fermionen die gleiche Zustandsfunktion besitzen.

1.6.2 Das Pauli-Verbot

Bereits aus[(1.6]4) erkennt man leicht, dass aus dem antisymmetrischen Austauschverhatien f
Fermionen im gleichen Quantenzustand b wir W(r1,r1) = 0 erhalten, das heif3t, die Wahrscheinlich-
keit dafir, zwei Fermionen im gleichen Quantenzustaaée- () am gleichen Ortr; =r») zu finden, ist
gleich Null. Fir Bosonen gilt dagege#(rq,r1) = 2CW2.

Pauli hat diesen Sachverhalt unter Beksichtigung des Spins allgemeiner formuliert:

Pauli-Verbot fir Fermionen:

In einem abgeschlossenen System kdnnen keine zwei Fermionen existieren, die einen
vollig identischen Satz von Quantenzahlen besitzen.

Das Pauli-Verbot gilt insbesonderérfElektronen, die mis = 1/2 ja Fermionen sind, und beeinflusst
somit entscheidend den Aufbau der Atome und die Physik von Elqur@ Fur Bosonen gilt dieses

26pauli hat das Pauli-Verbot zéohst rein empirisch aus dem Aufbau der Atome abgeleitet. Die Verbindung zum antisym-
metrischen Austauschverhalten konnte erétepgezeigt werden.
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] | Fermionen | Bosonen \
Spinquantenzahl halbzahlig ganzzahlig
Streu-Interferenz | |f(0) — f(x—0)|? | |f(8)+ f(x—0)|?

Austauschsymmetrie antisymmetrisch symmetrisch
Pauli-Verbot wirksam nicht wirksam

Tabelle 1.4Eigenschaften von Fermionen und Bosonen.

Pauli-Verbot nicht. Mehrere Bosoneiiknen in einem abgeschlossenen System identisdigbelz aller
ihrer Quantenzahlen sein.
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1.7 \Vertiefungsthema:
Zur Axiomatik der Quantenmechanik

Wir haben in den vorangegangenen Abschnitten einen Formalismus entwickelt, mit dem wir die Ei-
genschaften von Quantenobjekten beschreiliimm&n. Dabei sind wir so vorgegangen, dass die ex-
perimentell beobachteten Eigenschaften richtig wiedergegeben werden konnten. Diese Eigenschaften
sind inshesondere (i) die Quantelung der Energie und anderer Observabler, (ii) die Wechselwirkung des
Quantenobjekts mit der Messapparatur beim Messprozess und (iii) die prinzipielle Ununterscheidbar-
keitgleichartiger Quantenobjekte. Wir haben also heuristisch einen Formalismus entwickelt, aus dem
wir Ergebnisse ableiten konnten, die mit der experimentellen Erfahibegeinstimmen. & die Ent-
wicklung einer fundierten theoretischen Beschreibung ist es aberagakech, den Ausgangspunkt der
Theorie axiomatisch zu formulieren.

Wir haben bereits gesehen, dass zur Entwicklung einer Quantentheorie ein erweiterter mathematischer
Formalismus notwendig ist. Im Gegensatz zur klassischen Physik, wo die physikalisaifsenGuf
einfache Art der Messung zagglich sind und ihr Wertevorrat dem Raum der reellen Zahlen entspricht,
sind in der Quantenmechanik die ein System charakterisierenden Zustandsfunkiamehdie ver-
schiedenen Operator@nnicht unmittelbar durch eine Messung zu erfassen. Durch eine MessLidt erh
man nur die reellen Eigenwerfg der Operatoren (weshalb nur hermitesche Operatorérsgigl sind)

und die Wahrscheinlichkeiten mit denen diese Eigenwerte auftreten. Die fundamentale Verschiedenheit
des Messprozesses in der klassischen und der Quantenphysik wird dadurchiaksgeédss zwischen
vertraglichen und nichtverfiglichen Observablen unterschieden wirdaiend man in der klassischen
Physik annimmt, dass das Messobjekt einseitig auf die Messapparatur einwirkt, liegt in der Quantenphy-
sik einewechselseitige Beeinflussumgn Messobjekt und Messapparatur vor.

Die Zustandsfunktione werden in der Quantenmechanik im AllgemeinenzistandsvektoreftV)
einesHiIbert—Raumesaufgefasﬂ Dies ist zubssig, da die Menge der Zustandsfunktionen alle Eigen-
schaften aufweist, durch die ein Hilbert-Raum definiert ist (Linégrilormierung, Vollsindigkeit, un-
begrenzte Dimensionszahl). In der theoretischen Quantenmechanik hat sich die Betrachtung der quan-
tenphysikalischen Zusammeintge mit Hilfe von Zustandsvektoren im Hilbert-Raum durchgesetzt. Sie
erfordert allerdings eine fundierte mathematische Basis, die wir hier nicht etablieren wollen. Wir werden
deshalb im Folgenden bei der wellenmechanischen Form der Begriffsbildung bleiben.

Axiomensystem der Quantentheorie

Wir wollen auf der Basis der in den vorangegangenen Abschnitten dargelegten Gdiigkaiten ein
Axiomensystem der Quantentheaaigeiten. Dieses hatif die Quantenmechanik dieselbe Bedeutung
wie die Newtonschen Axionfér die klassische Mechanik, wie ditauptsitze der Thermodynamfkir

die pranomenologische Thermodynamik, wie axwellschen Gleichungdiir die klassische Elektro-
dynamik, wie dieGleichwertigkeit der Inertialsystenié@r die spezielle Relativdttstheorie oder wie das
Einsteinsché\quivalenzprinzigir die allgemeine Relativitstheorie.

Das Axiomensystem der Quantentheorie besteht aus folgenden Axiomen:

1. Den ObservableA eines physikalischen Systemsissen lineare hermitesche Operatoi&n’nes
Hilbert-Raumes zugeordnet werden, die ein valstiges System von Eigenfunktionen besitzen.
Besteht zwischen zwei Observabl&mndB ein durch eine stetige Funktiongegebener Zusam-
menhangB = f(A), so besteht dieser Zusammenhang auch zwischen den Oper&erefi{A).

27David Hilbert (1862 — 1943).
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2. Die einem physikalischen System zugeordneten verallgemeinerten Orts- und Impulskoordinaten
geriigen den Vertauschungsrelationen

—ih furi =k
Ptk —Gp = 1.7.1
Pi0k — Ok i {0 fur i + (1.7.1)
Pipk—Pkpi = O (1.7.2)
Gok—0Gi = (1.7.3)

3. Existiert in einem Quantensystem ein Hamilton-OperlaAtpso ist der zeitlichednderungdA/dt
einer ObservableA der Operator

dA i o~ JA
o = ﬁ(HA—AH)+W (1.7.4)
zuzuordnen.

4. Der ErwartungswertA) einer ObservableA fir ein System im Zustand ist durch

oo
A = /LP*MJ av (1.7.5)

gegeben.

Nach Axiom 1 muss in der Quantentheorie dem Ortsvektaler Ortsoperatot], einer klassischen
FeldgibReu der Operatoti zugeordnet werden. Die Quantisierung der klassischen Teilchenvorstellung
fuhrt deshalb zu dem gleichen Ergebnis wie die Quantisierung der klassischen Feldvorstellung. Diese
Aquivalenz macht klar, dass in der Quantenmechanik das Problem des Welle-Teilchen-Dualismus nicht
existent ist. Die Quantenmechanik beksichtigt den Dualismus und kann entweder durch Quantisierung
der klassischen Mechanik (dies wurde zuerst 1925 von Heisenberg gezeigt) oder durch die Quantisierung
der klassischen Wellentheorie (dies wurde zuerst 1926 voro8ictyer gezeigt) erhalten werden.

Relativistische Erweiterungen

Die relativistische Erweiterung der nichtrelativistischen $dimger-Gleichung gelang 192Faul An-

drien Maurice Dirac (siehe hierzu auch Seife 130). Die von ihm entwick&ltec-Gleichung stellt

eine relativistische Wellengleichung dar. Ein wichtiges Ergebnis der Diracschen Theorie war die zwang-
lose Erkhrung der Existenz des Elektronenspins. Als weitere Folgerung ergaben sich aus dieser Theorie

die Energiewerte
E = £/ mc* + p2c?,

das heil3t, sowohl positive als auch negative Werte. Bei einer nichtrelativistischen Betrachtung treten da-
gegen irr freie Teilchen nur kontinuierliche Energiezastie mit WerterE > moc? auf. Dirac nahm an,
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dass die Zuginde mit negativer Energie alle besetzt sind, so dass z.B. Elektronen mit einer positiven
Energie aufgrund des Pauli-Verbots nicht in diese Zndelibergehen &nnen. Haben wir ein Photon

mit einer Energie giler 2ngc? zur Verfigung, so knnen wir ein Elektron aus dem Bereich negati-
ver Energien in den Bereich positiver Energien bringen. Im Bereich negativer Energien bleibt dann ein
positiv geladenes Loch zick. Diese Leerstelle nennen whositron Insgesamt haben wir mit dem
energiereichen Photon elfiektron-Positron-Paaerzeugt. Wir nennen diesen Proz€ssrbildung Das
Elektron-Positron-Paar ist allerdings nicht stabil, es zerstrahlt vielmehr nach sehr kurzer Zeit fsy. 10
unter Abgabe eines Photons. Wir sprechen Raarvernichtung Solche Prozesse werden tathlich
beobachtet.

Die Dirac-Gleichung kann prinzipiell auf alle Objekte mit einer von Null verschiedenen Ruhemasse und
einem halbzahligen Spin, also auf Fermionen angewendet werden.

Quantenelektrodynamik

In der Diracschen Theorie ist das Elektron gdgwmsr dem Positron ausgezeichnet. Die Y@ynman
Schwinger, und Tomonagaentwickelte Quantenelektrodynamik (QED) beseitigt diesen Mangel durch
eine \0llig symmetrische Beschreibung durch Beksichtigung der Wechselwirkung zwischen Elektron

und Positron. Die QED ist eine streng relativistische Th@l@as die Wechselwirkung beschreiben-

de Feld wird im Gegensatz zur Dirac-Gleichung nicht mehr durch Potenzialfelder beschrieben, sondern
ebenfalls der Quantisierung unterworfen. Die Photonen werden zu Quanten des elektromagnetischen
Feldes, Emissions- und Absorptionsprozesse werden durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
beschrieben. Die Ergebnisse der QED stehen in hervorrageibaeeinstimmung mit dem Experiment.

Durch die Wechselwirkung zwischen Elektron und Strahlungsfeld kann u.a. die Abweichung des ma-
gnetischen Moments des Elektrons v (bzw. die Abweichung des SpigHaktors von 2) und die
Lamb-Shift (siehe Abschnitt 4.4) egt werden.

Quantenfeldtheorie

Die QED erfasst nur die elktromagnetische Wechselwirkung der Quantenteilchen. Sie ist deshalb eine
spezielleQuantenfeldtheorieMittlerweile wurden auch Quantenfeldtheoriém fie der starken und der
schwachen Wechselwirkung unterliegenden Quantenobjekte entwick&firent die Quantenmecha-

nik heute als abgeschlossen gilt, trifft diés flie Quantenfeldtheorien nicht zu. Insbesondere sind die
Theorien, die die starke und schwache Wechselwirkung der Teilchen erfassen, noch nicldiglist
entwickelt.

2Bsiehe z.B. R. P. Feynmafuantenelektrodynamiloldenbourg Verlag (1997).

© Walther-Meil3ner-Institut



Abschnitt 1.7 RyYsik IV

Zusammenfassung

Welle-Teilchen-Dualismus

e Das Verhalten von mikroskopischen Objekten kann nicht mit klassischen Teilchen oder
Wellen alleine beschrieben werden. Mikroskopische Objekte zeigen sowohl Teilchen- als
auch Wellencharakter.

e Komplementaritatsprinzip (Bohr 1927):

In einem Experiment kdnnen Teilchen- und Welleneigenschaften von mikroskopischen
Objekten niemals gleichzeitig beobachtet werde. Teilchen und Welle schliel3en sich ge-
genseitig aus — sie sind komplimentar.

Materiewellen und Wellenfunktionen

e Elektronen und andere massebehaftete Teilchen besitzen Wellencharakter, der experi-
mentell durch Beugungs- und Interferenzeffekte nachgewiesen werden kann (z.B. Elek-
tronenbeugung). Uber die de Broglie Beziehungen

_h
P

und
0 E
h

kénnen Teilchen mit Impuls p und Energie E eine Wellenlange A bzw. ein Wellenvektor k
und eine Frequenz @ zugeordnet werden.

o Materiewellen zeigen Dispersion, d.h. ihre Phasengeschwindigkeit vy, hangt von der Fre-
quenz ab:

Ve ok) hk
P T om
e Teilchen kdnnen als Wellenpakete beschrieben werden. Die Teilchengeschwindigkeit vt
ist gleich der Gruppengeschwindigkeit vy, des Wellenpakets. Es gilt vy, - Von = €2,
e Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion:
Das Absolutquadrat |¥(r,t)|? der Materiewellenfunktion gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir
an, ein Teilchen zur Zeit t in einem Volumenelement dV um den Ort r zu finden.
e Heisenbergsche Unscharfe-Beziehung:
Ort und Impuls eines Teilchens kénnen nicht gleichzeitig beliebig genau gemessen wer-
den. Die Heisenbergsche Unscharfe-Beziehung
AX-Apc>h
gibt eine untere Schranke flr die Unschéarfen des Orts und des Impulses bei gleichzeitiger
Messung an.
Eine Unschéarfe-Beziehung besteht auch fir Energie und Zeit:

AE -At > h.
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Operatoren, Erwartungswerte, Eigenwerte, Eigenfunktionen

e Den Observablen A eines physikalischen Systems mussen in der Quantentheorie hermi-
tesche lineare Operatoren A zugeordnet werden, die auf die Zustandsfunktion W wirken.

e Die mdoglichen Messwerte (Eigenwerte) A werden durch die Eigenwertgleichung
AWy = AW
bestimmt.

e Der Erwartungswert der Observablen A ist durch
—+00
(A) = / W AW dv

gegeben.

¢ Die Eigenfunktionen Wy bilden ein vollstandiges orthonormiertes Funktionensystem:
+o0
/ WrpdV = Gy
Die Zustandsfunktion W ist nach den Eigenfunktionen entwickelbar:

Y= % CxWk.
k=0

Unterscheidbarkeit, Austauschsymmetrie, Pauli-Verbot

e Quantenteilchen mit einem identischen Satz von Quantenzahlen (identische Teilchen)
sind prinzipiell nicht voneinander unterscheidbar.

¢ Klassische Teilchen sind unterscheidbar. Als klassische Teilchen kdnnen wir solche auf-
fassen, bei denen die Unschéarfe von Orts- und Impulskoordinaten vernachlassigbar klein
gegen die Koordinatenwerte selbst sind.

e Bei Quantenteilchen muss zwischen Bosonen (ganzzahliger Spin) und Fermionen (halb-
zahliger Spin) unterschieden werden.

e Fermionen unterliegen im Gegensatz zu Bosonen dem Pauli-Verbot.

© Walther-Meil3ner-Institut
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