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Kapitel 11

Statistische Beschreibung

Wir haben in Teil | Atome und Molelle als isolierte quantenmechanische Systeme betrachtet. Den
physikalischen Zustand solcher Systeme konnten wir durch eisarlg der statigiren Schidinger-
Gleichung beschreibﬂmie Beschreibung ist in diesem quantenmechanischen Sinne statistischer Na-
tur. Allerdings ist unsere Kenntnis des Systems durch Angabe des Zustandsvektors I@)rlbi:ﬂett.
Schibdinger-Gleichung erlaubt es, die weitere Entwicklung des Systems deterministisch vorauszusagen.

Es ist mit modernen experimentellen Methoden (z.B. mit Atomfallen) durchéggich, einzelne Ato-

me oder Molekile zu untersuchen. Selbst in diesetllén ist das Atom aber nicht isoliert, sondénoer

das Strahlungsfeld an die Umgebung angekoppelt. Im Allgemeinen haben wir es mit komplexeren Syste-
men wie Gasen, Bksigkeiten und Festkpern zu tun, deren makroskopische Eigenschaften wir aus den
atomaren Zuginden ableiten wollen. Wenn wir eine gro3e Zahl von Atomen oder Nidelbetrachten
(z.B.Na = 6.02x 10?3 Atome in einem Mol eines Gases), wird die Angabe des quantenmechanischen
Zustandsvektors sehr schnell unpraktikabel und durch die angesprochene Ankoppéuftees fluk-
tuierende Felder sogar prinzipiell ukiglich. Wir hatten dies schon bei der Diskussion der spontanen
Emission festgestellt. Jedes Atom, welches sich in einem “statori, angeregten Zustand befindet,
wird auf Grund der Vakuumfluktuationentiner oder sater in den Grundzustand Ziokkehren. Wir
mussen deshalb einen Formalismus erarbeiten, der es uns edeubtakroskopisches Systems vieler
Teilchen ohne Kenntnis der mikroskopischen Details zu beschrdilaei wird der Besetzungswahr-
scheinlichkeit der quantenmechanischen Zode eine zentrale Rolle zukomnfén.

Historisch betrachtet haben zwei Arbeiten die Entwicklung der Physik deam# wesentlich beein-

flusst. Im Jahr 1901 schrieldax Planckﬁ] seinen bedeutenden Artikel zur Energieverteilung bei der
Warmestrahlung eines schwarzen Strahlers. Sein Artikatté zur Theorie der Quanten, woraus sich

die Quantenmechanik entwickelte. Im selben Jahr scl¥i®t. Gibbs eine Abhandlung mit dem Titel
Elementary Principles in Statistical Mechan@ﬁ)iese Abhandlung bildete das Fundament der statisti-
schen Beschreibung der Thermodynamik auf der Basis der klassischen Physik. Heute wissen wir, dass
man bei der Beschreibung der Physik deiviie besser vom quantenmechanischen Standpunkt ausgeht,

1Dabei handelt es sich im Allgemeinen um Mehrteilchensysteme. So bezieht sich die quantenmechanische Wellenfunktion
im Falle der Mehrelektronenatome auf die Gesamtheit der Elektronen. Sie gibt die Wahrscheinlichkeit an, ein Elektronen am
Ortrq und ein weiteres am Orb zu finden.

2zumindest nach der derzeitig akzeptierten Interpretation der Quantenmechanik.

3Die mathematischen Ausiltke fir die Besetzungswahrscheinlichkeiten werden iitier eine kurze Einhrung in die
statistische Quantenmechanik explizit herleiten. Dabei muss allerdings die Diskussion in weiten Teilécdlnéribleiben.
Eine ausiihrliche Diskussion folgt dann &fer in den Theorievorlesungen zur statistischen Physik.

4M. Planck, Annalen der Physik 553 (1901).

5J. W. Gibbs Elementary principles in statistical mechanics developed with especial reference to the rational formulation
of thermodynamicDover paperback S. 707, Yale University Press (1902).
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als von dem der klassischen Physik, der Gibbs zuriMerig standUbertragt man die Gibbsschen An-
nahmen in die Sprache der Quantenmechanik, salteman eine klare und einfache Darstellung der
physikalischen Grundlagen der Thermodynamik und der statistischen Mechanik. Béfeigragung

nitzt man im Wesentlichen nur eine einzige Vorstellung der QuantenmechanikZwiscmdie eines
statioraren Zustand@eines Systems von Teilchen. Wir werden sehen, dass, wenn esagitishrist,

die statiodren Zusinde, in denen sich ein System befinden kann,&hen, wir die Entropie des Sy-
stems kennen, da die Entropie der Logarithmus der Anzahl dglichen Zusinde ist. Aus der Entropie
erhalten wir dann die Temperatur, den Druck, das chemische Potenzial, das magnetische Moment und
andere thermodynamische @Ren. Wir sehen also, dass das Hauptproblem, mit dem wir konfrontiert
werden, darin besteht, die statéorn Zusinde abzuzhlen. Um es mit den Worten vdvavid L. Good-

steirﬂ zu formulieren*The job of statistical mechanics is basically to count — or, more realistically, to
find ways to avoid counting — the number of equally probable ways in which a system may devide up its
energy.”

Die Systeme, die wir im Folgenden betrachten werden, sind Systeme aus sehr vielen Teilchen. Jeder
statiorére Quantenzustand hat eine bestimmte Energie, aber es kann auch vorkommen, dass verschiedene
Zustande gleiche oder fast gleiche Energien besitzen. Wir werden deshalb den BegEffitdeung

eines Energieniveausenutzen, der angibt, wie viele Quantenanske einer bestimmten Energie oder

in einem sehr engen Energieintervall vorliegen. In der Pradighdie Definition der Entartung eines
Energieniveaus von der experimentell zur YAgiling stehenden Adsung ab. Da die Quantenzastle,

die wir im Folgenden betrachten wollen, alle stafioisein sollen, lassen wird die das Wort stadion

kiinftig einfach weg.

Wir haben oben bereits eélint, dass bei der Beschreibung eines makroskopischen Systems vieler Teil-
chen ohne Kenntnis seiner mikroskopischen Details der Besetzungswahrscheinlichkeit der guantenme-
chanischen Zuande eine zentrale Rolle zukommt. Um die Besetzungswahrscheinlichkeiten zu bestim-
men, bedarf es statistischer Werkzeuge. Inshesond@seen wir die Begriffe Entropie und Temperatur
einfuhren. Dies geschieht am besten an Hand einfacher Modellsysteme. Wir wollen im Folgenden die
grundlegenden Konzepte der statistischen Physik an Hand eines Spinmodellsystems @arbeiten.

Der Ausgangspunkt der statistischen Physik war sicherlich die kinetische Gastheorie. Sadtiggsch

sich mit der Berechnung von Mittelwerten (z{8%)) und deren Schwankungen sowie mit der Vor-
hersage des Gleichgewichtszustandes. Mit Hilfe der kinetischen Gastheorie fanden die Aussagen der
phanomenologischen Thermodynamik eine mikroskopischeafigang. Heute reicht die Bedeutung

der statistischen Physik weitber die Warmelehre hinaus. Sie erstreckt sich von der Analyse der Fi-
nanznarkte bis zur Bereitstellung neuer Berechnungsmethaigiekoimplizierte mathematische Proble-

me. Als Beispiele seien hier die Renormierungsgruppenanalyse und die Monte-Carlo-Methoden genannt.

5Wir haben in Teil | gelernt, dass die Vorstellung eines stéien Zustands ursinglich vonNiels Bohr stammt. Ein
statiorarer Zustand zeichnet sich dadurch aus, dass die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen in einem bestimmten Volumenelement
zu finden, zeitlich konstant ist.

D. L. GoodsteinStates of MatterDover Publications, Inc., New York (1985).

8siehe hierzu auch Ch. Kittel und H. &mer:Physik der Vitrme Oldenbourg Verlag Minchen (1999).
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11.1 Grundbegriffe der Statistik

11.1.1 Wahrscheinlichkeiten
Beispiel: Spielwiirfel

Wir betrachterN Wurfel, die gleichzeitig geworfen werden sollen. Dann kann die Augemaatlischen

N und €N liegen, wobei die Augenzahlkdx und @\ genau einmal realisiert werden. Alle dazwischen
liegenden Augenzahlem konnen dagegen wegen deidBeren Kombinationsaglichkeiten laufiger
vorkommen. Da die Summe aller Wahrscheinlichkejpém) eine Augenzahin zu erzielen

ENp(m) =1 (11.1.1)

p(m = ——— (11.1.2)

gelten. Hierbei isg(m) die Anzahl der Kombinationséglichkeiten fir die Realisierung der Augenzahl
m.

Als Beispiel betrachten wir nur zwei Wfel (N = 2) (siehe Ab. 11]1). In diesem Fall ig}2 , n(m) = 36
und damit z.Bp(2) = 1/36, p(3) = 2/36, p(4) = 3/36, p(5) = 4/36, p(6) = 5/36, p(7) = 6/36 usw..

6r

0 1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12
m

Abbildung 11.1:Anzahl der Kombinationsmoglichkeiten g(m) zur Realisierung der Augenzahl m beim
Wurf mit zwei Wirfeln.
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Beispiel: N Teilchen in N Zellen

Wir betrachten alsdchstedN unterscheidbare Teilchen, die adiZellen verteilt werden sollen, so dass
jede Zelle genau ein Teilchen e@th Es gibt daifir genau

g = NI (11.1.3)

Moglichkeiten, wobeN-Fakuliéat durch
N

N! :il:li

definiert ist. Fir gro3eN ist N! eine unhandlich grof3e Zahl und man kann zu ihrer Berechnung die
Stirlingsche I‘ﬁlherungsform

N
N
InN! = Zlni ~ /Inxdx: NINN—N . (11.1.4)
= 1

Zahlenbeispiel: Br N = Na = 6.23x 10?3 gilt z.B. InN ~ 55 und damit IlN! ~ NInN oderN! ~ NN,

Sind vonN Teilchenp ununterscheidbar, so gibt es nur

|
g = N (11.1.5)

Pt
Moglichkeiten, die Teilchen auf dig Zellen zu verteilen.

11.1.2 Mittelwert, Mittelwert der Abweichung, Schwankung

Will man die mittlere Augenzahl nadi-maligem Wirfeln oder bei einmaligem Wffeln mitN Wirfeln
ermitteln, so summiert man einfach die gevelten Augenzahlen auf und teilt sie durch die ZBhdler
Wairfelvorgange oder Wirfel. Ubertiagt man diese Vorgehensweide flie Mittelwertbildung auf eine
System von mikroskopischen Teilchen, so hilft uns diese Definition des Mittelwerts oft nicht weiter. Will
man z.B. den Mittelwert der Geschwindigkeit bestimmen, so scheitert dies daran, dass man die einzelnen
Geschwindigkeiten der Teilchen gar nicht kennt. Es ist deshalb zwégigar, den MittelwertA) einer

GroRReA uber die Wahrscheinlichkeitep(m) zu berechnen. Dabei igt(m) als die Wahrscheinlichkeit
definiert, einen WerA(m) der Gib3eA zu finden. Auf unser Beispiel mit demifel Ubertragen bedeutet

also z.B.p(5) die Wahrscheinlichkeit daf, die Augenzahl 5 zu rfeln.

Wir tiberlegen uns nun, welche Mittelwé&) wir erhalten, wenn wir sehr oft messen und dlittelwert
bilden. Wir erhalten

9 Diese Naherungsformal wird in den meisten mathematischen Formelsammlungen bzw. in den maisemBber
hohere Mathematik abgeleitet.
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5 Ampm
A = T =3 Am)p(m) , (11.1.6)
3 p(m m=t

M
da 5 p(m) = 1. Hierbei ist auf den Wirfel bezogerM = 6 die Zahl der rglichen Werte vorA. Wir
m=1

summieren jetzt also nicht metiber eine grof3e Zahl von Einzelmessungen auf (z.Brf@Worgangen),
sondern nur noctiber alle ndglichen Messergebnisse (z.Bogliche Augenzahlen), wobei wir mit deren
Wabhrscheinlichkeiten wichtenimssen.

Wir wollen anhand unseres einfachen Beispiels noch zwei weitere wichtige statistisaiBenGn Er-
innerung rufen, die aus der Fehlerrechnung bekannt sind. Als erstes betrachten wir den Mittelwert der
Abweichungen

(A—(A) = > pMAM) —(A) = > p(MAM) —(A) S p(m)
= (A-(A) =0. (11.1.7)

Der Mittelwert der Abweichungen verschwindet, weil positive und negative Abweichungen sich aufhe-
ben.

Wir wollen weiter die Schwankung betrachten. Darunter versteht man die Wurzel aus der mittleren qua-
dratischen Abweichung:

A = /(A= (A)?) . (11.1.8)

Sie verschwindet nicht, da die quadratische Abweichung stets positiv ist:

(DA =5 PM)(AM) — (A)% = PMAZ(m) — 2(A) S PM)AM) + (A2 P(m)

m m m m

= (A% —(A? . (11.1.9)

Aus derUberlegung AA)? > 0 folgt eine wichtige Aussage der Statistik:

(A% > (A . (11.1.10)

Fur das Wirfelspiel erlalt man(A>2 ~15undAA~1.7.
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11.2 Phasenraum und Verteilungen

11.2.1 Mikro- und Makrozustande

Wir betrachten als Beispiel ein ideales Gas, welches ein abgeschlossenes System darstellen soll. Seinen
Makrozustanckdnnen wir durch Angabe der Zustand®@en (z.BV, T, p) festlegen. Das Systeradst

sich aber auch beschreiben, indem wir die®@rts- und Impulskoordinaten aller im System vorhandenen
Teilchen zu jedem Zeitpunkt angeben. Diese definiererMikrozustanddes Systems.

Wenn sich das System im thermischen Gleichgewicht befindéndert sich sein Makrozustand zeitlich
nicht. Trotzdem wird sich infolge der statistischen Teilchenbewegung der Mikrozustand des Systems
standigandern. Dabei iiissen allerdings bestimmte Randbedingungdiilevierden. Es muss gelten:

N
e die innere Energit) = %1 > p? bleibt konstant,
i=1

e die TeilchenzahN bleibt konstant und

o alle Ortskoordinaten liegen innerhalb des Volumens

Fur reale Systeme iftl meist eine sehr gro3e Zahl. Dann gedn zu einem einzigen Makrozustand
offensichtlich sehr viele Mikrozuénhde.

11.2.2 Der Phasenraum

Um die grof3e Zahl der Mikrozugsndelibersichtlicher behandeln zéknen, fihrt man den Phasenraum

ein. Darunter versteht man z.Birfein freies Teilchen allgemein einen 6-dimensionalen Raum mit den
Koordinatenx,y, z, px, py, Pz, also einen kombinierten Orts- und Impulsraum. Zu jedem Zeitpunkt ist
jedes demN Teilchen eines Systems durch einen Punkt im Phasenraum dargestellt. Es existieren somit
N Punkte im Phasenraum, die innerhalb deggsigen Phasenvolumens liegen. Jedes Punktmuster im
Phasenraum stellt einen speziellen Mikrozustand dar.

A p
13 | 14|15 |16
9 | 10 | 11 | 12— nummer

\4

Abbildung 11.2:Einteilung des Phasenraumes in Zellen.

Zur einfachen Darstellung des 6-dimensionalen Phasenraumes benutzt man Orts- und Impulsvektoren
r undp und reduziert somit den Phasenraum effektiv auf 2 Dimensionen (sieh¢ Abp. 11.2). Um Wahr-
scheinlichkeitsaussagen machen parken, niissen wir den Phasenraum in diskrete Volumenelemente.
Dazu unterteilen wir die KoordinatenachsemMrElemente und erhalten sorMt® Phasenraumelemente.
Hierbei istd die Dimension des Phasenraumds=6 in dem diskutierten Fall). Damit man aus dieser
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Zellenindex i 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Teilchen - Nr. k 3 18 9 2 1 4 10 12 23
6 8 15 13 5 7 11
16 21 | 22 | 19 24
20 17
14
Besetzungszahl ni) | 4 1 5 3 3 2 1 3 2

Tabelle 11.1Beispiel einer Verteilung von Mikrozustanden auf verschieden Phasenraumzellen. Zu einer
Verteilung gehort eine groRe Anzahl von Mikrozustanden.

Einteilung Vorteile ziehen kann, sollten in jedem Phasenraumelement mehrere Teilchen liegen. Das be-
deutet, es muss

1< M <« N (11.2.1)

gelten. Die so entstanden@hasenraumzellerkennzeichnen wir durch einen Zellenindexler in un-
serem Beispiel in Ably. 17].2 von 1 bis Jdift.

Im Allgemeinen lbnnen Systemzughde klassischer Systeme mit Roordinaten beschrieben werden
und zwar durchf generalisierte Ortskoordinatep und f generalisierte Impulspy, wobeif die Anzahl
der Freiheitsgrade des Systems ist. Werdengdiend py als kartesische Koordinaten aufgefasst, so
spannen sie einenfalimensionalen Raum auf, den wir Phasenraum nennen.

11.2.3 \Verteilungen

Jedem Mikrozustand entspricht eine bestimmte Verteilung\d&eilchen des Systems auf die Zellen

des Phasenraumes. Wir werdertgp auch den BegrifKlassestatt den BegriffVerteilungverwenden.

Fir eine bestimmte Verteilung ist demnach die Zahl der Teilchen, die sich in den verschiedenen Zellen
befinden, mal3gebend. Auf diese Weise ist die Besetzungsidakler Phasenraumzeliaefiniert. Man

kann diese Besetzungszahl auf die lokale Phasenraumdictueickfiihren, welche durch

D(i) = ”(('I) (11.2.2)

gegeben ist. Hierbei i$t(i) das Phasenraumvolumen der Zélle

Es ist wichtig, sich klarzumachen, dass die Anzahl dégichen Mikrozusinde sehr viel gider ist als

die Zahl der Verteilungen. Sandert sich z.B. eine Verteilung beim Austausch von zwei Teilchen nicht,
wohl aber der Mikrozustand. Als veranschaulichendes Beispiel betrachten wir Tabellle 11.1. Gegeben ist
dort ein System aus 24 Teilchen, die auf die 9 Zellen des Phasenraumes verteilt werden. Vertauscht man
nun z.B. das Teilchen 6 mit dem Teilchen 18, so hat sich der Mikrozustaaddent, die Verteilung ist

jedoch gleich geblieben.
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Wir wollen nun die Anzahl der Mikrozuéhde, die zu einer bestimmten Verteilung gedn, bestimmen.
Dazu nmussen wir die Zahl der Vertauschungsgiichkeiten der Teilchen zwischen den Phasenraumzellen
berechnen. Es gibt insgesamf Zellen mit den Besetzungszahla(i) miti =1,2,3,...,M®. Aus der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung folgirfdie Zahl der Vertauschungsgmlichkeiten

g = — (11.2.3)

Die Zahlg nennen wir auch di&ntartungeiner Verteilung. Die Entartung gibt an, wie viele Mikro-
zustinde zu einer bestimmten Verteilung getn. Analog haben wir in Teil | mit der Entartung eines
Energieniveaus bei einem Atom die Zahl der Amte bezeichnet, die zu einer bestimmten Energie
getbren. Wir kbnnen aug (11.2.3) leicht das obige Ergebnis (I]l.1u3}lie Verteilung vorN Teilchen

auf N Zellen ableiten. Da in diesem Beispiel jede Zelle nur einfach besetzt sein solltenfdlgt 1,
wodurch der Nenner if (11.2.3) eins wird und wit= N! erhalten.

Fur das zweidimensionale Beispiel aus Tablelle]|11.1 ergibt sich pach (11.2.3)

241 ,
9 = Fiirsiaiaiaaaia - 28X 107 (11.2.4)

also eine bereits sehr hohe Zahl. Wir sehen auch, dass die absotiie @Gng von der Wahl der
ZellengblRe abhngt, da diese eine Bestimmungs@e fir die Besetzungszahlenti) ist.

Wir verteilen nun dieN Teilchen neu auf den Phasenraum, so dass sich die Besetzungskaiéeern.

Dadurch wird eine neue Verteilung geschaffen. Solange man abar stafyt, dass alle Teilchen inner-

halb des durch die oben definierten Randbedingungen begrenzten Phasenraumvolumens liegen, wird
der Makrozustand nicht gadert. Wir sehen als@u einem Makrozustand gibt es eine Vielzahl von
moglichen VerteilungenDies gilt insbesondere dann, wehhgroR3 ist undM nicht zu klein gevahlt

wurde. Jede Verteilung eriéih wiederum eine Vielzahl von Mikrozugtden.

Die Bedeutung der eben eingiften Begriffe werden wir uns gper im Zusammenhang mit dem Grund-
postulat der statistischen Physik, dass alle erlaubten Mikrézdstmit gleicher Wahrscheinlicheit anzu-
treffen sind, weiter vertiefen. Aus diesem Postulat folgt hier unmittelbar, dass eine bestimmte Verteilung
umso eher anzutreffen ist, jeder die Zahp ihrer Mikrozustinde ist. Anders formuliertdonen wir
festhalten:

Die Wahrscheinlichkeit fir die Realisierung einer Verteilung bei gegebenem Ma-
krozustand ist proportional zur Zahl der zu dieser Verteilung gehérenden Mikro-
zustande. Die Zahl der zu einer Verteilung gehdrenden Mikrozustande ist durch die
Entartung g gegeben.

Wir wollen uns diesen Sachverhalt nochmals anhand unseiigieMpiels klar machen. Wirdanen hier

eine Verteilung so definieren, dass sie gerade einer bestimmten Augenzahl entspricht, man bezeichnet
deshalb eine Verteilung auch als eine Klasse. Benutzen wir zwiefielyso liegen insgesamt 36 Mikro-
zustinde (nbgliche Wurfergebnisse) vor, die wir entsprechend déglichen Augenzahlen von 2 bis 12
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in genau 11 Verteilungen oder Klassen aufteildissen. Wir sehen, dass die Klasse, die der Augenzahl

2 oder 12 entspricht nur einen Mikrozustand éttthwahrend die Klasse mit der Augenzahl 7 sechs
Mikrozustande enthlt. Da alle Mikrozusinde, also alle Wurfergebnisse gleich wahrscheinlich sind, be-
deutet dies entsprechend der obigen Aussage, dass die Realisierung der Verteilung mit der Augenzahl
7 sechsmal wahrscheinlicher ist als die Realisierung der Verteilung mit der Augenzahl 2 oder 12. Dies
entspricht unserer Erfahrung.
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11.3 Das Spin-1/2 System

Wir betrachten jetzt als wichtigen Spezialfall ein System, bei dem es genau zwei Sorten von jeweils
ununterscheidbaren Teilchen gibt. Ein solches System stellt z.B. ein Systeh Etementarmagne-

ten dar, dessen magnetisches Momemfenau zwei Richtungen, z.B. nach oben und nach unter) (
einnehmen kann. Das System kann durch eine Kette von Teilchen, die de8 Sdif2 besitzen, rea-
lisiert werden, wobei zwischen den Spins keinerlei Wechselwirkung bestehen soll. Wir wollen anhand
dieses Modellsystems einige bereits eirigpefe Grundbegriffe vertiefen und expliziirfein System mit
groRRer Teilchenzahl berechnen. Insbesondere werden wir uns mit der Entartungsfgilesafaftigen,

die angibt, wie viele Ndglichkeiten (Mikrozusinde) esiir die Realisierung eines Zustands mit einer
bestimmten makroskopischen Eigenschaft (Makrozustand) gibt. Auf das gpiByktem bezogen be-
deutet das zum Beispiel, dass wir uiiserlegen riassen, wie viele verschiedene Konfigurationen der
Spins esffir einen bestimmten Sqilbberschuss in eine Richtung gibt.

1111111111 1001011011 0001010010

Abbildung 11.3:Drei von 210 = 1024 mgglichen Zustanden eines Systems von 10 nicht miteinander
wechselwirkenden Spin-1/2-Teilchen. Das Spin-1/2-System ist zur Darstellung der binaren Zahlen iso-
morph. Die den Spinzustanden entsprechende (0,1)-Folgen sind im Bild unten gezeigt.

Im homogenen Magnetfeld, welches wir senkrecht zur Teilchenkette anlegen, kann jeder Spin die Ein-
stellungenms = +1/2 annehmen. Mit jeder Spineinstellung ist ein magnetisches Moment entlang der
Feldrichtung vonu = —gsugms = +ug verbunden, das ~ 2 undms = +1/2. Aufgrund der fehlen-

den Wechselwirkung sind die Einstellungen der einzelnen Spins nicht miteinander korretighiclié
Zustinde fir den SpezialfalN = 10 sind in Abb[ 113 gezeifif]

Da jeder Spin zwei Einstellungen aufweisen kann, haben wir esYnih@lichen Zusinden zu tun,
die wir symbolisch mit geordneten Pfeilfolgen bezeichnénﬂerﬂ}] Ein moglicher Zustand &re z.B.

10nas Modell des Spin-1/2-Systems ist einer ganzen Reinéicher Systeme isomorph. Wir wollen hier den Zusammenhang
mit der Darstellung von Zahlen unterstreichen. Indem wir die Abbildurdl und| — 0 vornehmen, wird unmittelbar klar, dass
das Spin-1/2-System zur Darstellung dnier Zahlen herangezogen werden kann. Insbesondere sind die uns interessierenden,
statistischen Eigenschaften des Spin-1/2-Systems mit denen varebidahlenfolgen identisch. Da wir durch den Umgang
mit Computern sehr gut mit bémen Zahlen vertraut sind, werden wir diese Isomorphiéétesen zur lllustration heranziehen.
Insbesondereidfen wir uns die Quantenzuside des Systems durch Computerworte veranschaulichen. Die angesprochene
Isomorphie &sst sich weiter verallgemeinern: Alle Zahlensysteme mit Baseq2,3,...} sind auf ideale Spin-Systeme mit
S=(n—1)/2 abbildbar. Er das Zehnersystem hiigen wir z.B. einen Spi®= 9/2. Das ideale Spin-System istrfS=1/2
auRBerdem mit einer Folge voniMzwirfen vergleichbar. Spif-entspricht Zahl, Spirj-entspricht Kopf. lar S=5/2 erhalten
wir ein System mit 6 Einstellungsiglichkeiten. Im Nullfeld sind diese Einstellungen gleich wahrscheinlich, so dass das System
statistisch gesehen demidfelspiel isomorph ist.

Lwir erhalten also sehr schnell eine ganz beachtliche Anzahl voraddesh. Wie groR diese Zahlen wirklich ist, wollen wir
an zwei Beispielen ganz kurz verdeutlichen.
(i) Plexiglas (PMMA) ist ein Festirper der aus organischen Makromalidn aufgebaut ist. Deren mittleréihge betigt etwa
200 Monomere. Jedes Monomer kanniliglich seines Nachbarn zwei Orientierungen einnehmen, welche wir mit derf Spin-
und Spin{ Einstellungen in unserem Modell identifizierertén. Sind die Orientierungen, wie experimentell verifiziert, mehr
oder minder unkorreliert, so ergeben sic?®verschiedene Mglichkeiten aus 200 Monomeren Makromdlé zu bilden.
Da die Realisierung jeder dieserdglichkeiten im Herstellungsprozess gleichwahrscheinlich ist, bedeutet dies, dass bisher mit
an 100% grenzender Wahrscheinlichkeit noch keine zwei identischen PMMA-Melekoduziert wurden. Kunststoffe sind
daheraufRerst ungeordnete Systeme.
(ii) Berechnet man, die Eiglichkeiten aus 4 Aminé@airen RNA-Sequenzen deahgeN ~ 50 zu bilden, so findet man, dass
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Abbildung 11.4Zur Veranschaulichung der erzeugenden Funktion (11.3.2) fur N = 3. Jeder Summand,
den wir nach Ausmultiplizieren des Ausdrucks erhalten, entspricht einem der 8 moglichen Zustande
unseres Modellsystems.

durch

Wi = 1117 ... =T1l2lsTalsTel7 - (11.3.1)

gegeben. Die Angabe der Position als Index erlaubt es uns, die Gesamtheit @adustder Form

T+ DN = (Trtl)-(Ta+12) - (In+ In) = Wr+Wot . Wy (11.3.2)

auszudicken. Die Multiplikationsregelifr die Symbolfolgen entspricht derjenigair hormale Zahlen.
Die Erzeugung ist in Ably. T7].4if den FallN = 3 explizit aufgetihrt.

11.3.1 Die Magnetisierung

Wir wollen nun eine Einteilung der églichen Spin-Einstellungen des Spin-1/2-Systems in verschiedene
Klassen vornehmen. Dies entspricht der bereits oben diskutierten Einteilung von Mikrmoeistin
Verteilungen. Eine rixgliche Unterteilung des Zustandsraumes des Spin-1/2-Systems kann mit Hilfe der
Summe der magnetischen Einzelmomente, d.h. der Magnetisierung

M i i (11.3.3)

zu deren vollsindiger Realisierung die gesamte Biomaterie der Eiiligyware. DerartigeJberlegungen sind sehr wichtig,
falls man ein glaubhaftes Szenarior flas Entstehen von Leben auf der Erde entwickeln will. Man beachte, dass es im ganzen
Universum nur etwa 18 Atome gibt.
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Abbildung 11.5:Md6gliche Magnetisierungen mit den dazugehorigen Zustanden fur N = 3.

realisiert werden. Die Magnetisierung besitzt als Extremalwerte

Alle Zustande mit einer bestimmten Magnetisierudge {—Nusg,...,+Nug} bilden eine Klasse. Die
Extremalwerte der Magnetisierung entsprechen deréadsin| 117 ... und ] |]] ... und stellenir sich
Klassen dar. Ausgehend davoarken alle anderen Klassen erzeugt werden, indem man jeweils einen
beliebigen Spin umkehrt. Dabei étht bzw. erniedrigt siciv jeweils um 2ug (siehe Abb[ T1]5).

Wie konnen dieses Ergebnis auch anders herleiten: Ein Zustand ist %iltslr%hn 1-Spins charakteri-
siertﬁ Die Anzahl der|-Spins ist durchN —mgegeben. Der Spitberhang, d.h. die Anzahl d&fSpins
minus die Anzahl det-Spins betagt somit 2n.

11.3.2 Entartung der Zustinde

Wir wollen nun,ahnlich wie wir oberiiberlegt haben, wie viele Realisierungggtichkeiten esiir ei-

ne bestimmte Augenzahl beim dfeln mit N Warfeln gibt oder wieviele Mikrozugéinde esiir eine
bestimmte Verteilung voiN Teilchen aufMd Phasenraumzellen gibt, nun herleiten, wie viele Realisie-
rungsndglichkeiten esiir eine bestimmte Magnetisieruiyim Emsemble deN Spins gibt. Das heif3t,
wir fragen nach der Anzahl der Zi@stde in der durciM charakterisierten Verteilung oder Klasse. Um
dieses Abahlen durchzuifhren, benutzen wir ddinomialtheorem

@bt = > Nosra® D

N!
2 OGN (N

m=—3

azNtMpIN-m (11.3.5)

12)m Folgenden werden wir implizit annehmen, dass es siciNheh eine gerade Zahl handelt, da uns dies die Diskussion
erleichtert. Im LimesN — oo ist dies keine starke Einscmkung.
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Mit diesem Resultat wird der symbolische Ausdri¢k- | )N zu

p2N+m | ZN-m (11.3.6)

Die Schreibweise%'\l+m l%'\“m bezeichnet dabei keinen speziellen Zustand mehr, da wir ja die Platzhal-
ter weggelassen haben. Der Koeffizient des Tqﬁﬁ'im l%N*m gibt daher die Anzahl von verschiedenen
Zustinden an, in dene%‘nN 4+ m Spins nach oben un%N —m Spins nach unten zeigen. Diese Zuaie
besitzen alle die gleiche Magnetisierulig= 2mug. D.h. der Koeffizient gibt die Anzahl der Z@stde

in der Klasse an, die durch die Magnetisierivig= 2mug charakterisiert ist.

Der Entwicklungskoeffizient vonzN+m | 2N-m js

N!
g(N,m = (%N+m)!(%N—m)!' (11.3.7)

gibt die Anzahl dieser Zuahde mit der Magnetisierungriiig an, das heif3t die Anzahl der Zastle mit
einem Spifiberschuss vonr@fir ein System voN Spins. Die Golzeg(N, m) ist ein Binomialkoeffizi-
ent, wobeim jede beliebige ganze Zahl zwischegN und+3N ist.

Da g(N,m) die Anzahl der Zustnde mit gleicher Magnetisierung angibt, nennen g¢{M,m) Entar-
tungsfunktionSie ist in Abb[ I1.6idir den FallN = 10 gezeigt. Die Verteilung ist schoiirfdiese relativ
kleine Anzahl von Spins stark um den Wart= 0 zentriert.

Es ist zu beachten, dass nach (11.3.5) die gesamte Anzahl vamdestdurch

@+t =2 = F g(N.m) (11.3.8)

gegeben ist. In der Wahrscheinlichkeitstheorie leitet man di&3&g(N,m) oft als die Anzahl von
Moglichkeiten,3N + m nach oben un(%N — m nach unten gerichteter Spins aus einer GruppeNon
Spins auszu@hlen, her. Die hier verwendete Argumentationdigtiivalent, ihrt aber etwas schneller
zum Ziel.

Analog zu [I1.1R) erhalten wir die Wahrscheinlichkeit, den Biparschuss anzutreffen, zu

p(m) = m_+gl(’\|l\l’m) (11.3.9)
> 9(N,m)

1
m=—3N
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Abbildung 11.6:Entartungsfunktion g(N,m) fir N = 10. Die Gesamtzahl der Zustande ist 21° = 1024

11.3.3 Statistische Eigenschaften der Magnetisierung

Wir wollen nun den Mittelwert der Magnetisieruridper alle ndglichen Zusinde diskutieren. Da die
Entartungsfunktion, die wir auch als Verteilungsfunktion bezeichriam&n, beiaglichm= 0 symme-
trisch ist, erhalten wiriir den Mittelwert der Magnetisierung

m=-+3N m=+3N
= g(Nam) Um = Z.uB Z g(Nam) m
m=—31N m=—3N
=0 (11.3.10)

Hierbei bedeutet. ..) dentiber alle Zusinde des Systems gemittelten Wert.

Es ist instruktiv, dieses Ergebnis dadurch herzuleiten, indem man von der Vertauschbarkeit der Mittelung
(entspricht Summatior)ber die Zusinde mit der Summatioiber die Spins Gebrauch macht:

N N
M) = <Z ;(.Us>
22K

(11.3.11)

HM'\%

© Walther-Meil3ner-Institut



Abschnitt 11.3 RYsIK IV 391

Dabei bezeichnettd = +ug das Moment am Or$ im Zustando. Da ud in der Summatioruber die
Zustande genauso oft positiv wie negativ auftritt, ist das magnetische Moment an einerdeDi$pin-
Kette Uber alle Zusinde gemittelt gleich Null, d.Rus) = 0.

Wir betrachten nun den Mittelwert des Quadrats der Magnetisierung:

(M?) = <<ius>2> = ii(urus) . (11.3.12)

Hierbei lauferr unds unablaingig voneinander von 1 bis.

In der Doppelsumme treten Terme aiif tier = s. Der Beitrag dieser Term z{M?) ist

=

(eps) = (uf) = 5 [(+18)°+ (—u)?] = ug - (11.3.13)

Furr # sist (u, us) = 0, was sich anhand des Beispibls= 2 noch anschaulich zeigeadst:

=

{mapz) = [(+48)(+us) + (+ue)(—Hp) + (—us)(+us) + (—te)(~He)] = 0. (11.3.14)

Wir erhalten daher insgesamt

(M?) = Nup3 . (11.3.15)

Der quadratische Mittelwert ist a{sM2>1/2 definiert und wirdiblicherweise al#1ms bezeichnet. Es gilt
also

Mms = VvNug . (11.3.16)

Wie wir aus der Statistik wissen, steM;ns ein MalR fir die Breite der Verteilung um den Mittelwert

dar. In der Physik spricht man auch von Fluktuation, insbesondere wenn die Mittddendie Zusinde
dadurch zustande kommt, dass diese vom System in zeitlicher Abfolge durchlaufen werden. Vergleichen
wir die Fluktuation der Magnetisierung mit deren Maximalwert, so ergibt sich

M N 1
ms _ VNps _ 1 (11.3.17)

Mmax B N us m

WennN grof ist, werden die Fluktuationen — an der maximalen Magnetisierung gemessen — immer
geringer. IsN = 10?* (also etwa die Anzahl der Atome in einem Mol eines Gases), so finden wir
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11.3.4 Die Gaul-Verteilung fir grof3e N

Bei sehr grofReiN wird es unpraktikabel, mit Fak@ten zu arbeiten. Man benutzt zu deren Darstellung
Naherungsformeln, wie z.B. diejenige v8tirling :

N!' = 27N NN exp(—N+ (11.3.18)

Fur groRReN erhélt man daraus den Ausdrudk (11]1.4).

Wird der Naherungsformalismus, auf den wir hier nicht weiter eingehen wollen, konsequent angewendet,
so findet man, dass die Entartungsfunktion bei gro®gnt durch eine Gauf3-Funktion beschrieben wird:

gN,m) = 2N/ e W . (11.3.19)

Mit der Standardabweichurg(N), die die halbe Breite der Gaul3-Kurve an der Stelle bezeichnet, an der
die Funktion auf Ye-tel ihres Maximalwertes abgefallen ist, erhalten wir

o(N) = ‘/ZN (11.3.20)
und somit
Mms = 20(N)ug = VNug . (11.3.21)

Fur makroskopischéN ist die Magnetisierungskurve bezogen auf den Maximalwert beliebig schmal
(vergleiche[(11.3.17)). Beispiele sind in Abb. 11.7 gezeigt.

Unter Benutzung vorw (N) = @ erhalten wir

g(N,m) = g(N O)e*ziz—z'“ 1 ot (11.3.22
T ’ 2T ' o

Diese in der Statistik sehrafig auftretende Verteilungsfunktion nennt malrmalverteilung
Die Normalverteilung ist eine Gaul3-Funktion, sie ist symmetrisch zum Mittelwert. Aufgrund ihrer
glockenfirmigen Form wird sie auchaufig Glockenkurve genannt.

Anmerkung: Ein Vorteil der ldherungsfunktion (I11.3.119) bzvf. (11.3.22) ist, dass das Integral dieser
Funktioniilberm den korrekten Wert"2 fiir die Gesamtzahl der Zistde liefert. Das heif3t, es gilt

/dm gN,m) =2N,
was man durch Aughren der Integration leicht zeigen kann.
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Abbildung 11.7:Verteilungsfunktion in der GauR-Naherung fir N = 10,40,160 und 640. Die Breite der
Verteilungsfunktion (bezogen auf mmay) nimmt um den Faktor v/640/1/10= 8 ab.

11.3.5 Die Energie des Spin-1/2-Systems

Nachdem wir uns mit der Magnetisierung be#ftigt haben, wollen wir uns der Energie des Systems
zuwenden. Da die Spins nicht miteinander wechselwirken, besitzt das Systeéuferes Magnetfed

keine potentielle Energ Um eine Energiealitngigkeit der verschiedenen Zastle zu erhalten, ist ein
aulReres Feld also zwingend notwendig. Wie wir beim Zeeman-Effekt gelernt haben, ist die Energie eines
Zustands inauf3eren Feld durch das Skalarprodukt von magnetischem Moment und Magnetfeld gegeben.
Fir ein Modellsystem aull Elementarmagneten, von denen jeder zwei erlaubte Eingtglichkeiten

in einem homogenen Magnetfeld besitzt, ist die gesamte potentielle Energie durch

N
Umagn = Emagn = —B Zl,ui = —2mugB = -M-B . (11.3.23)
i=

gegeben. Die Energien sind diskret und besitzen einen konstanten Ab&tan@ugB. Dieser Abstand
entspricht der Energie, die aufgewendet werden muss, um einen Spiuderen Feld zu flippen. Die
Energiewerte sind aufgrund des linearen Zusammenhpngs (11.3.23) wie die Magnetisierung verteilt. Die
BezeichnundJmagnWurde geviahlt, da dieseifr innere Energien in der statistischen Phyisikich ist.

Wir wissen, dass nur Zusbhde mit wohldefinierter Energie stat@msind. Eine zeitliche Entwicklung
dieser Zusinde muss daher bei der statistischen Betrachtung nich¢hsichtigt werden. Die Klassi-
fizierung von Quantenzustden nach der Energie nimmt daher in der Physik eine Sonderstellung ein.
Dies hat, wie wir spter sehen werden, weitreichende Konsequenzen. Sie istiz.Bief Rolle, welche

die Temperatur in unsereraglichen Leben spielt, verantwortlich.

13Ein kinetischer Energieterm tritt ebenfalls nicht auf, da wir die Spins nicht als dynamische Einheiten betrachten. Dies ist
der Preis, den wir déf bezahlen rassen, dass wir dieses einfachste aller Systemélgewaben. Um an die physikalische
Realitat anzukiipfen, dirfen wir unser Modell mit Atomen im Magnetfeld vergleichen. Der Energienullpunkt entspricht dem
elektronischen Niveau im Nullfeld.
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11.4 Grundlegende Annahmen der Viirmephysik

Um in der statistischen Beschreibung von Systemen weiterzukommen, ist es notwendig, einige Postulate
dariber zu machen, wir grof? die relativen Wahrscheinlichkeiten sind, ein System in irgendeinem seiner
zuganglichen Zusindevorzufinden. Dabei nehmen wir zachst an, dass das betrachtete Sysibge-
schlossersei und somit keine Energie oder Teilchen mit seiner Umgebung austauschen karal Gem
den Gesetzen der Mechanik ist dann die Energie und die Teilchenzahl eine Erhalbeg$dir wollen

ferner annehmen, dass sich das Systertslaichgewichbefindet.

Wir wollen zuréchst die Begriffe abgeschlossenes Systemangliche Zusinde und Gleichgewicht
definieren:

e Ein System wird alabgeschlossebezeichnet, wenn eine konstante Energie, konstante Teilchen-
zahl und ein konstantes Volumen besitzt.

e Ein System befindet sich im Gleichgewicht, wenn die Wahrscheinlichkeilrddas System in
irgendeinem seiner zagglichen Zusinde zu finden, zeitunalhgig ist. Alle makroskopischen
Parameter, die zum abgeschlossenen Systefirgehsind dann ebenfalls zeitunéipigig.

e Ein Zustand des Systems wird als anglich bezeichnet, wenn er mit der makroskopischen Cha-
rakterisierung durch Teilchenzahl, Energie, Volumen, sowie allen anderen dem System auferlegten
Randbedingungen kompatibel ist.

Hinsichtlich der Zu@nglichkeit eines Zustandes kommt es nicht darauf an, wie gut wir die Parameter
Energie, Volumen und Teilchenzahl kennen, sondern wie gut sie prinzipiell auf Grundapar&ion

des Systems bekannt seiarien. In anderen Worten, eshten nicht die uns bekannten Zwangsbedin-
gungen, sondern die Zwangsbedingungen, denen das Systanhtiats unterliegt. Werden die Zamge

nicht korrekt eingesditzt, so wird dies durch falsche, d.h. durch das Experiment nichitigst stati-
stische Voraussagen offeni4r.

Fir ein abgeschlossenes System sind die WertdeydhundV fixiert. Auf unser Spin-Modellibertragen
bedeutet dies, dass nur die Zuste mit einem durch die Energie wohldefiniertem 8parhangn =
—Emagn/21gB zuganglich sind. Dies ist in Ablj. 11.8 veranschaulicht.

Wenn wir ein solches abgeschlossenes System im Gleichgewicht betrachten, so besteht die einzige In-
formation, dieliber das System vorhanden ist, darin, dass sich das System in einem seided&ust
befindet, die mit dem Wert seiner Energie und Teilchenzahlaglith ist. Legt man die Gesetze der
klassischen Mechanik zugrunde, $sdt sich in diesen kein Argument finden, das Anlass zu der An-
nahme gebendnnte, dass das System sich in einem seineaglichen Zusinde bevorzugt aufhalten

wirde. Daher scheint es auRerordentlich einleuchtend, einfach anzunehmen, dass das System in jeden
der ihm zu@nglichen Zusinde mit gleicher Wahrscheinlichkeit vorgefunden werden kannadhalish

kann man mit den Gesetzen der klassischen Mechanik explizit zeigen, dass aus der Annahme, das betref-
fende System sei zu einem bestimmten Zeitpunkt gle@igilber seine zugnglichen Zusinde verteilt,

die gleichnaRige Verteilungzu allen Zeiterfolgtﬁ Dies zeigt, dass eine gleickafdige Verteilung des
Systemsdiber seine raglichen Zusinde tatachlich einer mglichen Gleichgewichtssituation entspricht,

14Das Prinzip der Zuanglichkeit wird im Falle der biaren Worte eines Computers besonders deutlich. @mén wir
verlangen, dass bei der Datdrertragung das letzte Bit einesBit Datenwortes ein Paitsbit ist. Es ist daher durch die
Summe aller anderem— 1 Bits bestimmt und kann nicht frei géhilt werden. Die maximale Anzahl der Argylichen Worte
ist damit nicht 2, sondern 2-1. Tritt ein Wort, das nicht zur Klasse der zmglichen Worte geirt, beim Empénger auf, so
kann es sich nur um eine Folge fehlerhafi#rertragung handeln. Das Wort wird dann verworfen.

15Djes ist eine Folgerung aus dem Theorem, das als Liouvillescher Satz bezeichnet wird. Der Beweis dieses Satzes kann in
den einsctdgigen Lehriichern zur Statistischen Mechanik gefunden werden.
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Abbildung 11.8:Schematische Veranschaulichung des Prinzips der zuganglichen Zustande. Nur die
Quantenzustande, die mit der “makroskopischen” Energie und Teilchenzahl innerhalb der vorgegebenen
Grenzen Ubereinstimmen, kdnnen vom System Uberhaupt eingenommen werden. Dabei hangen die
Grenzen selbst von der Praparation des Systems ab.

die sich zeitlich nich@andert. Die Gesetze der klassischen Mechanik geben also keinen Anhaltspunkt
dafur, dass einige Zughde des Systems auf Kosten von anderen bevorzugt werden, da ja keine Tendenz
dafur besteht, die gleichéRige Verteilung dadurch zu zeistn, dass einige Zustde bevorzugt besetzt
werden.

Unsere bisherige Diskussion legt nahe, dass all@rzgiichen Zusinde eines abgeschlossenen Systems
die gleiche Besetzungswahrscheinlichkeit besitzen. Dibst funs zur Einfihrung des grundlegenden
Postulates der \Afmestatistik:

In einem abgeschlossenen System im Gleichgewicht ist jeder der dem System
zuganglichen Quantenzustéande mit gleicher Wahrscheinlichkeit besetzt.

Diese grundlegende Annahme wird bei der Definition der Wahrscheinlichkeit eines Zustandes und bei der
Definition des Mittelwerts einer physikalischendBe benutzt. Man verwendet sie aber auch, wenn man
untersucht, was passiert, wenn man zwei Systeme in Kontakt miteinander bringt. Aus diesem Grundpo-
stulat folgt unmittelbar, dass eine bestimmte Verteilung um so eher anzutreffen isbf3jer glie Zahl

ihrer Mikrozustinde ist. Das heil3tlie Wahrscheinlichkeiilf die Besetzung einer Verteilung ist bei ge-
gebenem Makrozustand proportional zu der Zahl der zu dieser Verteilurigeyeten Mikrozuginde.

Das grundlegende Postulat Bti3erst einsichtig und widerspricht zweifellos keinem der Gesetze der
Mechanik. Ob das Postulat wirklich gilt, kann éidich nur dadurch entschieden werden, dass mit seiner
Hilfe theoretische Vorhersagen gemacht werden, die experimébiipiift werden knnen. In der Tat
haben ein grofl3e Anzahl von Berechnungen, die auf diesem Postulat beruhen, zu Ergebriigsgn gef
die sehr gut mit den experimentellen Ergebnissieereinstimmen. Die @tigkeit dieses Postulates kann
deshalb als gut gesichert angenommen werden und als Basisgere weitereflberlegungen verwen-

det werden.
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Abbildung 11.9:Mogliche Zustande eines Systems aus drei Spin-1/2-Teilchen, dessen Gesamtenergie
—ugB betragt.

Beispiel: System mit 3 Spins

Wir wollen das Grundpostulat anhand eines einfachen Beispi@lgterh. Hierzu betrachten wir ein ab-
geschlossenes System aus 3 Spifia-Teilchen. Seine Gesamtenergie ist bekannt und entspricht einem
Wert —ugB. Daraus Bnnen wir schlie3en, dass das System nuraha einnehmen kann, in denen zwei

Spins nach oben und einer nach unten zeigen (siehe hierz{i Abp. 11.9). Das Postulat bedeutet nun auf die-
ses System bezogen, dass im Gleichgewicht das System in allen drei in Abb. 11.9 gezeigtedefust

mit gleicher Wahrscheinlichkeit vorgefunden wird.

Wir wollen darauf hinweisen, dass esindith nicht stimmt, dass die beiden Zastle eines Einzelspins
(nach oben und nach unten) gleichwahrscheinlich sind. Dies liegt daran, dass die Einzelspins in dem
betrachteten System aus drei Spins keine abgeschlossenen Systeme darstellen.

11.4.1 Zeitmittel und Scharmittel

Wir unterscheiden in der statistischen Physik deiriive zwei Arten von Mittelwerten, und zwar das
Scharmittel und das Zeitmittel. Wir betrachten @ahst das Zeitmittel.

Das Zeitmittel

Praparieren wir das physikalische System z.B. durch Messung der Energie, der Teilchenzahl etc. zum
Zeitpunktt = 0 so, dass es einen bestimmten Quantenzustand einnimmt, so ist nicht klar, ob die Reali-
sierung aller anderen, prinzipiell zagglichen Quantenzustde im Laufe der Zeit auch wirklich eintre-

ten wird@ Im Bild unseres Spin-Modells heifRt dies konkret, dasslttsergang von einem Zustand)

mit MagnetisierungM in einen anderen Zustarid’) unter Beibehaltung der Magnetisieruhg (z.B.

Uber einen Doppelspinflip) einer gewissen Zeitkonstanten unterliegt. Wir hatten schanngradass
Storungen des Systems bei der Festlegung dieser Zeitkonstante eine zentrale Rolle spielen. Sind diese
Storungen zu schwach, so ist edgtich, dass das System in einem Unterraum der a priodzglichen
Zustnde verweilt. Dies ist z.B. bei einem Glas der Falaviend in der Rissigkeit die Molelle frei
diffundieren, sind ihre Positionen in &ern eingefroren. Dabei ist jeder Glaszustand, den wir durch
Abschrecken der Eksigkeit erhalten, verschieden. Die Barriere zwischen deradden ist allerdings

zu hoch, um innerhalb der Beobachtungsiabigrwunden zu werden.

18pjes gilt ibrigens im versirkten MaReiir klassische, statistische Systeme. Auf Grund der deterministischen Teilchenbe-
wegung legen dort die Anfangsbedingungen die Trajektorien der Teiléih@nriner fest. Diesednnen insbesondere periodisch
sein. Gewisse Punkte im Phasenraum, d.h. Orts-Geschwindigkeits-Kombinationen werden dann nicht mehr durchlaufen. Die
Chaostheorie zeigt, unter welchen Bedingungen, jeder Punkt erreicht wird und somit eine gute Mittelung (Btpodieit-
warten ist.
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Fuhren wir am System zu sehr vielem aufeinanderfolgenden Zeitpuhkten. . ,tq periodisch Beob-
achtungen durch, die als Ergebnis jeweils einen daglichen Eigenzuginde|m) liefern, so ergibt sich
fur die Wahrscheinlichkeit

p(m) = = -n(m) , (11.4.1)

wobein(m) die Trefferzahl des Zustandés) bezeichnet. Dieser Ausdruck igquivalent zur Wahr-
scheinlichkeit[(11.1]2), eine bestimmte Augenzahl beifirf&n mitN Wirfeln zu erhalten. Wir bemer-
ken, dass die Definition der Wahrscheinlichkeit festlegt, dass

Zp(m) = 1. (11.4.2)

Das heifl3t, die Gesamtwahrscheinlichkeit, das System in irgendeinem Zustand anzutreffen, ist eins.

Die durch [11.4]1) definierte Wahrscheinlichkeihft in einfacher Weise auf die Definition difttel-
werteseiner beliebigen physikalischen @3e. Die physikalische EigenschaAf(z.B. Energie, Magneti-
sierung) soll die GiReA(m) haben, wenn sich das System im Zustémgbefindet. Der Mittelwer{A)
unserer Beobachtungsgifde ist dann definiert durch (vergleiche hiefzu (11.1.6))

A = ZA(m)p(m) = fZA(m)n(m) . (11.4.3)

p(m) ist hierbei die Wahrscheinlichkeit daf dass sich das System in einem Zustarixefindet, viahrend
n(m) die Haufigkeit angibt, mit der das System bei einer Reihe gdhessungen im Zustaneh ange-
troffen wird. Der Mittelwert ist ein zeitlicher Mittelwert eines einzelnen Systems, da die Werte mier
an aufeinanderfolgenden Zeitpunkten bestimmt werden. Man spricht deshalb vonZaiiteittel

Im Zusammenhang mit der obigen Definition der Wahrscheinlichkeit ist wichtig, dass die Beobach-
tungszeitraum so lange gahit wird, dasgp(m) nicht mehr von der Zeit at@#mgt. Man spricht in diesem
Zusammenhang von der Relaxationszeit des Sy@m'ﬂa SHrungen des Systems sollen einerseits so
schwach sein, dass die Eigen&mte|m) des Systems nicht wesentlich beeinflusst werden, und ande-
rerseits so stark, dass die Relaxationszeiten wesentlich kleiner als der Beobachtungszeitraum sind.

Auf der Basis dieseberlegungen &nnen wir folgende statistische Definition des thermodynamischen
Gleichgewichtszustandes machen:

Ein System, fur das p(m) nicht explizit von der Zeit abhangt, ist im thermodynami-
schen Gleichgewicht.

1"Die Relaxationszeiten tissen nichtiir alle BeobachtungsgBen gleich sein. Darauf wollen wir hier nicht weiter eingehen.
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Zeitmittelung: Mittelung lber g Zeitpunkte

Ensemble-Mittelung: @ @ @ @
Mittelung tUber g Systeme @ @ @ @

Abbildung 11.10Zur Veranschaulichung der Zeit- und Ensemble-Mittelung.

Das Scharmittel

Falls sich ein System im thermodynamischen Gleichgewicht befindet, isbgiécn die im Experiment
vollzogene Zeitmittelung durch eine Ensemblemittelung zu ersetzen (siehe hierZu Abb. 11.10). Dieses
Konzept geht aufudwig Boltzmann (1844-1906) undosiah Willard Gibbs (1839-1903) zuiick. Wir
duplizieren dazu das System so oft, wie dies aufgrund der Anzahl danglichen Zusinde tig ist.

Alle Mittelungen werden daniiber das so entstandene Ensemble durclgefEin Ensembleesteht

also aus sehr vielen Systemen, die alle gleich sind. Die Systeme des Ensembles besitzen keine Dynamik.
Die Zeit tritt deshalb in der Mittelung nicht mehr in Erscheinung. Im Fall unseres Spin-Modells besteht
das Ensemble ohne Magnetfeld affsuhterschiedlichen Spinfolgen.

Das Gibbssche Schema ersetzt Zeitmittelwerte eines einzelnen Systems durch Ensemble-Mittelwerte, die
auchScharmittelgenannt werden. Physikalische Systenie,die die Ensemblemittelung die gleichen
Resultate liefert wie die Zeitmittelung, werden aigjodischbezeichnet. Der Beweis démuivalenz

von Scharmittel und Zeitmittel ist schwierig und hat viele Mathematiker herausgefordert. Es ist bisher
in vielen Rallen noch nicht gelungen, notwendige und hinreichende Bedingurigetief Ergodiziat
mathematisch sauber zu definieren. Es ist aber z.B. intuitiv klar, dasStiggang von der idealen
Flussigkeit zu einem Glas eltbergang von einem ergodischen zu einem nicht-ergodischen System sein
muss.

Beispiel: Der Spielwiirfel

Der Vorteil der Wahrscheinlichkeitsdefinition von Mittelwerten ist der, dass wir oftrabér Wahr-
scheinlichkeiten allgemeine Aussagen mach@mren. Zum Beispiel wissen wir, dass die Wahrschein-
lichkeit p(m), mit einem Spielirfel die AugenzahA(m) = 1,2,3,4,5,6 zu wirfeln, unabBAngig vonm
gleich 1/6 ist. Somit erhalten wir

A = T Ampm) = 1+2+3g4+5+6 - ; . (11.4.4)

Um diesen Wert im Experiment zu realisiererijsaen wir entweder einenifel sehr oft werfen (Zeit-
mittel) oder mit einer sehr grol3en Zahl vorivieln einmal werfen (Scharmittel).
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11.5 Systeme in thermischem Kontakt

Wir hatten Systeme als abgeschlossen bezeichnet, wenn ihre Energie und Teilchenzahl erhalten ist. Ver-
binden wir zwei abgeschlossene Systeme so miteinander, dass sie zwar Energie aber keine Teilchen aus-
tauschen &nnen, so sind sie im thermischen Kontakt. Physikalisch kann dies durch &inesieitende
Barriere geschehen. Ist die Barriere autihdie Teilchen durclilssig, so spricht man von diffusivem
Kontakt zwischen den Systemen. Die verschiedenen Kontaktripdirfei Systeme sind in Abp. T1]11
dargestellt. Etablieren wir zwischen zwei unigpglich isolierten Systemen einen thermischen Kontakt,

so wird es zum Energieaustausch kommen, wir sprechen dann davon, dasseV#wischen den bei-

den Systemen flief3t. Dies ist ein uns aus dem Al#iaferst vertrauter Prozess, der bekanntlich durch

die Temperatur geregelt wird. Es wird daher unsere Aufgabe seiffediperatur als Konzept der sta-
tistischen Mechanilzu etablieren. Dabei wird sich herausstellen, dass es sich bei der Temperatur um
eine abgeleitete GfRe handelt. Die zentrale Rolle kommt dartropiezu. Wahrend die Entropie in der
klassischen Thermodynamik eine nur schwer fassbare und schwierig zu vermittetiitéedarstellt, ist

ihre Definition im Rahmen der statistischen Mechanik von bestechender Einfachheit.

Wie bisher wollen wir die Diskussion exemplarisch an Hand des Spin-Modgiten. Im Spin-Modell
sind die beiden Teilsysteme durch die Anz&hl und N, ihrer jeweiligen Spinzusinde festgelegt.
Abhangig von den quantenmechanischen Mikroanden, die ihnen zaaglich sind, betigt ihr jewei-

liger Spiriiberhang 8y bzw. 21p. Dabei sindm undm, durch die Energield; undU, der Teilsysteme
eindeutig festgelegt. Die Magnetisierung des Gesamtsystems ist durch

M = 2mug = (2my+2mp)ug (11.5.1)

gegeben. Da die Bedingung

U(m) = Ug(my)+Uz(mp) (11.5.2)

bei thermischen Kontakt difit sein muss, und) = —M - B linear von der Magnetisierung adhgt,
verandert sich der Spirberhangn durch das Zustandekommen des thermischen Kontakts nicht.

zwei abgeschlossene, zwei Systeme in zwei Systeme in
isolierte Systeme thermischem Kontakt diffusivem Kontakt
(TR LT
ok s
B
- R - s I‘._-_-_._-_-.._- ,r
e T |
Er Tkt
RS 7 peeed ”
Ny N, Ny g N N7y & N7y
T Fir
U +U,=U" + U, U, +U,=U" +U",
N, +N,=N", + N,

Abbildung 11.11Méogliche Kontaktarten von zwei thermodynamischen Systemen.
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Uns interessiert nun, welche Kombination vorn und mp, d.h. vonU; undU, nach der Relaxation des
Systems die @f3te Entartung und damit dié@bhste Wahrscheinlichkeit aufweist. Haben wir diese Frage
beantwortet, so wissen wir auch, welches System aufgrund der Relaxation Energie aufnimmt und wel-
ches Energie abgibt, d.h. wir haben die Richtung des Energieflusses etabliert. Besitzt das Gesamtsystem
den Entartungsgrag{N, m) und das erste Untersys@ﬂden Entartungsgragi (N;,my ), so folgt fur den
Entartungsgrad des zweiten Systems aufgrund der durch (11.5.1) zum Ausdruck gebrachten Kbpplung

92(N2,mp) = Qga(Np,m—rmmy) . (11.5.3)

Indem wirmy innerhalb der Grenze[w%Nl, %Nl] variieren, erhalten wir den Zusammenhang

g(N.m = Z 01(Nz,mp)g2(Nz,m—my) . (11.5.4)

Wegen der direkten Beziehung zwischen Spin und innerer Enebgigek wir dieses Ergebnis auch als

gN,U) = ggl(Nl,Ul)gz(Nz,U—Ul) (11.5.5)

schreiben.

Unsere Frage nach der wahrscheinlichsten Kombinationnwoand my, ist beantwortet, wenn wir den
groten Summanden if (11.5.4) bestimmt haben. Dies ist eirgliche Folge der a priori Annah-

me, dass alle Zughde gleich wahrscheinlich sind. Es geht daher der Unterraum vornglest mit

der lhchsten Machtigkeit als Sieger aus dem Relaxationsprozess hervor. Dabei sind wir hier an den Un-
terraumen von Quantenzidstden interessiert, die einen festen Sprrhang 8y im System 1 und damit

2mp = 2(m—my) im System 2 aufweisen. Wir wollen den Spberhang im System 1 dieses “maxima-
len” Unterraums mitmy bezeichne@ Damit ist

g(Ng,No,m,my) = g1(Ng,My) - g2(Np, m— iy ) (11.5.6)

der gbR3te Summand, der ip (11.5.4) auftritt. Es wird sich herausstellen, dass bei groRen Systemen dieser
Summand die Summg (11.5.4) dominiert.

18Dabei sei das erste System dasjenigewfelchesN; > N.

19Wir betrachten die Konfiguration des kombinierten Systems, bei dem das erste System eiiibrrSphuf vonrg; und
das zweite von 2y hat. Die kombinierte Konfiguration besteht aus dem Satz vonaddsi, die durch feste Werte vam
undmp charakterisiert sind. Das erste SystemddiN;, my) mogliche Zusande, das zweitgy (N2, mp). Die Gesamtzahl von
Zustinden in einer Konfiguration des kombinierten Systems ist durch das P@qdglgegeben. Da aben= my +m, = const
kénnen wirmp = m—m, setzen.

20wir stellen einmal mehr die Bedeutung der Einteilung in Klassen fest. Im vorliegenden Fall werden Quaatetezust
nach ihrer Magnetisierung in den beiden Teilsystemen klassifiziert. Das Problem ist also zuerst algebraisch. Im zweiten Schritt
miissen dann die Bthtigkeiten der Klassen errechnet werden. Hier kommt die Arithmetik und insbesondere die Kombinatorik
ins Spiel.
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Reservoir
] T V2
N, Probe

Abbildung 11.12:Systeme im thermischen Kontakt: Ist eines der beiden Systeme sehr groR ist, so
kdnnen wir dieses als Reservoir betrachten. Diese Betrachtungsweise entspricht den meisten experi-
mentellen Situationen, bei denen eine Probe an ein “Warmebad” thermisch gekoppelt wird.

Es ist mit Hilfe der Kombinatorik riaglich, das Maximum der Funktiog(Ny, N2, m,my) zu bestimmen.

In Abb.[11.1I3 ist dies am Beispiel zweier kleiner Spinsysteme gezeigt. Da wir aber in der Physik nur
gekoppelte Systeme betrachten wollen, von denen zumindest eines sehr grol3 ist — dieses wird dann

als Reservoir bezeichnet (siehe hierzu Abb. 11.12) — ist diese kombinatorissnedgsmethode sehr
schwerdllig. In diesen Rllen kbnnen wir fir unser Spin-Modell die &herung[(11.3.19) bzw. (11.3]22)

g(N,m) = g(N,0)e ~ (11.5.7)

verwenden.

Damit erhalten wir

amg 2(m-my)?

g(NL,N2,mmy) = g1(N3,0)g2(N2,0) e ™ e ™

= 01(N1,0)92(N2,0) 67<N1 " (11.5.8)

Dieses Produkt gibt die Zahl defif das kombinierte System dglichen Zusinde an, wenn der
Spiniberschuss des ersten Systemms Bt. Die schematische Darstellung in Apb. 11.14 soll eini@ef
fur das Produkt vermitteln, obwohl die Darstellung niurKleine Systeme gilt.

Wir suchen das Maximum dieser Funktion bzgl. der VarialmgnElementares Ableiten ergibt

d dmy 4(m—my)

—0(Ni,Np,mmy) = | — N1, N2, m,m 11.5.9

8mlg( 1, Nz, m,my) ( N TN g(N1, Nz, m,my) ( )
Die Ableitung ist Null, falls

m m—m 117

— = = — . 11.5.10

Ny ) [\ ( )
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\A A A\ 4 A\ 4

AAAA AAA A

Abbildung 11.13Zwei Spinsysteme mit (N; = 4,M = 0) und (N, = 2,M = 2ug) werden in thermischen
Kontakt gebracht. Die Spalte links zeigt alle 6 mdglichen Quantenzustande vor dem Relaxationsprozess.
Durch den thermischen Kontakt kommen neun weitere mogliche Quantenzustande hinzu. Der Gesamt-
zustand (N; = 6,M = 2ug) ist also 15-fach entartet. Dabei tragen die Quantenzustande mit My = 0 (d.h.
M; = 2ug) am meisten zur Entartung bei. Sie stellen somit den maximalen nach M; charakterisierten
Unteraum dar. My = —4ug enthalt nur einen Quantenzustand und ist damit der minimale nach M; cha-
rakterisierte Unterraum.

Durch die Berechnung der zweiten Ableitung kann man sich dét@nzeugen, dass es sich bei dem
identifizierten Extremum wirklich um ein Maximum handelt.

Das Ergebnis ist anschaulich klar. Das System vermeidet die Clusterung von Spins. Energie wird so-
lange ausgetauscht, bis die SpindictitéN in den beiden Untersystemen gleich, d.h. im gesamten Sy-

stem homogen verteilt ist. Dagtten wir vermutet, handelt es sich doch dabei um die einzige wirklich
ausgezeichnete Verteilung. Man muss aber in diesem Zusammenhang beachten, dass unser ideales Spin-
System keine Wechselwirkung zwischen den Spins aufweist, die eine Clustérdegflonnte.

Fur das in Abb[ 11.7]3 gezeigte Spin-Modell finden wir das Maximum der Entarturmgf= 2

gN =4,N,=2m=2,=2) = 8. (11.5.11)

Fir den Terny, = 0 ergibt sich

g(N1:4,N2:2,m:2,rY11:0) = 6. (11.5.12)

Das Maximum in der Entartungsfunktion ist somit nur sehr schwach ausgieftugegebenermalien
handelt es sich dabei nicht um groRe Systeme. &®wlso in dem gegebenen Fall falsch, thermody-
namisch zu argumentieren und die Eigenschaften des Systems unter ausschlie3licher Einbeziehung der
wahrscheinlichsten Quantenzaistle zu berechnen.
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Abbildung 11.14 Schematische Darstellung von g, g, sowie g;g; fuir zwei kleine Systeme mit N; = N, =
20und m=8.

Was passiert nun im Falle wirklich grofl3er Systemé&Rren wir eine kleine Fluktuatiod ein, so dass

m = mMm+6 und m =MmM-96, (11.5.13)
so ergibt sichiiir die Quadrate
m = ME42m8+ 62 und m = B — 2pd + 82, (11.5.14)

und somit

_ _ m M 1 1
g(Nz,N2,mg,mp) = g1(Ng, My)g2(Ne, M) exp<—45 [Nl - K:z] 25° [N + ND(ll'S'lS)
1 N2 1 Np

Dabei haben wir die Gleichverteilurjg (11.5.10) ausgenutzt.

Zahlenbeispiel:Wahlen wir fir die TeilchenzahN; = N, = 10?2 und betrachten Fluktuationén= 102,
was einer relativen Abweichung va@iyN ~ 1019 entspricht, so ergibt sich

O(NL,No, My, Mp) - 200 _ 4173 (11.5.16)
g(N17N27m17mZ
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. . sehr wahrscheinlich )
Nichtgleich- »  Gleich-
gewichts- gewichts-
zustand |¢ zustand
sehr unwahrscheinlich
Zeit

Abbildung 11.15:Zum Begriff des irreversiblen Ubergangs von einem Nichtgleichgewichts- in einen
Gleichgewichtszustand.

Daraus lernen wir, dass selbst eine Fluktuation dieser geringekeSt von den 1% Spins im System 1

istim Mittel jeder 13°-te falsch herum orientiert — wird daher praktisch nie beobachtet. Setzeiirwir f

die Zeit, die zu einem Spinflip bétigt wird, eine Femtosekunde an, so werden in einer Sekunde etwa
101°. 10?2 = 10%” zugangliche Quantenzustde durchlaufen. Bevor das System einmal in einen Zustand
mit Spiniiberhang &y = 2(My + §) gelangt, wird es 183 Zustainde mit 2y = 2y durchlaufen. Dazu
berbtigt es 1873. 1037 = 1036 Sekunden. Das Alter des Universums wird auffi®ekunden geséitzt.

Das Ereignis tritt also statistisch gesehen nie ein. Dieses Ergebnis hat eine interessante Kongequenz f
die Ergodizitit. Man lonnte ja annehmen, dass ein ergodisches System innerhalb der Relaxationszeit alle
zuganglichen Zusinde durctduft. Dies ist, wie die obige Rechnung zeigt, selbst innerhalb der Lebens-
zeit unseres Universums definitiv nichbglich. Es werden bei den uns umgebenden makroskopischen
Systemen deshalb nie alle Arglichen Quantenziustde realisie@

Wir weisen darauf hin, dass die in A§b. T11.7 bzw. in Abb. 11.6 gezeigten Entartungsfunktionen die Si-
tuation fr kleineN darstellen. Z.B. ist die Wahrscheinlichkeiirfeine wllig parallele Ausrichtung der

Spins tir das in Abb[ 11J6 gezeigte System aus nur 10 Spins immerhin @A 1/1024, also noch

so wahrscheinlich, dass wir diese Situation irgendwann auch beobaémetek. Dies kann nicht auf die
Situation fir thermodynamische Systeme mit groBer Np Ubertragen werden. Die Wahrscheinlichkeit

fur eine parallele Ausrichtung der Spin&ne in diesem Fall nur/2Na ~ 10-1% und damit verschwin-

dend klein. Die AbRngigkeitg(N, m) entwickelt sich &@ir diese gro3eM praktisch zu eined-Funktion

beim Gleichgewichtswert. Dies bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit, in einem abgeschlossenen System
mit grof3er Teilchenzahl eine andere Verteilung als die Gleichgewichtsverteilung zu &nBenst ge-

ring ist. Man erkennt weiter, dass sich das System, falls es sié@mnglith in einem Zustand befindet,

der nicht dem Gleichgewichtszustand entspricht, von selbst in den Gleichgewichtszustand einlaufen wird
und dann dort verbleiben wird. Diese Situation ist in Abb. I1.15 dargestellt.

Insgesamt &nnen wir folgendes wichtige Resultat festhalten:

Der Ubergang eines Nichtgleichgewichtszustandes in einen Gleichgewichtszustand
ist irreversibel.

Beispiel Affen-Hamlet: Wir nehmen an, dass im Laufe des Alters unseres Universufi §6@) 16°
Affen an Schreibmaschinen gesetzt werden. Ein Affe soll in der Lage sein, 10 Schreibmaschinentasten
pro Sekunde anzuschlagen, eine Schreibmaschine soll 44 Tasten haben, wobei wir nur kleine Buchstaben

217itat von Boltzmann (1898): “Man darf sich nicht vorstellen, dass zwei Gase in einetiitBeltie ursginglich unver-
mischt waren, sich vermischen, nach ein paar Tagen wieder entmischen, dann wieder mischen usw. Man findet im Gegenteil,
dass innerhalb einer Zeitspanne, die verglichen mi'l@ahren ungeheuer lang ist, keine merkbare Entmischung der Gase
eintreten wird. Man darf wohl anerkennen, dass dies praktisch gleichbedeutend ist mit nie ....”
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bericksichtigen wollen. Die Frage stellt sich dann, werden die Affen per Zufall irgendwann einmal auf
Shakespeares Hamlet stoRen, wenn man annimmt, dass Hamlet aus etwa 100 000 Buchstaben besteht.
Die Antwort ist nein. Die Wahrscheinlichkeit, die 100 000 Buchstaben in der richtigen Reihenfolge
anzuschlagen igtl/44)100 00— 10-164 243 Bej 10'° Affen, der angegebenen Anschlaggeschwindigkeit

und dem Alter unseres Universums ist die Wahrscheinlichkeid&én Affen-Hamlet nur 1064 316 was

wir als Null bezeichnen&nnen. Nehmen wir an, dass es zur Zeit etwhBichtitel gibt, so ist auch die
Wahrscheinlichkeit ddir, dass die Affen durch Zufall irgendein existierendes Buch produzieieden,

immer noch verschwindend gering.
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11.6 Entropie, Temperatur und chemisches Potenzial

Wir wollen in diesem Abschnitt die statistischen Definitionéndie Gi3en Entropie, Temperatur und
chemisches Potenzial geben. Dazu betrachten wir zwei Systeme die in thermischem un diffusivem Kon-
takt stehen, also sowohl Energie als auch Teilchen austausthaerk

11.6.1 Entropie

Wir sagen, dass zwei Systeme miteinandetligrmischen und diffusiven Gleichgewisiéhen, wenn
sich das kombinierte System in seiner wahrscheinlichsten Konfiguration befindet, d.h in der Konfigura-
tion, fur welche die Anzahl der iglichen Zushnde ein Maximum ist.

Unter den Bedingungen

U = U;+U; = const N= N;+ N, = const (11.6.1)

ist die wahrscheinlichste Kombination des kombinierten Systems dasjetiigalie die Zahl der
moglichen Zusinde ein Maximum hat. Diese ist maximal, wenn das Produkt

O(N1,N2,U,U1) = 01(Ng,U1)-g2(N—Ng,U —Uq) (11.6.2)

der Zahlen der riglichen Zusinde der getrennten Systeme hinsichtlich einer uiiadpigen Variation
von N; undU; ein Maximum hat. Betrachten wir sehr groReso kann die Energie als kontinuierlich
angesehen werden, und die Summe kann durch das Integral

—+

01 le7)
N,U :/d _ / () dU+<> du
g(N,U) g [ U, ngz {50, N291 )
+ /

ausgedickt werden. Der Integrand besitzt ein Extremum, falls das totale Differaddial O ist, falls
also

8g1> <992>
9 g+ (22 gyd 11.6.3
(G ), oeotas (G ) o (1163

agl) (992> <agl> <392)
—_— dUi+( == du, + | — dNL + | =— d = 0. 11.6.4
<8U1 ngz 1 U, N291 2+ Ny ngz L+ oN, N291 No ( )

Dieser Ausdruck stellt somit die Bedingung datlar, dass sich die beiden Systeme im thermischen und
diffusiven Gleichgewicht befinden.
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Wegen|[(11.6]1) ist

dUl = —dUz und dN1 = —dN2 s (11.6.5)
womit dann
1 a91> 1 <3gl> 1 <3gz> 1 <392>
— | = +— | == = — | = +— | == 11.6.6
01 (aUl N g1 \INL/y, 9 \dU2/, 92 \IN2/y, ( )
folgt. Wegen der Identiit
ig—gh']f(x)
f(x)dx d
erhalten wir
8Ingl> <8Ingl> <8Ingz> <8Ingz>
+ = + . 11.6.7

Die Werte der jeweiligen Entartung vansind gevdhnlich sehr gro3e Zahlen. Es ist bequem, mit einer
kleineren Zahlo zu arbeiten, die als natlicher Logarithmus vorg definiert is Wir fihren also die
folgende Definition ein:

Der Logarithmus der Entartungsfunktion
o(N,U)=Ing(N,U) (11.6.8)

werde als Entropie bezeichnet. Die Entropie ist somit der Logarithmus der Anzahl
der Zustande, die dem System zuganglich sind.

Man sagt, dass die Entropie ein Maif¥ fdie Unordnung eines Systems ist. Diese Feststellung wird
durch die Definitionc = Ing prazisiert. Je mehr Zudhde ndglich sind, desto @f3er die Entropie. In
der obigen Definition haben wir eine Ahgigkeit der Entropie von der Teilchenzahl und der inneren
Energie angedeutet. Die Entropie kann aber auch voatziichen unabéingigen Parametern afiigen
(z.B. vom Volumen).

Mit der Definition der Entropie &nnen wir [11.6.6) schreiben als

861> <862) <861> (862)
do = — — | = dNi+ | | = — | = du; . 11.6.9
[(aNl o \IN2 /)y, Ny U1/, \9Uz /| ( )

Aus dieser Beziehungdknnen wir folgern, dass sich die beiden Systeme im thermischen und diffusiven
Gleichgewicht befinden, wenn die beiden Terme in den eckigen Klammern verschwinden:

861) <862> <861> (862)
7 — it - = | —= . 11.6.10
<8U1 Ny Uz /\, N1/, N2/, (

22\\eitere Vorteile dieser Wahl wie z.B. die Additigittdes Logarithmus werden wir im Laufe der Diskussion kennenlernen.
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11.6.2 Statistische Definition der Temperatur

Wir betrachten jetzt zwei Systeme im thermischen Gleichgewicht, d.h. es ist kein Teilchenaustausch
erlaubt. In diesem Fall gilt wegeh (11.5.7) upd (11.6.10)

do do
— = -— . 11.6.11
(aUl>N1 (aU2>NZ ( )
Dies fuhrt uns unmittelbar auf die statistische Definition der Temperatur
1 do
- = — . 11.6.12
T <8U > N (

Wir werden im Folgenden auctabfig die GbRefl = 1/t verwenden. Nach dieser Definition sind zwei
Systeme sind im thermischen Gleichgewicht, wenn sie die gleiche Tempegaitweisen. Dabeidtten

wir aber, im Prinzip jede beliebige Funktiéi{do/dU) wahlen lonnen, um eine “statistische” Tempe-
raturt zu etablieren. Wir wollen nun zeigen, das die getroffene Konvention sicherstellt, dass die Energie
von einen System hoher Temperatur zu einem System niedriger Temperatur flief3t.

Wir wollen hier noch anmerken, dass die Entropie definitionsg&keine Dimension besitzt. Die Tem-
peraturt hat somit die Dimension einer Energie.

11.6.3 Statistische Definition des chemischen Potenzials

Wir betrachten nun zwei Systeme, die sich sowohl in thermischem als auch diffusivem Kontakt befinden.
Da nun Teilchenaustausch erlaubt istjssen beide Bedingungen [n (11.6.10)u#tfsein. Die zweite
Bedingung @ihrt uns auf die Definition des chemischen Potenzials

Kk _ (do
~ = <aN>U‘ (11.6.13

Die Tatsache, dass in dieser Definition des chemischen Potenzials die Tempeaaftnitt, zersbrt

leider die Symmetrie der Formulierung, hat aber zur Folge, dass das chemische Potenzial, wie wir das
fordern missen, die Dimension einer Energie besitzt. Wesentliclifis ist, dass das chemische Poten-

zial eine Funktion der Ableitung der Entropie nach der Teilchenzahl und die Temperatur eine Funktion
der Ableitung der Entropie nach der Energie darstellt. Diese beiden Ableitungen sind die grundlegenden
GroRRen.

Das chemische Potenzial gibt an, wie sich die Zahl defmrgtichen Zusinde mit der Teilchenzahl
andert. Bringt man zwei Systeme in diffusiven Kontakt, so werden, wie wir weiter unten zeigen werden,
die Teilchen zum System mit dem kleineren Potenzial wandern, da dies einer Steigerung der Anzahl
der zugnglichen Zusinde entspricht. Dies ist durch das Minuszeichef in (11.6.13) sichergestellt. Das
chemische Potential ist experimentell nicht so leichtangiich wie die Temperatur, aber vahnlicher
Bedeutung. Es sorgt daf dass Teilchen die Tendenz haben den Zustandsraum glkitpaiszLifllen,

selbst wenn dies energetisdir flen einzelnen Zustand uingstig sein sollte.
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Fir zwei Systeme mit der gleichen Temperatwilt unmittelbar

_& — _& oder Uy = U . (11614)

T T

Insgesamt &nnen wir also das folgende wichtige Resultat festhalten:

Zwei Systeme, die Energie und Teilchen austauschen konnen, sind im Gleichge-
wicht, wenn ihre Temperaturen und chemischen Potenziale gleich sind.

11.6.4 Der 3. Hauptsatz

Die Definition der Entropieithrt unmittelbar zu einer Feststellung, die man détten Hauptsatz der
Thermodynamikennt. Zum dritten Hauptsatz ist allerdings zu bemerken, dass er im Wesentlichen eine
Definition darstellt und deshalb nicht zu einem Naturgesetz erhoben werderf3ollte.

Eine wesentliche Aussage dadtten Hauptsatzes der Thermodynarisk

Die Entropie eines Systems wird zu Null wird, wenn das Systems sich in seinem
tiefsten Energieniveau befindet, wie etwa am absoluten Nullpunkt der Temperatur.

o—0 far 7—0

Dieses Ergebnis folgt direkt aus der Definition der Entropie, wenn das tiefste Energieniveau nur einem
einzigen Zustand des Systems git 1 und dahe =Ing=20 entsprichE]

11.6.5 Der 2. Hauptsatz

Wir betrachten zuéchst zwei isolierte Systeme. In diesem Fall ist die Anzahl derafalst des Gesamt-
systems durch das Produkt

g(N1,N2,U1,Uz) = 01(Ng,Uz1)-g2(N2,U2) (11.6.15)

gegeben, da es zu jedem Zustand aus dem System 1 géwall,) Zuséinde im System 2 gi Far
die Entropie bedeutet dies

23Im Frithstadium der Physik der #vme war man sich nichiber den Begriff der Entropie klar. Man glaubte, dass diese nicht
unmittelbar einer messbaren physikalischef€&rentspricht, sondern vielmehr nur eine mathematische Funktion darstellt, die
sich aus der Definition der Temperatur ergibt. Heute wissen wir aber, welche physikalische Eigenschaft die Entropie misst und
dass die Entropie in der Physik defdwhe eine zentrale Rolle spielt.

24F{r viele Systeme kann allerdings das tiefste Energieniveau entartet sein, sprielssgleich eins unda nicht gleich
Null ist.

25Mathematisch kann man sich den gemeinsamen Zustandsraum als direktes Produkt zweier Vektoren vorstellen.
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0(N1,N2,U1,Uz) = In[g1(Ng,U1)-g2(N2,U2)] = Ing1(Ng,Usr) +Ingz(N2,Us)
—  6(Ny,U1) + 6(Na,Uy) (11.6.16)

Wir sehen, dasEntropien additiv sind

Bringen wir jetzt die urspinglich isolierten Systeme in thermischen Kontakt, so kann sich die Anzahl
der zu@nglichen Quantenzustde dadurch nur vergiBern. Im Extremfall bleibt sie konstant. Damit
ergibt sich

| 6(Ni,N=N3,U,U—U1) > 0(N3,U1)+0(Np,Up) (11.6.17)

Die Entropie nimmt also zu, falls der Ausgangszustand als Nicht- Gleichgewichtszushpadiert wur-
de. Dies ist diestatistische Formulierung des zweiten Hauptsatzes der Thermodyrtarigkeine direkte
Folge der Annahme, dass alle Zugjlichen Zustnde gleich wahrscheinlich sind.

Die Tendenz der Entropie eines abgeschlossenen Systems anzuwachsen ist unmittelbar einsehbar. Zwei
getrennte Systeme sind jeweils eigenen Vorschrifteriire inneren Energied; undU, unterworfen.

Das kombinierte System hat jedoch nur noch eine einzige Vorsthsift); + U, fur die Energie anstelle

von zwei. Die Beseitigung eines Zwanges erlaubt dem System, die Zahldgichen Zusinde zu
vermehren.

Anmerkung: Man sollte bei der Anwendung des zweiten Hauptsatzes immer beachten, unter welchen
Voraussetzungen er abgeleitet wurde. Ein System wie die Sonne Adda#gsEnergie an das Reservoir
Weltall verliert, besitzt z.B. eine Entropie, die mit der Zeit abnimmt. Es handelt sich dabei aber um kein
abgeschlossenes System.

11.6.6 Warmefluss

Wir betrachten 2 Systeme mit > 1, die miteinander in thermischen Kontakt gebracht werden. Wir
wollen Uberlegen, ob und in welche Richtung eine Energieausgleich zwischen den beiden Systemen
stattfindet.

Das totale Differential der Entropie zweier Systeme im thermischen Kontakt als Funktion der Tempera-
turenty und 1, ist gegeben durch

861> <802> [ 1 1:|
do = (5~ ) dUi+ (5~ ) dUr = |——+—|dU . 11.6.18
<8U1 Ny ! U, Ny 2 1 12 ( )

Hierbei haben wir die Vorzeichenkonventidd = —dU; = +dU, verwendet. Da die Entropd@derung
positiv sein muss, gilt wegen

1 1
= >0 fur 7 > o (11.6.19)

T2 T1
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fur dieAnderung der inneren Energie

du = dU, > 0. (11.6.20)

AusdU > 0 folgt mit der obigen Vorzeichenkonvention unmittelblal; = —dU < 0 unddU, = +dU >

0. Das heifdt, die Energie fliet von einem Systedhdrer Temperatur zu einem System niedrigerer
Temperatur. Aufahnliche Weisedsst sich zeigen, dass die Energie eines Systems mit steigender Tem-
peratur zunimmt. Es &re aber falsch anzunehmen, dass die Energie eines SyAtatas eine there
Temperatur al8 aufweist, notwendigerweise die Energie \Biibersteigen liisse.

11.6.7 Teilchenfluss

Wir wollen jetzt iiberlegen, in welche Richtung der Teilchenfluss geht, wenn wir zwei Systeme mit
w1 > Up mit gleicher Temperatur in diffusiven Kontakt bringen.

Das totale Differential der Entropie zweier Systeme im diffusiven Kontakt als Funktion der chemischen
Potenzialeu; und u, ist gegeben durch

(901 do (M1 M2
do = (al\ll)ulle+<al\|2)U2dl\lz - [7 7}dN. (11.6.21)

Hierbei haben wir die VorzeichenkonventidiN = —dN; = +dN, verwendet. Da die Entropa@derung
positiv sein muss, gilt wegBR

%—% > 0 fir w > po (11.6.22)

fur dieAnderung der Teilchenzahl

dN = d\, > 0. (11.6.23)

AusdN > 0 folgt mit der obigen Vorzeichenkonvention unmittellodd = —dN < 0 unddN, = +dN >

0. Das heil3t, Teilchen flieBen von einem Systéhdrem chemischen Potenzial zu einem System nied-
rigerem chemischem Potenzial. Aalfinliche Weisedsst sich zeigen, dass die Teilchenzahldichte eines
Systems mit steigendem chemischen Potenzial zunimmt (siehe hierzu Abh. 11.16).

26Dje Temperatur kann nur positive Werte annehmen.
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Abbildung 11.16:Bei gleicher Temperatur besitzt das System mit einer hoheren Teilchendichte ein
hoheres chemisches Potenzial als das System mit niedrigerer Teilchenzahldichte.

11.6.8 Zusammenhang zwischen statistischen und thermodynamischend@®&en

Der Zusammenhang zwischen den statistischéf3&nc und z und den thermodynamischendien,
der EntropieS und der konventionellen Temperatiirkann z.B. vollzogen werden, indem man einen
thermodynamischen Carnot-Zyklus mit den Werkzeugen der statistischen Mechanik analysiert.

Das Ergebnis lauféf

S = kg-o T=".7, (11.6.24

wobei

cm1
eV/K

J v
ke = 1.38062x 10*23R = 8.617x107° % = 0.695 (11.6.25)

die Boltzmann-Konstantist. Gleichung[(11.6.24) stellt die statistische Definition der themodynamischen
GrolkenSund T dar. Dieses Resultat war einer deb@ten Triumphe der statistischen Mechanik. Die
Formel S= kg - Ing findet sich auf dem Grabstein Boltzmanns in Wien und stellt auch die originale
Definition der Boltzmann-Konstanig dar.

Wir werden bei der Diskussion der Fermi-Dirac-Verteilung ein Verfahren kennenlernen, mit dekg man
experimentell ohne Umweigber den Carnot-Prozess bestimmen kann. Die Dimensiokg/ish J/K. Da

o dimensionslos ist, folgt, dass ausldie Dimension J/K haben muss, was mit der thermodynamischen
DefinitiondS= dQ/T vertraglich ist.

Beispiel: Rihrt man einer Substanz bei einer Temperatur Vea 100K eine Energie von einem Joule
zu, so erbht sich die Entropie urB= Q/T = 0.01 J/K. Damit ergibt sicle = 10°1. Wenn man bedenkt,
dass dies der Logarithmus der Entartung ist, kommt man auf enorm hohe Zahlen.

27Den Beweis dieses Zusammenhangs wollen wir der Theorievorlesung zur Statistischen Mébkeaisen. Er kann in
den meisten Theorielehibhern gefunden werden, siehe z.B. W. Brei8tatistische Theorie der &me Springer, Berlin
(1996).
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Beispiel: Entropie eines idealen Gases

Wir wollen in diesem Abschnitt den Zusammenhang zwischen statistischen und thermodynamischen
GroRen explizit am Beispiel der Entropie eines idealen Gases aufzeigen. In Kapitel 10 hati@ndigr f
Entropiédnderung bei der adiabatischen Expansion eines Mols eines idealen Gases vom YWalanfen

das Volumen;, folgende thermodynamische Entropnelerung abgeleitet:

Vi + V. (VERVAR
AS = kgNaln [ 27Y2) _jn(20Y¥2) (11.6.26)
Vi Vi

Betrachten wir die Situation auf der Basis unserer statistischen Betrachtung, so gilt vor der Expansion
des Gases

6a = Ingi(U1) = Inga(Uq) (11.6.27)
und danach
op = gln[gl(ul)‘QZ(U —U1)] . (11.6.28)

Wir haben gesehen, dass wirrfgrol3e Systeme in der Summe nur dedfden Term bercksichtigen
missen, so dass wir

ob ~ Ingi(U)+Inga(U —U;) = Ingy(Us) (11.6.29)

schreiben knnen. fr die Entropi@nderung erhalten wir dann

Ao = op—03 =Ingy—Ingy = In <gb> . (11.6.30)

Oa

Wir betrachten nun ein Mol eines idealen Gases, dessen Energie nur durch die kinetische Energie der
Gasteilchen bestimmt ist. Die Zahl der Zastleg(U), die zwischerld und U + dU liegt, ist dann

gleich der Anzahl der Phasenraumzellen, die zwischen diesen beiden Energien liegen. Syiit ist
proportional zum Phasenraumvolumen zwischen den Energies¢haledU + 6U:

U+6U
gU) O // Pry...d%y, dCps...Cpy, . (11.6.31)
V]

2003



414 R. GROSS Kapitel 11: Statistische Beschreibung

Fir ein ideales Gas ist die Energie unahbig vom Ort Teilchen. Somit kann die Integratidloer die
Ortsvektoren sofort ausg#@irt werden. Jedes Integraberr; ergibt gerade das Volumén, in das das
Gas eingeschlossen ist. D solcher Integrale vorhanden sind, wird gus (11]6.31)

gU) 0O VMg)
U+6U
mit g(U) O / Spr...dpy, . (11.6.32)

Mit diesem Ergebnisénnen wir schreiben:

gaU) O V/"g(U) b(U) O (V1+Vo)Mg (U) (11.6.33)

und erhalten damit

Vi +Vo\ M Vi + V.
Ac = In <9b> - In( 1+ 2) - NAIn( 1+ 2) . (11.6.34)
Oa Vl V1

Der Vergleich des statistischen Ausdrucks (11)6.34) mit dem thermodynamischen Au$druck (11.6.26)

ergibt

AS = kglo . (11.6.35)
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11.7 Der Zeitpfeil

In Abb.[11.1% haben wir die Tatsache illustriert, dass in einem thermodynamischen System die Entwick-
lung der Entropie nur in Richtung auf den Gleichgewichtszustand laufen kann. Dies legt die zeitliche
Entwicklung des Systems fest, wie dies durch den Zeitpfleil in Abb. 11.15 angedeutet wurde. Hierzu
wollen wir noch einige allgemeine Anmerkungen machen.

Fur viele physikalische Prozesse gilt das Prinzip der Zeitumkehrinvarianz. Sowohl die Bewegungsglei-
chung von Newton wie auch diejenige von Sidinger legen keine bestimmte Zeitrichtung fest. Be-
trachtet man z.B. einen klassischen Massepunkt, der sich nach der Newtonschen Bewegungsgleichung
auf einer klassischen Trajektorie bewegt, so bewegt sich der Massepunkt bei Zeitumkehr auf der gleichen
Trajektorie nur in die entgegengesetzte Richtung. Betrachtet man z.B. den Stol3 zweier gleicher Kugeln,
so ist der zeitumgekehrte Prozess von dem Originalprozess prinzipiell nicht unterscheidbar.

Die Situationandert sich, wenn wir ein System aus vielen Teilchen betrachten. Ein solches System be-
wegt sich stets in Richtung zunehmender Entropie und zwar so lange, bis der Gleichgewichtszustand
(maximale Entropie) erreicht ist. In diesem Zustand verbleibt dann das System. Ein anschauliches Bei-
spiel ist die Expansion eines Gases, dasazhst in einer Hifte eines Volumens eingesperrt ist, auf

das gesamte zur Vérfung stehende Volumen. Nach Entfernen der Trennwand liegichsh ein sehr
unwahrscheinlicher Zustand (minimale Entropie) vor. Die Gasteilchen werden sich dann auf das gesam-
te Volumen ausdehnen, bis sie statistisch glei@Big im Gesamtvolumen verteilt sind. Dieser Zustand
maximaler Entropie bleibt dann bestehen. Den zeitumgekehrten Prozess, dass sich die Teilchen spontan
in die eine Hilfte des Volumens ziickziehen, werden wir nicht beobachten, die Wahrschewinlichkeit
dafur ist verschwindend gering. Bis der Gleichgewichtszustand (maximale Entropie) erreictihisgyk

wir die Richtung der zeitlichen Entwicklung eindeutig ablesen. Wimken daraus folgern:

In einem abgeschlossenen Vielteilchensystem, das sich nicht im Gleichgewichtszu-
stand befindet, ist die Richtung des Zeitablaufes eindeutig festgelegt. Spatere Zeiten
entsprechen einer grof3eren Entropie.

Bemerkung: Unser Universum ist thermodynamisch nicht im Gleichgewicht. Wiimen also fihere

und sgaitere Zeiten eindeutig erkennen. Falls das Weltall aber irgendwann einen Gleichgewichtszustand
erreichen sollte, ére seine Entropie maximal und Zeitabfe wirden keinen Sinn mehr machen. In
diesem Zusammenhang stellt sich auch eine andere interessante Frage. Nimmt man an, dass unser Weltall
fur immer, beginnend mit dem Urknall, expandiert, so ist die Zeitrichtung eindeutig festgelegt. Es wird
aber auch die Nglichkeit diskutiert, dass unser Weltall irgendwann wieder kollabiert. Bedeutet diese
Situation dann eine Zeitumkehr geger dem jetzigen Standpunkt? Muss dann der 2. Hauptsatz lauten,
dass ein System (vom jetzigen Standpunkt aus betrachtet) einen Zustand minimaler Entropie anstrebt?
Einen eindeutigen Zeitpfeil issen wir auf jeden Fall fordern, da sich das Weltall auch beim Kollabieren
standig veéndert. Dies ist eine interessante philosophische Frage, die wir hier nicht vertiefen wollen.
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11.8 Magnetische Kihlung

Wir wollen die in den vorangegangenen Abschnitten entwickelten Konzepte weiter am Beispiel des idea-
len Spin-1/2-Systems verdeutlichen. Ist der Spigrhang & klein gegen die Gesamtzahl der Spins,

so kdnnen wir die Anzahl der zaémglichen Zusinde als GauB-verteilt ansehen (sighe (1113.19) und
(11.3.22)). Far die Entropie erhalten wir damit

6 = Ing(Nm) = Ing(N,m:O)er::z , (11.8.1)

d.h. mitm= —U /2ugB als Funktion vorN undU

UZ

= NU=0)———— . 11.8.2
o = o(NU=0)-5my (11.8.2)
Indem wir nachHJ ableiten, erhalten wirlir die Temperatur
Nu3B?
- —“TB . (11.8.3)

Bei einem gegebenen Magnetfdidist die Temperatur also umsodfer, je kleiner die magnetische
Energie, d.h. je kleiner der Spiberhang bzw. die Magnetisierung des Systems ist. Dies entspricht un-
serer Erfahrung. Wir erwartenamlich, dass bei hohen Temperaturen die die Unordndndefnden
thermischen Fluktuationen als Sieggrer das ordnende Feld hervorgehen werden.

Betrachten wir die Entropie und die innere Energie als Funktion der Temperatur, so erhalten wir

2p2
Ulr) — —HeB (11.8.4)

und

o(t) = op— (11.8.5)
Beide GbRen steigen also wie erwartet mit der Temperatur &nden Mittelwert der Magnetisierung
ergibt sich

_ Y _ usB (11.8.6)
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Abbildung 11.17:Zum Prinzip der magnetischen Kuhlung veranschaulicht an einem System mit 5
madglichen Zustéanden (Spin-2-System). Bei der isothermen Magnetisierung spalten die Zustdnde im
Magnetfeld auf. Da Energie mit einem Reservoir ausgetauscht werden kann, nehmen die Spins eine
thermische Besetzung der Zustande ein, die einer einem bestimmten Spinidberhang bzw. Magnetisie-
rung entsprechen. Bei der adiabatischen Entmagnetisierung besteht kein Energieaustausch mit dem
Reservoir, wodurch die magnetische Energie des Systems und damit der Spintberschuss gleich bleiben
muss. Ein gleicher Spintuberschuss entspricht aber bei kleiner werdendem Feld einer immer geringeren
Temperatur.

I

-—
By ™=——"—
——
———

Wir kdnnen aus der Temperaturdgngigkeit der Entropie unmittelbar das Prinzip der magnetischen
Kihlung ableiten (siehe hierzu Ab. 11.17). Bringen wir ein ideales Spin-1/2-System (realisiert durch
einen idealen Paramagneten) aahst in ein hohes Fel, und thermalisieren ihn mit Hilfe eines Re-
servoirs bei einer Temperatay, so ergibt sich die Entropie zu

NuéB?
212

o(th) = 0Oo— (11.8.7)

Nach der Thermalisierung wird der Paramagnet voarméreservoir getrennt und das Feld langsam auf
einen kleinen WerB, zurickgefahren. Da kein fmeaustausch mit der Umgebung stattfinden kann,
handelt es sich um einen adiabatischen Vorgaingdén die Entropi@nderung Null ist. Beim Herun-
terfahren des Magnetfeldes erniedrigt sich also zwar die innere Energie, die Anzahl deglatigen
Quantenzuséinde und damit die Entropie bleibt aber auf Grund des @mdarten Spiiberhangs erhal-
ten:

Nu2B?2
o(n) = op— ng' = o(m) . (11.8.8)
T
Es muss deshalb
T B
— = — . 11.8.
. B (11.8.9)
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Damit sind im Prinzip mit diesem Prozess beliebig tiefe Temperaturen zu erreichen. Da echte physi-
kalische Systeme aber aufgrund der nichtverschwindenden Wechselwirkungen zwischen den elektroni-
schen Momenten keine idealen Paramagneten darstellen, findet das Verfahren in der praktischen An-
wendung bei einige mK seine Grenzen. Ein in der Praxis gerne verwendetes paramagnetisches Salz ist
Cer-Magnesium-Nitrat (2G&lO3), - 3Mg(NO3)2 - 24H,0), mit dem sich ausgehend von 300 mK Tem-
peraturen von einigen mK erzielen lassen.

Geht man zu magnetischen Kerrigrer, so sind die Wechselwirkungen aufgrund der viel kleineren Kern-
momente geringer und e®knen Temperaturen von nK erreicht werden. Kleinere Momente bedeuten
aber auch eine geringerdilleistung. Als Substanz wird gerne Cu verwendet. Die erreichten Tempera-
turen beziehen sich zaohst nur auf das Kernsystem, welches sehr gut vom Elektronensystem und vom
Gitter entkoppelt ist.
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Zusammenfassung

o Der Mittelwert einer statistischen Grof3e A ist durch

wobei p(m) die Wahrscheinlichkeit dafir ist, den Wert A(m) der Grof3e A zu messen.

Der Mittelwert der Abweichungen einer statistischen Grof3e

(A—(A) =3 pm)(Am) — (A) = T pmAm) —(A) S p(m)
(A

verschwindet, die quadratische Abweichung

(BA? = 5 P(m) (A(M) —(A))? = (A%) —(A)? > 0

ist stets positiv, woraus (A?) > (A)? folgt.

Systemzustande klassischer Systeme konnen mit 2f Koordinaten beschrieben werden
und zwar durch f generalisierte Koordinaten gx und f generalisierte Impulse pg, wobei f
die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems ist. Werden die gx und py als kartesische Ko-
ordinaten aufgefasst, so spannen sie einen 2f dimensionalen Raum auf, der Phasenraum
genannt wird.

Die Entartungsfunktion g gibt die Anzahl der Mikrozustande fur eine bestimmte Vertei-
lung an, das heil3t, g gibt die Zahl der mikroskopischen Realisierungsmdglichkeiten fur
einen bestimmten Makrozustand an. Die Wahrscheinlichkeit fiir die Realisierung einer
bestimmten Verteilung ist proportional zur Zahl der zu dieser Verteilung gehérenden Mi-
krozustande.

Fur ein Spin-1/2-System gibt die Entartungsfunktion g(N,m) die Anzahl der Mikro-
zustande einer Klasse m (z.B. gleiche Magnetisierung) in einem System aus N Teilchen
an:

N!
(AN+m)! (3N —m)!

g(Nvm) =

ein Binomialkoeffizient. Fur grof3e N geht die Binomialverteilung in eine Gaul3verteilung

_ N 2
g(N,m) = g(N,0)e 202 = 2 We 2%

mit o(N) = +/N/2 iiber.
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e Der Logarithmus der Entartungsfunktion wird als Entropie bezeichnet:
o =Ing.

Betrachtet man zwei isolierte Systeme 1 und 2, so ist g = g1 -9, und die Entropie des
Gesamtsystems ergibt sich als die Summe der Entropien seiner Teile:

0 =01+02 Entropien sind additiv.

Bringt man die beiden isolierten Systeme in Kontakt, so kann sich die Anzahl der
maoglichen Mikrozustande vergroRern und es gilt

o > 01+ 0p.

Ein statistisches Ensemble besteht aus einer Menge von identischen Systemen, die
den gleichen makroskopischen Nebenbedingungen unterworfen sind und die sich in ver-
schiedenen mikroskopischen Zustdnden befinden. Diese Zustande sind mit den makro-
skopischen Nebenbedingungen vertraglich und werden die dem System zuganglichen
Zustande genannt.

Das grundlegende Postulat der statistischen Physik lautet: Im Gleichgewicht wird ein Sy-
stem durch ein Ensemble charakterisiert, dass Uber die zuganglichen Zustande gleich-
verteilt ist.

Statistische Definition des thermodynamischen Gleichgewichtszustandes: Ein System,
fur das die Wahrscheinlichkeit p(m), das System im Makrozustand m zu finden, nicht
explizit von der Zeit abhangt, befindet sich im thermodynamischen Gleichgewicht.

Nichtgleichgewichtssysteme werden durch nichtgleichverteilte Ensemble beschrieben.
Ein in einem Nichtgleichgewichtssystem ablaufender irreversibler Prozess wird durch dem
Ubergang eines nichtgleichverteilten zu einem gleichverteilten Ensemble beschrieben.
Der Ubergang von einem Nichtgleichgewichts- zu einem Gleichgewichtszustand ist irre-
versibel.

Stehen zwei Systeme in thermischem und diffusivem Kontakt, so sind ihre gemeinsamen
Gleichgewichtszustande durch die gleiche statistische Temperatur T und das gleiche che-
mische Potenzial u gekennzeichnet:

1 _ (9

T \dU/y

K_ (90

T \JINJ,
Dabei ist

o(N,U) = Ing(N,U)

die Entropie des Systems, die als der Logarithmus der Anzahl der dem System bei der
Energie U zuganglichen Zustande definiert ist.

© Walther-Meil3ner-Institut



Abschnitt 11.8 RYsIK IV 421

e Zusammenhang zwischen statistischen und thermodynamischen Grolien:

mit der Boltzmann-Konstante

cm1
ev -’

kg = 1.38062x 10—23% — 8617x10°° % = 0.695

e Beim thermischen Kontakt zweier Systeme nimmt die Entropie zu oder bleibt gleich (2.
Hauptsatz). Der Warmefluss erfolgt vom warmeren zum kélteren System, der Teilchen-
fluss vom System mit grof3erem chemischen Potenzial zu dem mit kleinerem.
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