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Kapitel 12

Verteilungsfunktionen

Wir haben in Kapite] T Verteilungen und ihre Wahrscheinlichkeiten bzw. Entartungen diskuiiert. F

das Spin-1/2-System mN Spins war z.B. eine Verteilung oder Klasse durch einen bestimmten Spin-
Uberschussn charakterisiert und die Entartung war durgfN,m) gegeben. & viele physikalische
Systeme ist es aber meistens nicht so einfach, die verschiedenen Verteilungen bzw. ihre Wahrscheinlich-
keiten selbst bei festem Makrozustand anzugeben. Démsten wir die Teilchendichte im Phasenraum

fur alle Zeiten kennen, was in der Regel nichiigtich ist. Bei der bsung des Problems helfen uns zwei

von Ludwig Boltzmann aufgestellte generelle Aussagen weiter, die wir in diesem Kapitel diskutieren
wollen. Sie fihren uns zu den so genannten Gibbs- und Boltzmann-Faktoren bzw. zu den makrokanoni-
schen (Gibbs-) und kanonischen (Boltzmann-) Verteilungsfunktionen.

Mit der Ableitung der Verteilungsfunktionen werden wir uns au3erst wichtiges Hilfsmittel erwerben,

mit dem wir die makroskopischen Eigenschaften eines Gleichgewichtssystems aus der Kenntnis seiner
mikroskopischen Bestandteile berechnémiken. Wir werden einige Beipieléif die Anwendung der
Verteilungsfunktionen vorstellen. Insbesondere werden wir mit der kanonischen Verteilungsfunktion die
Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung der Teilchen eines idealen Gases ableiten.
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12.1 Repiasentative Ensemble

Wir haben in Abschnitt 11]4 bereits diskutiert, dassigsSysteme im Gleichgewicht@glich ist, eine
Zeitmittelung durch eine Ensemblemittelung zu ersetzen. Wollen wir ein System statistisch beschreiben,
so besitzen witiblicherweise immer einige Informatidrmer die zu betrachtende physikalische Situati-

on. Wir kdbnnen dann ein repsentatives statistisches Ensemble so konstruieren, dass alle Systeme des
Ensembles die Bedingungen i@ién, die den Informationen zum urspglichen System entsprechen.

Da es eine Menge verschiedener physikalischer Situationen dilssen wir nairlich auch eine grof3e
Anzahl repasentativer Ensemble betrachten. Wir werden im Folgenden aber nur die wichtigheen F
herausgreifen.

12.1.1 Abgeschlossenes System

Ein abgeschlossenes System ist von grundlegender Bedeutung. Betracht@mbliahein Systend, das

mit einem SystenB in Kontakt steht und deshalb nicht abgeschlossen istpsodn wir aber dennoch

das GesamtsysteAH B wiederum als abgeschlossen betrachten. Das heifl3t, der Fall der Wechselwirkung
des System# mit dem SystenB lasst sich auf die Betrachtung eines abgeschlossenen Syates
zuriickfuhren.

Wir nehmen an, dass ein abgeschlossenes Systei @edchen besteht, die sich in einem Volumén
befinden. Die konstante Energie des Systems liege in dem Intgvall- ¢]. Das grundlegende Postu-
lat fordert nun, dass im Gleichgewicht alle Zuglichen Systeme des Systems mit gleicher Wahrschein-
lichkeit vorkommen. Wird die Energie im Zustahdnit g bezeichnet, so ist die Wahrscheinlichkeit, das
System im ZustanHl vorzufinden, gegeben durch

C wenn e<g<e+de
plee) = { « . (12.1.1)

0 sonst

Dabei istC eine Konstante, die aus der Normierungsbedingung
Z plex) =1

bestimmt werden kann, wobkille Zustinde im Energieintervalk, € + § €| durchBuft.

Wir machen nun folgende Definition:

Ein Ensemble, das ein abgeschlossenes System im Gleichgewicht reprasentiert und
somit entsprechend (12.1.1)) Uber die Systemzustande verteilt ist, bezeichnen wir als
mikrokanonisches Ensemble.

12.1.2 System in Kontakt mit einem WWarmereservoir

Wir betrachten jetzt ein kleines Systéindas mit einem VilrmereservoiB > A in thermischer Wechsel-
wirkung stehE| Wir mussen dann wieder die Frage beantworten, mit welcher Wahrscheinligtikgit

1Ein Beispiel daiir ware z.B. eine Flasche Wein, die wir zuniillen in einen See eintauchen. Das System kann aber auch
ein einzelnes Atom sein, das mit einem Fésgler als \larmereservoir in Kontakt steht.
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sich das SysterA in irgendeinem Mikrozustankimit der Energie befindet. Diese Frage werden wir im
Detail in Abschnitf I2.p beantworten. Wir werden dort zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit, das System
im Zustandk mit g anzutreffen, durch

efsk/r
N k

gegeben ist. Das heil3t, die Wahrscheinlichkeit, das Systendhieren Energien vorzufinden, nimmt
aul3erordentlich schnell ab.

Entsprechend zum abgeschlossenen System machen wir folgende Definition:

Ein Ensemble aus Systemen im Gleichgewicht, die alle mit einem Warmebad der
Temperatur 7 in Kontakt stehen und somit entsprechend uber die System-
zustande verteilt sind, bezeichnen wir als kanonisches Ensemble und die dazu-
gehorige Verteilungsfunktion als kanonische Verteilung.

12.1.3 System in Kontakt mit einem WWarme- und Teilchenreservoir

Wir betrachten jetzt ein kleines Systéindas mit einem Reservdd > Ain thermischem und diffusivem
Kontakt stehEWir werden in Abschni 2 zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit, das System im Zustand
k mit g anzutreffen, durch

e (&—Np)/t

p(e) = W- (12.1.3)

k

gegeben ist, wobgi das chemische Potenzial uNddie Teilchenzahl des Systems ist.

Wir machen folgende Definition:

Ein Ensemble aus Systemen im Gleichgewicht, die alle mit einem Reservoir in ther-
mischem und diffusivem Kontakt stehen und somit entsprechend uber die
Systemzustande verteilt sind, bezeichnen wir als groRkanonisches Ensemble und
die dazugehorige Verteilungsfunktion als gro3kanonische Verteilung.

2|m Hinblick auf das oben eréahnte Beispiel der Flasche Wein in einem Seéede der thermische und diffusive Kontakt
bedeuten, dass nicht nur Energie ausgetauscht weideriek(Kihlung), sondern durch den jetztglichen Teilchenaustausch
auch eine Verdnnung des Weins eintreterivde.
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12.2 Gibbs- und Boltzmann-Faktoren

Wir wollen nun dieUberlegungen aus dem vorangegangenen Abschnitt vertiefen. Hierzu betrachten wir
ein sehr grof3es Gesamtsystem mit konstanter innerer Endgaiad konstanter Teilchenzahh. Wir

stellen uns vor, dass dieses System aus zwei Teilen besteht und zwar aus einem im F@gstetan
genannten Teil und einem sehr vieb@erenReservoir Das System und das Reservoir sollen in ther-
mischem und diffusivem Kontakt stehen. Besitzt das Systemeilchen, so hat das Reservidg — N
Teilchen. Iste die innere Energie des Systems, sdJgt- € die Energie des Reservoirs.

Wir wollen nun die statistischen Eigenschaften des Systems ermitteln. Daggemwir uns die Frage
stellen, wie grol3 bei zu einem bestimmten Beobachtungszeitpunkt die Wahrscheinlichikeistiafas
System in einem Zustarkdmit TeilchenzahNk und Energiesy anzutreffen. Diese Wahrscheinlichkeit
P(Nk, &) ist proportional zur Zahl idglicher Zusande des Reservoirs. Wenn wimlich den Zustand
des Systems festlegen, so ist die Zahl déglithen Zusinde des ganzen Komplexes System plus Re-
servoir genau die Zahl derdyglichen Zusinde des Reservoirs. Das heildt, es gilt

g(System + Reservair = g(Reservoif . (12.2.1)

Die Zustinde des Reservoirs haben hieldgi- Nk Teilchen und die Gesamtenerdig — &.

Die Wahrscheinlichkeip(Ny, &) ist also proportional zur Zahl derdglichen Zusinde des Reservoirs,
d.h

P(Ng, &) O g(No— N, Uo — &)
oder p(Nk, 8k) = C g(No — Ny, Ug— Sk) . (12.2.2)

Hierbei istC ein vonk unablangiger Proportionakittsfaktor, der aus der Normierungsbedingfing = 1
K

folgt.

Die Beziehung[(12.2]2) zeigt, dagéReservoif = g(No — Ni,Up — &) von der Teilchenzahl und der
Energie des Reservoirs aboigt. Das bedeutet, dass bei der Diskussion des Systems offensichtlich der
Zustand des Reservoirs entscheidend ist. Wir werden aber sehen, dass nur die Temperatur und das che-
mische Potenzial des Reservoirs entscheidend sind.

In Gleichung [(12.2]2) haben wir die Proportionaditkonstante nicht angegeben. Wir betrachten des-
halb nur Verkiltnisse von Wahrscheinlichkeiteiirfzwei Zusénde 1 und 2 des Systems (siehe hierzu

Abb.[TZ1):

P(Ni,e1)  g(No—Ng,Uo—é&1)
P(Nz, £2) g(No—N2,Up—&2)

(12.2.3)

Die Entartungerm sind sehr grof3e Zahlen, weshalb wigls ¢ verwenden wollen. Es gilt dann
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Reservoir System Reservoir System
Energie: Uy-&; | Energie: Uy-¢, |
Teilchen: N, - N, Zustand 1 Teilchen: N, - N, [ Zustand 2
wi Ny & i Na&
9(Ng-N;, Uy-€)) 9(Ng - N,, Uy-¢,)

Abbildung 12.1:Das Reservoir steht mit dem System in thermischem und diffusivem Kontakt. Legt man
den Zustand des Systems fest, so ist die Gesamtzahl der Zustdnde des Komplexes “System + Reservoir”
durch die Zahl der méglichen Zustande des Reservoirs gegeben.

g(No,Ug) = e°Molo) (12.2.4)
womit wir
p(N1781> eO'(NofN]_,Uofi-Il)
P(Nz,&2)  eo(No—Nolo—e2)
— eG(No—Nl,Uo—Sl)—O'(No—Nz,Uo—Sz)
= & (12.2.5)
erhalten. Hierbei isho die Entropiedifferenz
Ao = G(No—Nl,Uo—Sl)—G(No—Nz,Uo—&‘z) . (1226)

Ein wesentliche Annahme, die wir gemacht haben, war, dass das System wesentlich kleiner als das
Reservoir sein soll, d.lg < Up undN; < Ng. Wir konnen deshalfc als ersten Term einer Potenzrei-
henentwicklung der Entropie angeben. Es gilt

do do
G(No—N,Uo—S) = G(No,Uo)—N<8N0>U0—8<8U0>N0+..., (12.2.7)

womit wir fir Ac bis zur ersten Ordnung iN; — N, undée; — &

Ao = —(Ni—Ny) (aarj())U —(e1—&2) (;&))N : (12.2.8)
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erhalten.

Wir benutzen nun die Definitioneiiif die Temperatur und das chemische Potenzial

1  [do u  (do
L) Eo() w229)

um die Entropiedifferenz als

Ao — (Nl—TNz) /.L_(81;82> (12.2.10)

zu schreiben. Wir weisen darauf hin, dass dichauf das ReservoiN;, Ny, €1 unde; jedoch auf das Sy-
stem beziehen. Das heifdiyfdie Entropiedifferenz sind nur das chemische Potenzial und die Temperatur
des Reservoirs entscheidend.

12.2.1 Der Gibbs-Faktor

Mit unseren obigefUberlegungen erhalten wir eifirf die Anwendung sehr wichtiges Ergebnis der sta-
tistischen Mechanik. Durch Kombination vgn (12]2.5) und (12]2.10) erhalten wir:

P(Ny, €1) e (a—Nun/7

p(No,&2) e (eNep)/t (12.2.11

Das Verlaltnis der Wahrscheinlichkeiten ist das Vaitnis zweier Exponentialfaktoren der Form
g (e-Nu)/t Gibbs-Faktor.
Einen Term dieser Form bezeichnen wir @Iisbbs-Faktoﬂ Der Gibbs-Faktor ist proportional zur Wahr-

scheinlichkeit, dass sich das System in einem Zustamdt der Energiegx und der TeilchenzahN
befindet.

12.2.2 Der Boltzmann-Faktor

Halt man die Teilchenzahl im System fest, d.h liegt nur eine thermischer und kein diffusiver Kontakt
zwischen System und Reservoir vor, danfNst= N, und wir erhalten

p(e1) e/t
ple)) e/t (12.2.12

3J. W. Gibbs hat das Ergebnjs (12.2.11) als erster angegeben und mialdikanonische Verteilurigezeichnet.
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Durch diesen Ausdruck wird das Véilinis der Wahrscheinlichkeiten dafangegeben, dass sich das
System in einem Zustand der Energiebzw. &, befindet, viahrend die TeilchenzaN konstant bleibt.
Einen Term der Form

e ¢/7 Boltzmann-Faktor

bezeichnen wir al8oltzmann-Faktaf]

Der Boltzmann-Faktor erlaubt es uns z.B., die relative Verteilung der Elektronen auf die verschiedenen
Niveaus des Wasserstoffatoms bei einer gegebenen Temperatberechnen. Indem wir die Verteilung
experimentell bestimmenfkinen wirtiber den Vergleich mit der theoretischen Vorhersage die Tempe-
ratur 7 festlegen. Misst man dann die thermodynamische TempeFaties Systems, eéit man durch
Vergleich die Boltzmann-Konstankg. Der schon angedeutete Umwidger einen Carnot-Prozess ist zur
Bestimmung vorkg also nicht unbedingtatig.

10— F———— F 1

0.8/

AE
4—

o.oz- Jk

0.6 0.8 1.0
e/ g

Abbildung 12.2:Schematische Darstellung der Funktion g(e)e~¢/7 in Abhéngigkeit von &/ fir ein ma-
kroskopisches System. Hierbei ist € die mittlere Energie des Systems.

1.2 14

Der Boltzmann-Faktor €/% gibt die Wahrscheinlichkeit déf an, dass sich das System in einem be-
stimmten Zustandk mit Energieg befindet. Die Wahrscheinlichkefi(e) dafur, das System in einem
Zustand mit einer Energie zwischerund € + 8¢ vorzufinden, erhalten wir durch Summatioher alle
Zustandek in diesem Intervall:

p(e) = Z Pk e<eg<e+de . (12.2.13)

Die Zustinde in dem schmalen Energieintervall sind alle gleich wahrscheinlich und durch den
Boltzmann-Faktor €/% charakterisiert. Daher erhalten wir

p(e) = Cogle)e ¥/, (12.2.14)
4Gibbs bezeichnete das Ergeb.12) alslemenische Verteilung
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wobeig(€) die Zahl der Zusinde des Systems im angegebenen Energieintervall ist. Obwohl das Sy-
stem klein gegeitber dem Reservoir ist, ist das System trotzdem ein makroskopisches System. Die
Entartungsfunktiorg(e) wachst in diesem Fall sehr schnell mit der Energie an. Zusammen mit dem
schnell fallenden Faktoré/* erhalten wir dann insgesamt im Prodgkt)e ¢/* ein Maximum (siehe
Abb.[12.2). Je giRer das System ist, desto &der wird dieses Maximum.

© Walther-Meil3ner-Institut



Abschnitt 12.3 RYsIK IV 431

12.3 Zustandssummen und Mittelwerte

12.3.1 GrofRe Zustandssumme

Die Summe aller Wahrscheinlichkeité@ber alle nbglichen Zushnde des Systems muss eins ergeben, da
sich das System ja in irgendeinem Zustand befinden muss. Es gilt also

gszkp(N,sk) = 3 ) ZZ exp<'\m_:k<|\l)> =1, (12.3.2)

wobei 1/Z den gesuchten Normierungsfaktor darstellt. Wir erhalten

Z(u,t) = %;exp(l\lu—:k(m) . (12.3.2)

Man nenntZ die groRe ZustandssummBie Summen riasseniiber alle Zusinde des Systemérfalle
Teilchenzahlen ausgéfrt werden. Wir haben deshadpalsec(N) geschrieben, um auf die Akhgigkeit
des Zustandes von der Teilchenzahl hinzuweisen.

Die absolute Wahrscheinlichkeit, dass wir das System in einem Zubtangorfinden, ist somit durch
den Gibbs-Faktor geteilt durch die grof3e Zustandssumme gegeben:

Np—g(N)
exp( ——
p(N,e) = <ZT> (12.3.3)

Die grol3e Zustandssumme entspricht stellt also den Porportitsédittor zwischen dem Gibbs-Faktor
und der Besetzungswahrscheinlichkeit des Zustandes dar.

12.3.2 Mittelwerte

Wir kdnnen die Zustandssumme verwenden, um Mittelwerte voiR&r anzugeben. &N, k) der Wert
einer GoReA flr den Fall, dass das Systé¥rnTeilchen besitzt und sich im Zustakdefindet, dann ist
nach [11.1)6) der Mittelwert dieser Geliber die Systeme der Gesamtheit

> S AN, k) exp( M)
A = %ZA(N,k)p(N,sk) = K _ . (12.3.4)

Z

Wir nennen(A) denthermischen Mittelwert, Ensemble-Mittelweder dasScharmittel
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Beispiel: Mittlere Teilchenzahl

Falls das System mit dem Reservoir in diffusivem Kontakt steht, kann sich die Teilchenzahl durch Aus-
tausch mit dem Reservaandern. Der Mittelwert der Teilchenzahl ist durch

53N exp(M)
(Ny = 2K 5 (12.3.5)

gegeben.
Wir kdnnen den Ausdruck (12.3.5) durch Benutzen von

0z 1 Nu — &
ET ;%ZN exp< . ) (12.3.6)

in die allgemeine Form

0Z/ou  dInZ

N) = 7—= T 12.3.7
N) . 3 (123.7)
bringen.
Chemiker benutzendufig die Definition
A = expu/T) , (12.3.8)

wobeiA die absolute Aktiviit genannt wird. Die grof3e Zustandssumme schreibt sich dann als

Z(u,7) = gsz AN exp(—%) (12.3.9)

und das Scharmittel ergibt sich zu

Ny = A=—1InZ. (12.3.10)
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Beispiel: Mittlere Energie

Der thermodynamische Mittelwert der Energie ist

53 e exp( M)
(e) = K 5 . (12.3.11)

Wir werden im Folgendere) alsU bezeichnen.

Beachten wir, dass

1 9z P ~
(Nu—g) = (N)u—U = 5 35— 301/7 InZ | (12.3.12)

so kbnnen wir durch Kombination vop (12.3]11) und (12, 3.7) schreiben:

d d =
u = </.L‘Ea“—a(1/f)> Inz . (12.3.13)

12.3.3 Zustandssumme

Halten wir die TeilchenzahWN im System fest, sodnnen wir statt der grol3en ZustandssummeZdie
standssumme

Z(N,7) = Zexp(—%> (12.3.14

verwenden. Die Summation erstreckt sich liiber die Boltzmann-Faktoren aller Zastek, fiir welche
die Teilchenzahl im SysteMd = constist.

Genauso wie die groRe Zustandssun#nder Proportionalatsfaktor zwischen der Wahrscheinlichkeit

p(N, &) und dem Gibbs-Faktor ist, bildet die einfache Zustandssumirden Proportionalétsfaktor
zwischen der Wahrscheinlichkgitec) und dem Boltzmann-Faktor ekpey/7):

_ &
plex) = eXp(Z ?) . (12.3.15

Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung bezeichnet mamgwell-Boltzmann-Verteilung
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Beispiel: Mittelwert der Energie

Der Mittelwert der Energielfr feste Teilchenzahl ist dann

yeaexp(—%)
_ _ X _ 9z _ 0
U=(e = > =5 5. =T InZ. (12.3.16)

Der Mittelwert gilt fiir ein Ensemble von Systemen, die Energie aber keine Teilchen mit dem Reservoir
austauschendanen.

Beispiel: Vom System geleistete makroskopische Arbeit

Wir betrachten eine quasistatischederung des Volumens vahaufV +dV. Die Energie des Zustandes
k andert sich dabei um den Betrag

. ask
ey = de‘ (12.3.17)

Der Mittelwert der vom System geleisteten makroskopischen Adwitasst sich dann mit der kanoni-
schen Verteilung zu

> (% dV) exp(—%)
aw = X . (12.3.18)

berechnen. Der@hler kann wiederum durchausgedickt werden:

3 (o) en(%) = qu(zen(-2) -5 @230

Damit erhalten wir @ir dW

19Z 4y~ 2% 4y (12.3.20)

aw = 7% N

WegendW = p dV folgt somit durch Vergleich mi{ (12.3.20):

adlinZ
p =15 (12.3.21)
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Beispiel: Zwei-Niveausystem

Wir betrachten ein System vdw unablangigen Teilchen, die alle jeweils einen der zwei Zusie mit
der Energie 0 und einnehmen &nnen. Ein solches System bezeichnet maZasi-Niveausystem

Betrachten wir ein einzelnes Teilchen in thermischem Kontakt mit einem Reservoir der Tempgsatur
ist die Zustandssumme

z — — exp<—2>+exp<—i) - 1+exp(—§) . (12.3.22)

Der Mittelwert der Energie des Teilchens ist ngch (12.3.4)

_ 0-1te-exp(—%) . exp(—£)

(€) 7 Trexp(-T) ° (12.3.23)

was wir unabkngig auch mit Hilfe von[(12.3.]16) ableitedhnen.
Der thermische Mittelwert der Energie des Systemshaugablaingigen Teilchen beigt

exp(-7) _  Ne

N N e T ey 1

(12.3.24)

Diese Funktion ist in Abl. 123 dargestellt.

Wir betrachten jetzt die \Wmekapazit bei konstantem Volumen

JuU
&= (m)w

Mit Hilfe von ([12.3.24) undT = t/kg erhalten wif]

(12.3.25)

e\2 _ exp(+%)
) (

— Nkge——~ _ — Nkg (- .
Cv = Nkge : kB(T o(r5) 117

In Abb.[12.3 sindJ undGy als Funktion vore/7 dargestellt. Man erkennt, dass diewthekapaziit ein
ausgepiigtes Maximum besitzt, das man &lshottky-Anomalieezeichnet. Diese Anomalie idirfdie
Bestimmung von Energieniveaus in FasikernaufRerst iitzlich.

SWir haben hier aus praktischen i@den dieiibliche Definition vonCy als (dU/dT)y verwendet, obwohl es korrekter
gewesen wreGy als(dU /dt)y zu definieren.
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Abbildung 12.3:Energie und Warmekapazitat eines Zwei-Niveausystems als Funktion der reduzierten
Temperatur.

12.3.4 \Verteilungsfunktionen und ihre Eigenschaften

Bevor wir einige Anwendungen der Verteilungsfunktionen diskutieren, wollen wir kurz einige wichtige
allgemeine Eigenschaften der Verteilungsfunktionen ansprechen. Um die makroskopischen Eigenschaf-
ten eines Systems, das sich in thermischem Kontakt mit einem Reservoir der Tempdrafundet,

mussen wir lediglich die Zustandssumme

zZ= Ze*ﬁsk

berechnen. Wir werden im Folgenden die Alkung = 1/t verwenden, um die Schreibweise etwas
zu vereinfachen. Die Mittelwerte irgendwelcher physikalischesf$gn erflt man dann sofort, indem
man geeignete Ableitungen vondrbildet (vergleiche hierzu Abschnjtt 12.3).

Wenn sich das System nicht im thermischen Kontakt mit einem Reservoir befindet, ist die Situation nicht
wesentlich anders. Selbst wenn das System abgeschlossen ist und eine feste Energie besitzt, so sind
doch die Mittelwerte der makroskopischen Parameter des Systems mit seiner Temperatipft;ealen

befande sich das System im thermischen Kontakt mit eineaniiéreservoir dieser Temperatur. Somit

ist die Berechnung der makroskopischen Eigenschaften wiederum auf die Berechnung der Verteilungs-
funktion Z zuriickzufihren.

Wir erhalten somit eine generelle Vorschrift zur Berechnung der makroskopischen Eigenschaften eines
Systems mit Hilfe der statistischen Mechanilan stelle die Verteilungsfunktion Z des Systems auf
Wenn wir die Teilchen des Systems und ihre Wechselwirkungen untereinander ketinean kvir die
Zustandssummeg explizit berechnen und haben damit das statistische Probleistgbh Prinzip gibt

es keine Schwierigkeiten, das Problem zu formulieren, die Schwierigkeiten treten dann bei der mathe-
matischen Behandlung des Problems auf. So ist es z.B. sehr einfach, die Quaatefezusd die Ver-
teilungsfunktion @ir ein ideales Gas nichtwechselwirkender Atome anzugeben. Bei eirs=igieit, bei

der die Atome miteinander wechselwirken, ist dies bereits sehr schwierig.
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Wir wollen nun noch einige generelle Eigenschaften der Verteilungsfunktion angeben. Zuerst wollen
wir diskutieren, wie die Verteilungsfunktion durch die bei ihrer Berechnung verwendete Energieskala
beeinflusst wird. Dazu verschieben wir den Energienullpunkegimo dass jeder Zustakdlie Energie

& = &+ & besitzt. Die neue Verteilungsfunktion lautet dann:

75 = Zefﬁ(swso) — e*ﬁsozefﬁfk — g Bz

bzw. Inz*

InZ - Beo . (12.3.26)

Nach (12.3.16) gilt mitl3 = —dt /72 fir die mittlere Energi&) = (&)

9zr oz

V'S T B

+8 =U+g . (12.3.27)

Das heif3t, die mittlere Energie ist ebenfalls um den Betsagerschoben.

Wir wollen weiterhin diskutieren, wie die Verteilungsfunktion eines Systéraassieht, das sich aus nur
schwach wechselwirkenden Systenfrund A” zusammensetzt. Bezeichnen wir Zarsde vorA’ und
A’ mit mundn, so ist ein Zustand voA durch das Paam,n gekennzeichnet undif die zugebrige
Energie gilt

&mn = Ent& . (12.3.28)

Aus der Additivitat der Energien folgtifr die Zustandssumméifdas Gesamtsystef= A’ + A”

7 — N e BlEte) _ 5 o Behn g Bel :< e—ﬁ%)( e—ﬁSé’) 12.3.29
r;n > > > ( )

mn m m

und somit

z = 7'7" oder INZ = InZ' +InZ" . (12.3.30)

Hierbei sindZ’ undZ” die Zustandsfunktionen voff und A”. Fir ein System, das sich aus nicht oder
nur schwach wechselwirken Teilsystemen zusammensetzt, ist also die Zustandssumme einfach durch das
Produkt der Zustandssummen der Teilsysteme gegeben.
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12.4 Anwendungen der Verteilungsfunktionen

Die Diskussion in den vorangegangenen Abschnitten lieferte eine Reih@uf®erst wirkungsvollen
Hilfsmitteln, mit denen sich die makroskopischen Eigenschaften irgendeines Gleichgewichtssystems
aus der Kenntnis seiner mikroskopischen Bestandteile ableiten lassen. Wir wollen im Folgenden die
Nutzlichkeit dieser Methoden anhand einiger einfacher aber physikalisch wichtiger Beispréderer

12.4.1 Das ideale einatomige Gas

Als Beispiel fur die Anwendung der Verteilungsfunktionen diskutieren wir ein ideales einatomiges Gas.
Wir werden dieses System zaghst klassisch behandeln und diél@gkeit dieser klassischen Behand-
lung erst spter untersuchen.

Berechnung thermodynamischer Gbl3en

Wir betrachten ein aubl identischen, einatomigen Molélen der Massen bestehendes Gas, das in
einen Bellter mit dem VolumerV/ eingeschlossen ist. Der Ortsvektor daen Molekils seir; und

sein Impulsp;. Wir nehmen ferner an, dass die Gasmdlekkeinen externen Kften ausgesetzt sind

und nicht miteinander wechselwirken. Die Gesamtenergie des Gases ist dann nur durch die Summe der
kinetischen Energien der Gasteilchen gegeben:

N L2

_ ¢ P
U = > om (12.4.1)

Wir wollen nun die klassische Verteilungsfunktion aufstellen. In klassiscligreNing Bngt die Ener-
gie (01, ...,0n, P1,---, Pn) VON N generalisierten Ortskoordinaten uNdgeneralisierten Impulsen ab.
Wenn man den Phasenraum in einzelne Zellen mit dem Volum®reerlegt, so 4sst sich die Ver-
teilungsfunktion berechnen, indem man adhstiber die Anzahl(dg;...doydps...dpy)/n3N der
Zellen im Phasenraum summiert, die in dem Volumenelenf@qt...dgydp;...dpy) um den Punkt
(d1,---,0N, P1,---, Pn) liegen und denen nahezu dieselbe Enesgg®,...,qn, P1,- .-, Pn) Zugeordnet
werden kann. Anschlie3end muss daner alle Volumenelemente aufsummiert bzw. integriert werden.
Wir erhalten damit in klassischerdderung

Z = /.../e—ﬁe(ql ----- ON,PLy---,PN) dgs...dgydpr...dpy
h3N
_ /.../e—ﬂ[%(pﬂmwﬁ)] dq“'dqgipl“'dp“ (12.4.2)
oder
1 —L£p2 3 — L2 43 3 3
Z = hw/e mP1ig Py - /e 2mPN( PN //d gr---dgn - (12.4.3)
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Hierbei haben wir die Multiplikationseigenschaft der Exponentialfunktion ausgenutzt. Da die kinetische
Energie eine Summe voN Einteilchenenergien ist, spaltet sich der entsprechende Anteil der Vertei-
lungsfunktion in ein Produkt voN Integralen auf, die alle von der Form

00

[ e s

—00

sind. Das Integraliber die Ortskoordinaten ergibt einfach

/d3Q1“-d3CIN =/d3CI1/d3Q2-“/dSQN =N,

da jede einzelne Integratidrber das Volumen des Balers zu erstrecken EtAusZ wird dann einfach
ein Produkt

z = ¢V (12.4.4)
oder InZ = N-In¢ , (12.4.5)
wobei
\Y T _B
C = 5 / e mP’d3p (12.4.6)

—00

die Verteilungsfunktion eines einzelnen Gasteilchens ist.

Fur das Integral in (12.46) erhalten [fir

00

[ ehrdp— (27;“)3/2,

—o0

womit wir
2rm 3/2
¢ =V (hZﬁ) (12.4.7)
und damit

6Wiirden die Teilchen miteinander wechselwirken, atténman einen Ausdruck
/ e AV g3q, ... d3qy,

wobeiV das Wechselwirkungspotenzial darstellt. Hier liegt keine Summe von Einteilchenenergien vor und die Integration
gestaltet sich extrem schwierig. Deshalb ist die Behandlung wechselwirkender Gase sehr kompliziert.
Mit der Substitutiorr = p/B/mundd3p = (m/B)3/2d3r erhalten wir

[exp(Bp?/2md®p = (m/B)¥2 [[exp(—r2/2)d% = (m/)*/?(v/2x)* = (2em/ ).
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h2

hz = N |nv—§|n[3+‘;’|n(2”m>} . (12.4.8)

erhalten.

Wir kdnnen mit Hilfe dieser Verteilungsfunktion unmittelbar eine Reihe von weiteren physikalischen
GroRRen berechnen.

Nach [12.3.211) qilt
1dinZz 1N
p = 3 "BV (12.4.9)

Mit B = 1/kgT gilt damit

PV = NigT, (12.4.10)

das heif3t, wie erhalten die Zustandsgleichung des idealen Gases.

Nach (12.3.16) gilt unter Benutzung vfin= 1/t fur die mittlere Gesamtenergie des Gases

U= - Fnz=3N_ N(e) |, (12.4.11)

9B 2 B

wobei mitp = 1/kgT

() = ngT (12.4.12

die mittlere Energie pro Gasatom ist.

Fur die spezifische \Wme bei konstantem Volumen erhalten wir

_(ou\ 3., 3
Gy = (aT>V = SNk = SvNake (12.4.13

wobeiv die Zahl der Mole undNp die Loschmidtsche Zahl ist.Uff die molare spezifische &vme erhal-
ten wir mit der Gaskonstantd®= Nakg

o = -R. (12.4.14)

Diese Ergebnisse stimmen mit den im Rahmen von Physik | abgeleiteten thermodynamischen Beziehun-
genuberein.
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12.4.2 diltigkeit der klassischen Naherung

Wir haben im vorangegangen Abschnitt eine klassische Beschreibung verwendet. Wir wollen jetzt ein
ungefihres Kriterium dir die Qiltigkeit dieser klassischen Beschreibung ableiten. Dazu gehen wir von
der Heisenbergschen Unggcferelation

AgAp > R (12.4.15)

aus. Die Unschérfrelation verkiipft die UnsckrfenAq und Ap, die durch Quanteneffekte bei jedem
Versuch, den Org und den Impulsp eines Teilchen gleichzeitig zu messen, auftreten. Wir wollen nun
uberlegen, wann eine klassische Beschreibung der Bewegung der Gasdiglich mst. Dies ist sicher-
lich dann der Fall, wenn das Produkt aus dem mittleren AbsRndd dem mittleren Impul$ der
Gasatome grol3 gegen das Produkt aus Orts- und Impulsinfisct, das heif3t, wenn

Rp> AgAp > h (12.4.16)

gilt. Benutzen wir die mittlere de Broglie Wellgimge

A = 2 , (12.4.17)
p
so erhalten wir die Bedingung
R > 1 Bedingung fur klassische Beschreibung. (12.4.18

Wenn diese Bedingung éiift ist, so fuhrt die quantenmechanische Beschreibung auf eine Bewegung von
Wellenpaketen, die der unadagigen Bewegung einzelner Teilchen in quasiklassischer Weise entspricht.
Im entgegengesetzten Grenzfalk A lasst sich ein Zustand des Gesamtsystems durch ein einzige Wel-
lenfunktion beschreiben (siehe Kapitel 13). In diesem Fall sind die Bewegungen der einzelnen Teilchen
miteinander korreliert, auch wenn keinerleidfie zwischen ihnen wirken.

Wir wollen kurz den mittleren Abstand der Gasatome abtzdn. Ordnet man jedem Gasatom ein Volu-
menR’ zu, so erhalten wir

1/3
R = <V> . (12.4.19)

Mit der mittleren Energi(%kBT pro Gasatom &nnen wir den mittleren Impuls der Gasatome absodn.
Es gilt
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1, 3
P = 2kl
oder P = V3mkT . (12.4.20)

Damit wir aus der Bedingung (12.4]18)

VA h
<N> > e (12.4.21)

Dies zeigt, dass wir die klassisch@&herung anwenderiiden, wenn die Konzentratidd/V der Gasato-
me geliigend klein oder die Temperatur geyend grof3 ist.

Beispiel: He-Gas Bei einem Druck von 1bar, einer Atommasse vor T0 2’kg (Helium)
und einer Temperatur von 300K erhalten wir aus der ZustandsgleicNyhg= P/kgT = 2.5 x
10'°Atome/cn?, alsoR ~ 3.4nm undA ~ 0.06 nm. Die Bedingungifr die klassische Beschreibung
ist also fir dieses Beispiel gut dffit. Die meisten Gase habendffere Molekulargewichte und deshalb
kleinere de Broglie Welledingen, so dass das Kriterium (12.4.18) noch bess@litest.

Beispiel: Elektronen in Metall Wir betrachten als weiteres Beispiel die Leitungselektronen in
einem Metall, @ir die in erster Mherung Wechselwirkungen vernaa$sigt werdenigfen. Wir sprechen
deshalb von einem Elektronengas. Die de Broglie Wellegé der Elektronen ist aufgrund ihrer im
Vergleich zu den Heliumatomen etwa 7000 mal kleineren Masse um etwa den F&KI60 gbRer

und betigt somitA ~ 5nm. Den mittleren Abstand der Elektrone@nken wir dadurch absétezen,

dass wir 1 Leitungselektron pro Metallatom annehmen. Mit dem typischen Abstand der Metallatome
im Bereich von etwa 0.1 nm erhalten wir alRa~ 0.1 nm. Das heif3t, das Kriteriuntif eine klassische
Beschreibung ist hier nicht eéxfit. Das dichte Gas der Leitungselektronen in einem Metall erfordert also
eine quantenmechanische Beschreibung.

12.4.3 Der Gleichverteilungssatz

Wir wollen in diesem Abschnitt ein allgemeines Theorem der klassischen statistischen Mechanik ablei-
ten. Wir betrachten wieder die Energie eines Systems, die eine Funktion von verallgemeinerten Orts- und
Impulskoordinaten ist:

e = €(Ou---,ON, P1y-- -5 PN) - (12.4.22)

Es tritt nun faufig folgende Situation auf:

e Die Gesamtenergie spaltet in eine Summe der Form

e = &(p)+€(qn,...,aN,PL,- -, PN) (12.4.23)
auf, wobeig; nur die eine Variablg; enthalt und der restliche Te#’ nicht vonp; abhangt.
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e Die Funktiong; ist quadratisch imp;:

&(p) = constp? . (12.4.24)

Normalerweise isp; ein Impuls, da die kinetische Energie quadratischyiist und die Impulse in
der potentiellen Energie nicht vorkommen.

Wir wollen fur diese Situation wissen, wie grof3 der Mittelwert v@nm thermischen Gleichgewicht
ist. Befindet sich das betrachtete System im thermischen Gleichgewicht, so ist die Verteilung auf die
moglichen Zusdnde durch die kanonische Verteilung gegeben. Der Mitteljggrist dann

(12.4.25)
[ e Pel@.m) dgy---dp,
Mit der Bedingunge = & (pi) +€'(q,---,an, P1, - - -, Pn) €rhalten wir
f & e*ﬁ(&*sl) dqldp1
(&) = —%
[ e B(a+e) dgi---dpy
f & e Bsi dp f e—ﬁg/ dgi---dpn
= = 2 (12.4.26)

J ePadp [ ePeda---dp,

Das letzte Integral im Zhler und Nenner erstreckt sicber alleq und allep mit Ausnahme vorp;. Da
dieses Integralifr Zahler und Nenner gleich istalit es heraus und wir erhalten

[ eePadp
(6) = —o—
| ePadp

—00

(12.4.27)

Dieser Ausdruck kann weiter vereinfacht werden:

_ 9 <? e Bei dn> o0
(&) = i o _ 2 (/ eﬁg'dp) . (12.4.28)
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Bis hierher haben wir nur von der Voraussetzyng (12]4.23) Gebrauch gemacht. Wir wollen jetzt auch die
zweite Voraussetzunf (12.4]24) benutzen und mit dieser das Infegral (12.4.28) berechnen. Es gilt dann

o] 29

/e—ﬁeidp _ /e—ﬁrconstpfdp _

—00 —00

g oonsty’ gy (12.4.29)

S /
VB,
wobei wir die Variabley = \fﬁ pi eingefihrt haben. Somit ist

00 00

In /e’ﬁadp _ _;ln/ﬂln/ g oo’ gy, (12.4.30)

— 00 —00

In dem Integral auf der rechten Seite tritt jefzgar nicht mehr auf, so dass wir

&) = _88!3 (_;m[;) _ 21[3 (12.4.31)

erhalten. MitB = 1/kgT erhalten wir schlie3lich

1 . .
(&) = ékBT Gleichverteilungssatz. (12.4.32

Diese Gleichung ist der so genani@eichverteilungssatz der klassischen statistischen Mech&nik
besagt, dass der Mittelwert jedes unabgigen quadratischen Terms der Gesamtenergie @kiﬁh ist.

KgT | AE =3
l | -
1

Eo

Abbildung 12.4:Schematische Darstellung der diskreten Struktur der Energieniveaus eines Systems.
Ein klassische Beschreibung liefert nur fur AE <« kgT verniinftige Ergebnisse.
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Es muss an dieser Stelle darauf hingewiesen werden, dass der Gleichverteilungssatz nur in der klassi-
schen statistischen Mechanik gilt. In der korrekten, quantenmechanischen Beschreibung besitzt ein Sy-
stem kein kontinuierliches Energiespektrum, sondern vielmehr einen SatzaglitmEnergieniveaus

(siehe Abb. 12]4). Wenn die Temperatur ggend hoch ist, so ist die EnerdiekeAE zwischen benach-

barten Energieniveaus um die mittlere Energieherum klein gegeiiber der thermischen EnerdigT .

In diesem Fall spielt die diskrete Struktur der Energieniveaus keine bedeutende Rolle und man kann er-
warten, dass die klassische Beschreibung (und damit der Gleichverteilungssatz) eingguteny sind.

Wenn andererseitSE > kgT gilt, wird mit Sicherheit die klassische Beschreibung zu einem falschen Er-
gebnis fihren.
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12.5 Die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung

Die Geschwindigkeitsverteilung der Teilchen eines idealen Gases wurde bereits im Rahmen der Physik |
diskutiert. Dort wurde mit allgemeinedberlegungen die mittlere Energie der Gasteilchen abgeleitet.
Dabei wurde von der Annahme Gebrauch gemacht, dass die Geschwindigkeitsverteilung im Gas isotrop
ist, wenn man auf das Gas keiaaRReren Kifte einwirken &sst. Da die Gesamtenergie dann durch die
kinetische Energie gegeben ist, erhielt mandie mittlere kinetische Energie pro Teilchen

_ 1, 3
u = émv2 = ékBT . (12.5.1)

Mit diesem Ausdruck &nnen wir nairlich die mittlere Geschwindigkeit der Gasteilchen berechnen,
kennen aber noch nicht deren Geschwindigkeitsverteilung. Wir wollen in diesem Abschnitt als weitere
Anwendung der Verteilungsfunktionen die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung ableiten. Hierzu
betrachten wir zuachst ein Gasteilchen der Magséan einem verdinnten Gas. Wir wollen annehmen,
dass die Gasteilchen einatomig sind und keideReren Kiften ausgesetzt sind. Durch die Forderung
nach Einatomigkeit&nnen keine Energiebedige durch innere Schwingungen oder Rotationen auftreten.
Das Gas soll auBerdem hinreichend \emat sein, so dass jede potentielle Wechselwirkungsenergie mit
den anderen Gasteilchen vernadsigt werden kann. Die Energie der Teilchen ist dann nur durch die
kinetische Energie ihres Massenschwerpunktes gegeben:

1
o (PP +P3) - (12.5.2)

Das heifl3t, die Energiedmgt nur von den Impulskoordinaten, nicht aber von den Ortskoordinaten ab.

Da die Wechselwirkungsenergie der Gasteilchen mit allen anderen Gasteilchen sehr klein ist, wirken
diese als Viirmereservoir der GastemperatuDa au3erdem in dem betrachteten Fall das Gasteilchen
als unterscheidbare Gite angesehen werden darfdtfes alle Bedingungen eines eigearstigen, sich

im Kontakt mit einem Vrmebad befindlichen Systems und untersteht deshalb der kanonischen Vertei-
lung. Folglich ist die Wahrscheinlichkeit(r, p)d®rd3p dafur, dass die Orts- und Impulskoordinaten des
Gasteilchens in den Intervallénr +dr] und[p, p + dp] liegen, gegeben durch

p(r,p)d3rd3p O e PP /2mg3g3p . (12.5.3)

Wenn man die Wahrscheinlichkejt (I2)5.3) mit der Gesamtkhtier Gasteilchen multipliziert, e#lft

man die mittlere Anzahl der Teilchen in dem entsprechenden Orts- und Impulsbereich. Wir wollen im
Folgenden das Ergebnis durch die Geschwindigkeitp/mdes Gasteilchens ausidken und definieren

zu diesem Zweck die ®Re f (r,v)d3rd3v, die die mittlere Anzahl von Gasteilchen mit einer Schwer-
punktslage im Intervalk,r +dr] und einer Schwerpunktsgeschwindigkeit im Interjsali 4 dv] angibt.

Dann knnen wir [12.5.3) umschreiben in

f(rvdirdv = C exp(—ﬁrgvz> PBrdy . (12.5.4)
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Die KonstanteC ergibt sich aus der Normierungsbedingung

/f(r,v)d3rd3v ~ N, (12.5.5)

Vol —oo

welche besagt, dass die Summe (Integrati@imgr alle Gasteilchen, deren Geschwindigkeit irgendwo
zwischen—oo und oo liegt und deren Ortsvektor irgendwo in dem betrachteten Volumen liegt, die Ge-
samtzahl der Gasteilchen ergeben muss.

Setzen wir[(12.514) i (12.3.5) ein, so erhalten wir

©0

// < )d3rd3 - N. (12.5.6)

Vol —o

Da f nicht vonr abhangt, ergibt die Integratioaber die Ortsvariable einfach das VoluménDie restli-
che Integratioriiber die Geschwindigkeitskoordinaten erﬁibt

00

C.v (/ exp< P VE)de)s _ c.v <§:1>3/2 ~N. (12.5.7)

Wir erhalten also

C = v <2n> . (12.5.8)
Damit erhalten wir aus (12.5.4)
N /Bm\¥?  pme
33y — ¥ (PM - 3,43
f(v)d>rd®v = v <2n> e z d’rd°v (12.5.9)

oder durch Benutzen vgh = 1/ksT

8Mit der Substitutiorr = v/mp undd3v = (1/mp)%/2d%r erhalten wir

/ exp(Bm2/2)d% = (1/mpB)%/? / exp(—r2/2)d% = (1/mB)¥2(v2m)® = (21/mB)3/2.
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N
33y —
f(v)d>rd°v = V<

3/2 2

m L e
2kgT

27rkBT> e ZeT d°rd°v . (12.5.10

Wir haben hierbei die Variableim Argument vonf weggelassen, danicht vonr abhangt. Dies folgt
natirlich sofort aus einer Symmetriebetrachtung. Bei Abwesenheitiu@eren Kaiften ist kein Ort im
Raum ausgezeichnet. Wir sehen weiterhin, dasar vom Betrag vowv abhangt, das heif3t es gilt

fv) = f(v)) = f(v) . (12.5.11)

Dies leuchtet ebenfalls aus Symmetrigggden ein. Da der Béiiter und damit der Schwerpunkt des
Gases als ruhend angesehen wird, kann keine Geschwindigkeitsrichtung ausgezeichnet sein.

Dividiert man (12.5.10) durch das Volumenelemdpt, so erfialt man dieMaxwellsche Geschwindig-
keitsverteilung fv)d3v. Sie gibt die mittlere Anzahl von Gasteilchen pro Volumeneinheit mit einer
Schwerpunktsgeschwindigkeit im Intervall zwischeandv + dv an.

12.5.1 \Verteilung des Geschwindigkeitsbetrages

Aus der Beziehund (I2.5.]10) ergeben sich unmittelbar eine Reihe von weiteren, physikalisch interes-
santen Verteilungen. Wir interessieren unsaairst fir die GoRReF (v)dy, die die mittlere Anzahl von
Gasteilchen pro Volumeneinheit mit einem Geschwindigkeitsbetragv| im Bereich zwischew und

v+ dvangibt. Diese Gil3e ist offenbar durch

Fdv — / f(v)dv (12.5.1)

v<|v|]<v+dv

gegeben.

Es ist sinnvoll, die Situation im Geschwindigkeitsraum zu betrachten, der durcl,v,) aufgespannt
wird. Dieser Raum istifr ein ideales Gase ohfégiRere Kafte isotrop. Das bedeutet, dass sich alle Teil-
chen mit gleichem Geschwindigkeitsbetiag= vim Geschwindigkeitsraum auf einer Kugelobacthe

mit dem Radiuw befinden (siehe Aljb.13.5). Das heil3t, die Endpunkte aller Geschwindigkeitsvektoren,
fur diev < |v| < v+dv gilt, liegen innerhalb einer Kugelschale mit dem inneren Radiusd dem
auBeren Radiug+ dv. Da f(v) nur von|v| abtangt, ist deshalb das Integral [n (12]5.1) einfach gleich

f (v) multipliziert mit dem Volumen #v2dv der Kugelschale. Wir erhalten also

F(vidv = 4rx f(v)V?dv. (12.5.2)

Unter Benutzung vorj (12.5.10pknen wir dann schreiben

32
F(vdv = ar N <7rm> V2 exp<—m\ﬁ> dv . (12.5.3)
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Abbildung 12.5:Schnitt durch den Geschwindigkeitsraum in der vy, v-Ebene. Die schraffierte Flache
enthélt alle Teilchen mit Geschwindigkeiten im Intervall [v,v+ dV].

Diese Beziehung wird ebenfallftifig als Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung bezeichnet und ist
in Abb.[12.6 dargestellt. Sie ist wegen des Vorfakidrieine Normalverteilung. Inshesondere zeigt sie
einen ausgepgten asymmetrischen Verlauf mit einem langen Schwanz hin zu hohen Geschwindigkei-

ten. Der Ausdruck| (12.5(3) ist so normiert, dg95(v)dv= N/V. In Abb.|12.7 ist die Verteilung des
0

Geschwindigkeitsbetragearfverschiedene Temperaturen gezeigt. Wir sehen, dass sich das Maximum
der Verteilung zu kleineren Geschwindigkeiten hin verschiebt und die Verteilung insgesanitlesxchm
wird.

Man beachte, dass hier in der Verteilupg (12.5.3) aus demselben Grund ein Maximum auftritt wie bei
unserer allgemeinen Diskussion in Abschitt 12.2.2 (siehe auch[AbR. 12.2). Wamsachst, nimmt

der Exponentialfaktor ab, &rend das den Gasteilchen angliche Phasenraumvolumen proportional
zuV2 zunimmt. Insgesamtihrt dies zu einem Maximum.

Mittels der Verteilungsfunktior] (12.5.3) lassen sich folgende wichtigi3en definieren:

e Die wahrscheinlichste Geschwindigk@&itder Teilchen wird durch die Lage des Maximums der
Geschwindigkeitsverteilung bestimmt. Das Maximum ist durch

[T
Vo= /5 (12.5.4)

gegeben. Wir sehen, dass sich die wahrscheinlichste Geschwindigkeit mit abnehmender Tempera-
tur zur kleineren Werten verschiebt (siehe hierzu Abb.|12.7).

e Die mittlere Geschwindigkeder Teilchen ist

vV = —/v F(v)dv (12.5.5)

Setzen wir[(12.5]3) ein, so erhalten[fir

9siehe z.B. F. ReifPhysikalische Statistik und Physik de&ine de Gruyter, Berlin (1987).
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Abbildung 12.6Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung als Funktion der Geschwindigkeit in Einheiten
der maximalen Geschwindigkeit V. Ebenfalls markiert sind die mittlere Geschwindigkeit v und die rms-
Geschwindigkeit Vims.

_ /%l L1108 (12.5.6)
Tm

e Dasmittlere Geschwindigkeitsquadrder Teilchen ist

Vo= :l/sz(v)dv: el (12.5.7)

o = B (12.5.8)

Dieses Ergebnis bestigt das Ergebnis (12.5.1), das mit einfach#serlegungen bereits in Phy-
sik | erhalten wurde. Statt des mittleren Geschwindigkeitsquadrats anfichauch die rms-
Geschwindigkeit (rms = root mean square) verwendet:

Vims = V2 = 3'2"% ~ 1.224.V . (12.5.9)

Wichtig ist, dass die Geschwindigkeitstige nicht symmetrisch umpy,s auftreten, sondern dass
die Verteilung der Geschwindigkeiten asymmetrisch ist. Dadurch ist die wahrscheinlichste Ge-
schwindigkeitv kleiner als die mittlere Geschwindigke&iund die rms-Geschwindigkeit.
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Abbildung 12.7Verteilung des Geschwindigkeitsbetrags von Heliumatomen bei verschiedenen Tempe-
raturen.

Gas H, He |H,0| Ne | N, | O, | Ar | Kr | Xe | Hg

Vims (M/S) 1840 | 1310 | 620 | 580 | 490 | 460 | 430 | 286 | 227 | 185

Tabelle 12.1rms-Geschwindigkeiten fir Gasteilchen bei T = 273K.

In Tabelle] I2.1L sind die rms-Geschwindigkeiten einiger Atome und Midekei T = 273K zusam-
mengestellt. Man sieht, dass die rms-Geschwindigkeit mit abnehmender Masse der Atome bzw. Mo-
lekuile zunimmt. far Luft liegt die Geschwindigkeit bei Raumtemperatur etwa bei 500 m/s, was grob der
Schallgeschwindigkeit entspricht.

12.5.2 \Verteilung einer Geschwindigkeitskomponente

Wir wollen jetzt noch die Verteilung einer bestimmten Geschwindigkeitskomponente berechnen. Die
GroReg(vx)d soll die mittlere Zahl der Gasteilchen pro Volumeneinheit angeben, die eine Geschwin-
digkeitskomponentey im Intervall [v, vx + dX haben bei beliebiger Geschwindigkeit ya und z-
Richtung. Diese Gif3e ist offenbar durch

gv)dy = // f(v)d3v (12.5.10)

Vy Vg

gegeben, wobei wiiiber alle nbglichen Werte dey- und zKomponente vorv aufsummieren rassen.

Setzen wir[(12.5.70) ein, so erhalten wir
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Abbildung 12.8Verteilungsfunktion g(vy) von Gasteilchen beziiglich ihrer Geschwindigkeitskomponente
in x-Richtung. Die Geschwindigkeit ist in Einheiten von /kgT /m angegeben.

3/2
gv)dw = S(MTBT) /] exp(zmT<v§+v$+v§>> dudy v,

N/ m \¥2 m
= V(27r|¢5T> exp<—2kBT (12.5.11)

und damit (siehe Abp.17.8)
N/ m \Y2 M2
o(w)dw = v <2ﬂkBT> exp<—2k8_|_> dv . (12.5.12

Fur vy undv; gilt die gleiche Verteilung. Es ist klar, dass aufgrund der Isotropie des Geschwindigkeits-
raumegy(Vy)dv eine symmetrische Funktion sein muss. Die mittlere Geschwindigkeit Wus® sein,
da sich sonst das Gas makroskopisch bewegenev

Die Standardabweichuder Verteilung der Geschwindigkeitskomponente ist

19pje Standardabweichung éihman aus der Definition der Normalverteilung:
1
f(X) = —— exp(—x?/202).
() = o expxX/20%)
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6 = /-, (12.5.13)

die volle Halbwertsbreite ist darfiWHM = 20 /v/2In2~ 2.350.

12.5.3 Die barometrische Whenformel

Wir betrachten nun ein Gas in einem Bdtier mit VolumenV im Schwerefeld der Erde. Hier unterlie-
gen die Teilchen dem Gravitationspotenzfai= g- z mit der Erdbeschleunigung Fur die Energie der
Teilchen gilt dann

p2 25
= 7+||| . 1 . .14
€ 2m 9z ( )

Analog zu [(12.53) &nnen wir die Wahrscheinlichkeit daf dass die Orts- und Impulskoordinaten des
Gasteilchen in den Intervallén,r +dr] und[p, p + dp] liegen, schreiben als

p(r,p)d3rdp O e AlP?/2m+maz 43,43
O e AP*/2m gpmazg3r g3y | (12.5.15)

Die Wahrscheinlichkeip(p)d®p dafir, dass ein Gasteilchen undiigig von seiner Lage einen Impuls
im Intervall [p,p+dp] hat, ist

p(p)d®p O / p(r,p)d3d3p
\ol
_ e B g | (12.5.16)

wobeiC eine Proportionaléitskonstante ist. Dies bedeutet, dass die Impulsverteilung und somit die Ge-
schwindigkeitsverteilung die gleiche ist wie ohne Schwerefeld.

Wir wollen jetzt die Wahrscheinlichkeip(z)dz dafur angeben, ein Teilchen in eine®hle zwischere
undz+ dzanzutreffen und zwar unabhgig von seinem Impuls und seinerodery-Koordinate. Durch
Integration von[(12.5.15) erhalten wir

p(2)dz — / / p(r,p)dxdy dpdp,dp; . (12.5.17)
vapxapy-,pz
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wobei sich die Ortsintegration niitber diex- und y-Koordinaten innerhalb des Balter erstreckt. Da
(I2.5.15) in zwei Faktoren zéit, erhalten wir

p(zdz = CePmoZdz. (12.5.18)

Fur einen Behlter mit einer konstanten Querschnitisthe isiC’ eine Konstante und wir erhalten

P2 = P(O)efme. (12.5.19)

Die Wahrscheinlichkeit, ein Gasteilchen in debl¢ z anzutreffen, nimmt also exponentiell nzitab.
Dieses Ergebnis wird alsarometrische henformelbezeichnet. Sie beschreibt die Abtgigkeit der
Luftdichte von der Kheliber der Erdobefdiche bei konstanter Temperatur.

12.5.4 Thermalisierung

Wir betrachten zwei Systeme aus unterschiedlichen Gasteilghgr b, die sich jeweils im Gleich-
gewichtszustand bei unterschiedlichen Temperaturen befinden. Wir vereinigen nun beide Systeme, wo-
durch die Gasteilchen 8e miteinander austiren kbnnen. Wir wollen nach vielen 8Ren, die zu einer
Thermalisierungler beiden Gasteilchensortarmfen, die mittlere Energigpro Gasteilchen berechnen.

Die Wechselwirkung zwischen den Gasteilchen soll durch elastisdfie &frfolgen. Im Schwerpunkt-
system ist die Geschwindigkeit der Teilchen

S

Vi = Va—V und Vp = Vp—V° (12.5.20)
s MaVa — MpVp

v o= e b (12.5.21)
My + My

wobeiv® die Geschwindigkeit des Schwerpunkts der beiden Teilcheniistdén elastischen Stol} gilt

(v = v* (va)' = [val (Vo) = Ival (12.5.22)

wobei die gestrichenen GRen nach dem StoR gelten sollen. Biederung der kinetischen Energie des
Gasteilchens durch den elastischen StoR ergibt sich it (12]5.22) zu

SUs = UW,—Uy = muvo[(V3) —Vv3] . (12.5.23)

Da fur das gesamte Systedit = 0 gelten muss, muss auch der Mittelwert afiex, verschwinden und

wir erhalten mit[(12.5.23)
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(BUg) = 0 = ((v) V%) = (Vvi-V®) . (12.5.24)

Durch Umschreiben ins Laborsystem erhalten wir

my MaVa + MyVh
merm VY T m, ( )
oder
((Va=Vb)(MaVa+MpVp)) = 0 (12.5.26)
und somit
(MaV3 — MoVp + (Mp— Ma) (VaVp)) = 0. (12.5.27)

Das betrachtete System soflillig isotrop sein. Das bedeutet, dass keine Geschwindigkeitsrichtung aus-
gezeichnet ist. Folglich sing, undvy, beide unablngig voneinander gleichi®iguber alle Richtungen
verteilt. Aus diesem Grund ist

(VaVh) = VaVp(COgVa,Vp)) = 0 . (12.5.28)

Setzen wir dies i (12.5.27) ein, so erhalten wir

(Mav2) = (mpvp) (12.5.29)
U

oder a = Uy =1. (12.5.30)

Wir sehen, dass sich der Gleichgewichtszustand zwischen den beiden Teilsystemen eingestellt hat, wenn
die mittlere Energie der Teilchen gleich ist. Im Mittel wird dann bei dedl38h keine Energie mehr
Ubertragen. Wichtig ist, dags Gleichgewichtszustand die mittlere Energie und nicht etwa die mittlere
Geschwindigkeit der beiden Gasteilchensorten denselben WeDésthalb besitzen in Luft bei festge-
haltener Temperatur die Stickstoff und Sauerstoffmialiekicht dieselbe mittlere Geschwindigkeit.

Eine haufig vorkommende Situation ist diejenige, dass ein System vorliegt, das sich nicht im Gleichge-
wicht befindet und an ein grol3es, al&khebad wirkendes Gleichgewichtssystem angekoppelt wird. Die
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beiden Systeme erreichen dann den Gleichgewichtszustand des Bades, da die Ankopplung des Nicht-
gleichgewichtssystems eine vernadtigbare $trung des Bades darstellt. Man spricht dann von der
Thermalisierung des an das Bad angekoppelten Systems.

Ein Beispiel fir diesen Prozess ist die Thermalisierung von Neutronen, die bei der Kernspaltung ent-
stehen. Die bei der Spaltung des Urankeré@y entstehenden Neutronen haben Energien im Be-
reich von MeV. Da die Wahrscheinlichkeit einer neutroneninduzierten Spaltungs¥draber mit sin-

kender Neutronenenergie stark zunimmt, will man die Spaltneutronen abbremsen. Dies geschieht, in-
dem man die Neutronen durch ein auf Zimmertemperatur befindliches Medium léssn das die
Brennsbe umgibt. In diesem Moderator genannten Medium werden die schnellen Neutronen durch
elastische St3e thermalisiert, wodurch sie mittlere Energien erreichen, die der thermischen Energie
ksT, also etwa 25 meV bei Raumtemperatur, entsprechen. Die Geschwindigkeitsverteilung der Neutro-
nen entspricht sehr gut einer Maxwell-Verteilung. Thermische Neutronen werdeniauwtie Neutro-
nenbeugung benigt, da ihre de Broglie WelleAhge im Bereich von einige&lngstr'c)m liegt und damit

sehr gut @ir die Untersuchung von Kristallstrukturen geeignet ist, deren Gitterparameter in der gleichen
GrofRenordnung liegen. Will man die de Broglie Welkemyje dem jeweiligen Experiment anpassen, so
kann man den Moderatoflklen (z.B. gekhlter D,O Moderator zur Erzeugung kalter Neutronen) oder
erwarmen (z.B. heil3er Graphit-Moderator zur Realisierung einer heil3en Quelle).
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Zusammenfassung

e Ein Ensemble, das ein abgeschlossenes System im Gleichgewicht reprasentiert und
gemal dem Grundpostulat der statistischen Physik gleichmaRig tber alle zuganglichen
Systemzustande verteilt ist, bezeichnen wir als mikrokanonisches Ensemble.

e Ein Ensemble aus Systemen im Gleichgewicht, die alle mit einem Warmebad der Tem-
peratur 7 in thermischem Kontakt stehen, sind geman

e—é‘k/T

Ple) = Semar
k

Uber die Systemzustande verteilt. Wir bezeichnen dieses Ensemble als kanonisches En-
semble und die dazugehorige Verteilungsfunktion als kanonische Verteilung.

Die absolute Wahrscheinlichkeit, dass wir das System mit einer Energie g antreffen, ist
durch die Maxwell-Boltzmann-Verteilung

plex) = exp(z_fk)

gegeben mit der Zustandsumme

Z(t) = Zexp(—ik).

Die Summation in der Zustandssumme erstreckt sich Uber die Boltzmann-Faktoren aller
Zustande, fur die die Teilchenzahl N konstant ist.

e Ein Ensemble aus Systemen im Gleichgewicht, die alle mit einem Reservoir in thermi-
schem und diffusivem Kontakt stehen, sind gemaf

e~ (&—Nun)/t
PlE) = S ot
k

Uber die Systemzustande verteilt. Wir bezeichnen dieses Ensemble als grol3kanonisches
Ensemble und die dazugehdrige Verteilungsfunktion als groRRkanonische Verteilung.

Die absolute Wahrscheinlichkeit, dass wir das System mit einer Energie g und einer
Teilchenzahl N antreffen, ist durch
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gegeben mit der grol3en Zustandsumme

y3ew( ).

Die Summation in der gro3en Zustandssumme erstreckt sich Uber die Gibbs-Faktoren
aller Zustande.

Fir ein groRkanonisches Ensemble erhalten wir aus der grof3en Zustandssumme die
mittlere Teilchenzahl

)
(N) =2 5= InZ

J 0 ~
1= (w53~ i) 2

Fir ein kanonisches Ensemble erhalten wir aus der Zustandssumme die die mittlere
Energie

und die mittlere Energie

d
72— InZ,
(e) =" 5 In
die vom System geleistete Arbeit
8 InZz
und somit mit dW = pdV den Druck
. dIinz
oV

Fir die klassische Zustandssumme eines idealen Gases erhalten wir
3 3 2rm
INZ=N |[InV —=1n —In{ ——
>MB+3 (hZ)y
woraus wir als Zustandsgleichung

pPV=NksT,

sowie flr die mittlere Energie pro Molekdil

und fur die spezifische Warme bei konstanten Volumen

_ /U 3
o= (37), 72"

erhalten.

Die klassische Abzahimethode, d.h. die Annahme, dass die Gasteilchen unterscheidbar
sind, gilt gut im Bereich, in dem der mittlere Teilchenabstand gro3 gegenlber der de
Broglie Wellenlange ist:

R> Ags . Bedingung fur klassische Beschreibung
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e Im Bereich der klassischen Beschreibung gilt der Gleichverteilungssatz, nach dem die
mittlere Energie pro Teilchen und Freiheitsgrad

1

ist.

¢ Die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung der Teilchen eines idealen Gases ist

32 e
fv)dirddy = \'\/'(ZRTBJ e Fs dPraly .

Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung

Daraus ergeben sich die Verteilungen fir den Geschwindigkeitsbetrag

N m \%2 mv2
FVdv = 4r (kaT) V2 exp<—2k8T> dv
Verteilung des Geschwindigkeitsbetrags

und fur eine Geschwindigkeitskomponente

N/ m \Y2 mv
g(v)dw = V<27rkBT> exp<—2kBT> dvy .

Verteilung einer Geschwindigkeitskomponente
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